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Commento introduttivo

Questa raccolta di esercizi, problemi e soluzioni é stata elaborata principalmente dal
dott. Giancarlo Cella, con il contributo degli altri co-docenti dell’insegnamento di Fisica
1 per il Corso di Laurea in Fisica (classe L-30) dell’Universita di Pisa, a partire dai testi
effettivamente proposti agli studenti fin dal primo anno di istituzione del nuovo Corso
di Laurea (riforma universitaria solitamente identificata col Decreto Ministeriale 17 del
2010).

Il lavoro del dott. Cella é di grande valore didattico e, gia dopo aver sfogliato poche
pagine, ci si rende conto facilmente che la raccolta é permeata dalla pluriennale esperienza
diretta di insegnamento a fianco del prof. Francesco Fidecaro. Chiarezza, sinteticita e
completezza sono sostantivi che ben descrivono non solo la qualita delle soluzioni, ma
spesso anche quella dei testi dei problemi.

Certamente lo studente che usera questa raccolta come strumento per esercitarsi, oltre
che per verificare il proprio grado di preparazione, ne trarrd soddisfazione e grande
giovamento.

E mio fermo auspicio che I'insegnamento di Fisica 1 continui nel solco gia tracciato in
passato e questo strumento costituisce una delle garanzie piti importanti che I'esperienza
precedente sia correttamente valorizzata.

Mauro Dell’Orso
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1.1. 11 SETTEMBRE 2008

1.1. 11 settembre 2008

Problema 1 (15 punti)

B

Figura 1.1.: La guida composta dai tratti A— B, B—C,C - Be B—D.

La guida in Figura @ é formata da settori di circonferenza, di raggio Ry e R3 > Ro
come in figura, che sono collegati nella sequenza A — B, B—C,C — B e B— D. Un disco
di raggio Ry < Re e massa m rotola senza strisciare sulla guida, partendo dal punto A
con velocitd del centro di massa v, = vg.

1. Calcolare in modulo, direzione e verso la reazione vincolare della guida immediata-
mente prima e immediatamente dopo il primo passaggio per il punto B e dire se
essa & impulsiva al momento del passaggio.

2. Ponendo vg = 0 determinare il massimo valore di Rs per il quale la guida viene
percorsa completamente, considerando il vincolo monolatero.

3. Calcolare la frequenza delle piccole oscillazioni attorno al punto B.

Problema 2 (15 punti)

Il recipiente in Figura [[.2] & chiuso da un setto scorrevole S. Recipiente e setto sono
impermeabili al calore, ed il setto ha massa trascurabile. Il volume interno & ulteriormente
diviso in due parti da una parete rigida, che permette invece il contatto termico tra le due
parti. Nella parte inferiore si trova una massa M di ghiaccio a 0°C', in quella superiore
n moli di un gas perfetto. L’esterno del recipiente si trova a pressione atmosferica.

1. Determinare il volume V' del gas nella condizione iniziale.

2. Si comprime adesso il setto superiore fino a portare la temperatura del gas a 20°C
in modo reversibile. Determinare la dipendenza della pressione del gas dal suo
volume per questa trasformazione, e rappresentarla su un grafico. Di quanto é
variata l’entropia del sistema?

3. Supponendo di utilizzare il sistema come sorgente fredda, e che I’ambiente esterno
possa essere considerato un bagno termico a temperatura T' = 20°C, trasferendo
calore mediante una macchina termica, determinare il massimo lavoro estraibile.

@ 12 versione del 22 marzo 2018



1.1. 11 SETTEMBRE 2008
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Figura 1.2.:
Soluzione primo problema
Domanda 1
Dato che ’energia totale si conserva
L 1 2
E = 5 MW + ilcmw + mgz (1.1.1)
e che velocita del centro di massa e velocita angolare del disco sono legate da v, = —Rjw
segue che
1 Iem\ o 3 5
E = 5 (m + 72 ) Vem +mgz = 1Wem + mgz (1.1.2)
1

Questo significa che la velocita del centro di massa dipende solo dalla sua posizione
z. Quindi immediatamente prima e immediatamente dopo B v, non sard cambiata
(nemmeno in direzione, dato che sara sempre orizzontale) e quindi non é presente nessuna
forza impulsiva.

Il centro di massa percorre una traiettoria circolare, per cui immediatamente prima di
B sara

2
1]C7Tl
— =N - 1.1.3
mE R mg (1.1.3)
e immediatamente dopo
2
1]C77l
— =N - 1.14
meE, mg (1.1.4)

da cui si deduce che la reazione normale della guida é diversa.
Si puo osservare che in B 'accelerazione tangenziale del centro di massa é nulla: questo
si ricava direttamente scrivendo l’energia nella forma
3

E = Zm(33—1~21)29'2+mg (R3 — Ry) (1 — cosf) (1.1.5)

@ 13 versione del 22 marzo 2018



1.1. 11 SETTEMBRE 2008

valida prima di B e derivando rispetto al tempo

E= gm(Rg—R1)299+mg(R3—R1)981n9=0 (1.1.6)

si ottengono le equazioni del moto
3 ..
§m(R3—R1)29+mg(R3—Rl)sin9:0 (1.1.7)

che permettono di concludere § = 0 in 6 = 0. Analogamente si puo derivare 1’equazione
del moto valida dopo B

3 ..
5m(Rz—R1)29+mg(1~32—Rl)smezo (1.1.8)

in entrambi i casi si € utilizzata come coordinata ’angolo tra la direzione verticale e la
normale alla guida.

Dato che non c¢’é accelerazione tangenziale, non si avranno forze orizzontali, e la reazione
ha la sola componente normale discontinua calcolata precedentemente.

Domanda 2

La velocita nel punto C si calcola dalla conservazione dell’energia:

mgRs = %mvfm +mg (2Ry — Ry) (1.1.9)
da cui
Vo = %g (R1+ R3 — 2Ry) (1.1.10)
ma per poter passare deve essere
02
mﬁ > mg (1.1.11)
da cui 4
g(R1+R3—2R2) > (Re — Ry) (1.1.12)
e quindi
Ry < TR (1.1.13)

11

Domanda 3

Il periodo é la somma di un semiperiodo a sinistra di B pitl un semiperiodo a destra.
Il primo ¢é determinato dalla equazione del moto scritta in precedenza, sviluppata per
piccole oscillazioni:

;m(Rg—Rl)zé—i—mg(Rg—Rl)H:O (1.1.14)

@ 14 versione del 22 marzo 2018



1.1. 11 SETTEMBRE 2008

da cui
T, = 2r 3 (Fs = R) (1.1.15)
29
e analogamente la seconda
3(R; — R
T, = 2r (Fz = R1) (1.1.16)
29
quindi
T+ T 3
T — 1; =/ (VRs—Ri+ VR — i) (1.1.17)
g
Soluzione secondo problema
Domanda 1
Dato che il gas ¢ in equilibrio termico con il ghiaccio deve essere
PumVo = nRTy (1.1.18)
dove Ty = 0°C, da cui
RT;
V=V = Lo (1.1.19)
Patm

Domanda 2

Fincheé del ghiaccio é presente, la temperatura del sistema ¢ fissata a Ty. Quindi

nRTj
P= 1.1.20
= (11.20)
Dal primo principio segue che
6Q =0 = XAdm + PdV (1.1.21)

dove dm ¢é la massa di ghiaccio che si scioglie e A il calore latente di fusione. Segue che

av
nRT07+)\dm (1.1.22)

e quindi quando tutto il ghiaccio si € sciolto il volume é diventato

AM
Vi=V — 1.1.23
! 0€xXP < nRTO) ( )
Da questo momento in poi vale
0Q =0 = (C +ney)dT + PdV (1.1.24)
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1.1. 11 SETTEMBRE 2008

dove C' ¢é la capacita termica dell’acqua. Abbiamo quindi

T qr Vi av
(C + ncv)/ — 4 nR— =0 (1.1.25)
7, T Vi |4

ossia

T V
(C 4+ ney)log — +nRlog — =0 (1.1.26)
T Vi
che si puo esprimere nella forma
VnRTOTney — cost (1.1.27)
oppure
PVP = cost (1.1.28)
dove o/
cp + n

Quindi la trasformazione si rappresenta come una isoterma per V; < V < Vj, e come
una adiabatica con un esponente modificato per Vy < V' < V1. Il volume finale si ottiene

dalla (|1.1.27)):

C+ncey

T nR
V=W <°> (1.1.30)
Ty

con Ty = 20°C.
Dato che il sistema non scambia calore con l’esterno la sua variazione di entropia é
nulla.

Domanda 3

Sia §Q); il calore assorbito dall’ambiente e §QQ2 quello ceduto al sistema. Chiaramente
W = Q1 — Q2. Fino a quando ¢é presente del ghiaccio le temperature sono fissate, e dato
che 'entropia totale non varia deve essere

Q2 Q1
L 1.1.31
= (1.1.31)
e d’altra parte Q2 = AM, quindi
T
W = <f - > AM (1.1.32)
To
sard, il lavoro prodotto in questa prima fase.
Appena tutto il ghiaccio si é sciolto deve essere
0Q2 = (C +ncy)dT + PdV (1.1.33)
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1.1. 11 SETTEMBRE 2008

ar P 5Q1
dS = (C + ney) — 4 =dV — =+ =0 (1.1.34)
T T Ty

Integrando la seconda relazione otteniamo, tenendo conto che la pressione é costante

T
Q1 =Ty (C + ney +nR) log?f (1.1.35)
0
e dalla prima
Q2 = (C +ney + nR) (Tf —To) (1.1.36)
da cui otteniamo il risultato finale
T T
W= (Tf—1> AM + (C + nep) Tflog?f — (Ty = To) (1.1.37)
0 0

@ 17 versione del 22 marzo 2018



1.2. 12 FEBBRAIO 2009

1.2. 12 febbraio 2009

Problema 1 (15 punti)

Figura 1.3.: La scatola rotante e il disco al suo interno considerati nel problema.

Il disco in Figura[I.3] di massa m e raggio R, ¢ libero di ruotare e di scivolare all’interno
della scatola rettangolare in figura, di lunghezza £. La scatola puo ruotare liberamente
attorno al perno centrale P in figura, e il suo momento di inerzia rispetto ad esso & I. Si
supponga inizialmente che non vi sia attrito, e che gli urti con le pareti siano elastici.

1. Trovare tre quantitd conservate indipendenti per il sistema.
2. Discutere le possibili traiettorie per il centro di massa del disco.

3. Supporre adesso che vi sia attrito tra il disco e le pareti terminali corte della scatola,
e che 'urto con esse non sia piu elastico. Se inizialmente questa non ruota e il disco
si trova al centro di essa con velocita vy e velocita angolare wq, calcolare le velocita
angolari finali wy e wy dei due corpi.

Problema 2 (15 punti)

Una mole di gas perfetto ¢ contenuta in un cilindro di sezione S chiuso da un pistone
mobile. Tra pistone e cilindro & presente attrito, che si oppone al movimento del pistone
con una forza costante Fy. Il gas é costantemente in equilibrio con un bagno termico a
temperatura Tj.

1. Determinare il calore ceduto dal sistema gas-cilindro+pistone in un’espansione da
un volume V7 a un volume V5.

2. Stessa domanda nella compressione da Vs a V.
3. Determinare la variazione di entropia del gas e del bagno termico nelle due trasfor-
mazioni.
Soluzione primo problema
Domanda 1

Dato che non vi sono attriti, I’energia cinetica del sistema si conserva. Inoltre le uniche
forze esterne sono applicate al perno, e quindi si conservera il momento angolare totale.

@ 18 versione del 22 marzo 2018



1.2. 12 FEBBRAIO 2009

Infine, consideriamo il momento angolare del solo disco rispetto al suo centro di massa.
Dato che le uniche forze che agiscono sul disco sono perpendicolari ad esso e quindi hanno
braccio nullo, anche questo si conservera.

Domanda 2

Scriviamo le tre quantita conservate determinate precedentemente. Per I'energia cinetica
abbiamo

1 . 1 . 1
E:§w2+§m0ﬂ+ﬂ¥)+§hw2

dove abbiamo indicato con 6 ’angolo di rotazione della scatola, con r la distanza del
centro di massa del disco dal perno, con w la velocita angolare del disco e con Ip il suo
momento di inerzia.

Per quanto riguarda il momento angolare totale abbiamo

L= Ié+m’r29+IDw
e per il momento angolare del disco
LD = IDO.)

Da questa ultima relazione segue che la velocita angolare w é costante.
Possiamo ricavare 8 dalla conservazione del momento angolare

. L—1Ipw
e riscrivere la legge di conservazione dell’energia nella forma
1 1 ., 1(L—Ipw)? 1 .
E =FE— §IDw2 = §mr2 + 2W = §mr2 + Ueys(r) (1.2.2)

che definisce il potenziale efficace U,tf(r) e la costante E’. Possiamo adesso discutere le
possibili orbite qualitativamente.

Per questo facciamo riferimento alla Figura nella quale ¢ riportato un grafico quali-
tativo del potenziale efficace. Sono state aggiunte due barriere infinite in r = + (¢/2 — R)
che rappresentano le pareti terminali della scatola. Sono inoltre riportati alcuni possibili
valori di E’ (le linee orizzontali tratteggiate) che corrispondono alle seguenti possibilita:

1. 11 centro di massa del disco pud essere solo in r = ¢/2 — R, e quindi la relativa
traiettoria sard una circonferenza.

2. In questo caso sono l'orbita sara limitata tra un valore minimo di r corrispondente
alla intersezione tra la retta e la curva, e un valore massimo corrispondente alla
parete in r = ¢/2 — R. L’orbita sara limitata radialmente in tale intervallo. Il moto
angolare sara determinato dalla Equazione ((1.2.1)).
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1.2. 12 FEBBRAIO 2009

Figura 1.4.: Grafico qualitativo del potenziale efficace definito dall’Equazione . Le
linee tratteggiate si riferiscono a diversi possibili valori della costante E’. La
barriera di potenziale infinita alle estremita corrisponde alle pareti laterali
della scatola.

3. In questo caso il valore minimo per » ¢ r = 0, e quello massimo é uguale al
precedente. A seconda della posizione e della velocita iniziali il disco si avvicinera
al perno (eventualmente dopo aver rimbalzato una volta su una parete esterna).
Dato che la derivata del potenziale efficace nell’intersezione con la retta orizzontale
é nulla, il disco impieghera un tempo infinito per arrivare sul perno, e la traiettoria
sard quindi una spirale che si avvolgera attorno al centro.

4. In questo caso il disco potra attraversare la posizione del perno, e quindi si muovera
da un estremo all’altro della scatola, rimbalzando sulle pareti.
Domanda 3

Delle tre leggi di conservazione determinate precedentemente resta valida solo quella del
momento angolare totale: infatti a causa dell’attrito viene dissipata energia e sul disco
durante 'urto con le pareti agisce un momento.
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1.2. 12 FEBBRAIO 2009

La configurazione finale sara quindi quella nella quale il disco si trova a contatto con
una delle pareti. Dato che non deve strisciare su di esse dovra essere wy = wo = wy. Dalla
conservazione del momento angolare totale segue immediatamente che

E 2
IDOJ(): I+ID+m<2—R) wyr
che permette di determinare wy
Ip
wy 20.)0

I+Ip+m(L-R)

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Dato che il gas rimane a temperatura costante, I’energia del sistema pistone+-cilindro-+gas
non cambia e il lavoro fatto su di esso € uguale al calore ceduto. La forza esterna necessaria
a mantenere istante per istante il pistone in equilibrio meccanico per una espansione é
data da

Feyt = PS — F,

e[ (r-5)o

/(-5
v \V TS
i

F
= RTylog — + —= (Vo — V,
oOgV2+S(2 1)

e quindi

Domanda 2

In questo caso la forza di attrito cambia verso, e quindi

i 1D
= - 2 d
o, ()

Vi (RT, F)
=— — + = |dV
NS

Vo F,
:RTolong+§(V2—V1)
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1.2. 12 FEBBRAIO 2009

Domanda 3

Per il bagno termico la variazione di entropia nelle due trasformazioni &

V; F,
AS; :Rlogé+ 75 (2= ")

V, F,
ASy = Rlog% 7S (Vo — V1)

e complessivamente
2F,

T TS

Per il gas abbiamo invece due trasformazioni isoterme, e quindi

AS

(Vo = V1)

AS] = Rlog—
AS, = Rlog—

e quindi complessivamente
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1.3. 21 GENNAIO 2010

1.3. 21 gennaio 2010

Problema 1 (15 punti)

L’anello sottile in figura, di massa M e raggio R, pud ruotare senza strisciare su un
perno circolare di raggio b sul quale ¢ appoggiato, ed inizialmente si trova con il centro
di massa nella posizione pit bassa possibile, mentre il suo estremo inferiore (indicato in
figura con A) si muove con velocita vy in modulo.

1. Per quale valore minimo di vg il centro di massa dell’anello riesce a compiere un
giro completo?

2. Dopo tale giro completo dove si trova A?

3. Calcolare la frequenza delle piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio.
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1.3. 21 GENNAIO 2010

Problema 2 (15 punti)

M

n

U
i

M

To

Il recipiente cilindrico in figura di sezione S ¢ diviso in due scomparti da dei setti
scorrevoli senza attrito di massa M. Il setto intermedio permette scambi di calore, mentre
recipiente e setto superiore sono termicamente isolanti. Ciascuno scomparto contiene n
moli di gas perfetto, ad una temperatura iniziale 77. Si trascuri la pressione atmosferica
esterna.

1. Calcolare il volume dei due scomparti.

2. Una macchina ciclica reversibile usa il sistema come sorgente calda, e come sorgente
fredda un bagno termico di temperatura Ty < 7. Determinare il massimo lavoro
estraibile.

3. Mentre il sistema ¢ nello stato iniziale si raddoppia istantaneamente la forza di
gravita. Determinare la temperatura finale, all’equilibrio termodinamico.

Soluzione primo problema
Domanda 1

Usiamo come coordinata I'angolo tra il segmento che congiunge il centro del perno al
punto di contatto e la direzione verticale. Il centro di massa dell’anello compie un moto
circolare attorno al centro del perno, di raggio R — b e velocita angolare 6.

Detta w la velocita angolare dell’anello, dovra essere

Rw = (R—1b)f (1.3.1)
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dato che esso ruota istante per istante attorno al punto di contatto. Potremo scrivere
quindi I’energia del sistema nella forma

1 (R-b\>,
E=_I(———) 6*~Mg(R—b)cosf (1.3.2)
2 R
Eguagliando I'energia iniziale a quella nell’istante in cui il centro di massa € nella posizione
pit alta troviamo

1. (R—b\", 1 (R—b\?,
“I(——) ?—Mg(R—b)==-I(——) 63+Mg(R—b 1.3.3
(M50 #-mgm-n = gr (U0) Bemgr-n )
dove I ¢ il momento di inerzia rispetto al punto di contatto e vale I = 2M R?. Questo
significa
. . 4MgR?
02 =07 — ——T— 1.3.4
D’altra parte dato che il centro di massa si muove di moto circolare dovremo
— M(R-b)07+Mg=-N<0 (1.3.5)
avere una accelerazione centripeta positiva
2 o AM’gR?
M(R—b)af—Mg:M(R—b)Gi—f—Mg>0 (1.3.6)
e quindi
39
07 > 1.3.7
La velocita iniziale del punto A vale
Vg = 2Rw7; = 2(R — b)Hz (1.3.8)
e quindi
2
v 3g
> 1.3.9
4(R-0)?* "~ (R—V) (13.9)
ossia
vo > /129 (R —b) (1.3.10)
Domanda 2

In un giro completo § varia di 27. Dalla relazione tra w e 9 segue che il corpo rigido avra
ruotato di un angolo

2 (R—b)
o= (1.3.11)

e quindi il punto A si trovera ruotato dello stesso angolo rispetto alla posizione iniziale.
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Domanda 3

Sviluppando I'energia per piccoli valori di 6 si trova

_1 2 _ 1.3.12
E 21< . > 02+ Mg (R— )0 (1.3.12)

da cui segue che la frequenza delle piccole oscillazioni vale

1 R? 1 g
- -y — == [ —Z 1.3.1
v 27r\/Mg(R )I(R_b)Z or\/ 2(R — b) (1.3.13)
Soluzione secondo problema

Domanda 1

La pressione dello scomparto in alto vale Py = Mg/S, quella dello scomparto in basso
P_ =2Mg/S. Abbiamo quindi

nRT1 nSRT1
V. = = 1.3.14
+0 Py Mg ( )

1
Voo = 5Vio (1.3.15)

Domanda 2

Detto @1 il calore estratto dal sistema e Qg quello ceduto al bagno termico avremo per
la variazione di entropia

Qo T
AS = T + 2ncp log T, = 0 (1.3.16)
da cui
Ty
Qo = 21’LCpT0 log — (1317)
To
Invece dal primo principio abbiamo
- Ql = 2ncp (Tg — Tl) (1.3.18)
e quindi
T Ty
W=0Q1—Qo=2 T —Tp) |1 - log — 1.3.19
Q1 — Qo = 2n¢, (T1 — Tp) [ T T, %8 T, ( )
Domanda 3
L’energia del sistema si conserva, e vale
Vi+ Vo V_
U=2Mg (“;) +2Mg-o + 2ney T (1.3.20)
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dove T & la temperatura del gas. Appena la gravita raddoppia i volumi e la temperatura
hanno il valore iniziale, quindi

U=2n2R+cy)Th (1.3.21)

mentre nella condizione di equilibrio finale avremo

vV, = Z“j\ng (1.3.22)
V. = %w (1.3.23)
e quindi
2n(2R+cy)Th =2n(R+cv)T (1.3.24)
da cui SR+ cv
T=% N (1.3.25)
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1.4. 23 giugno 2010

Problema 1

m, R

@/af ................................. >

Un cilindro di massa m e raggio R é appoggiato su un piano orizzontale, e il suo centro
O ¢ collegato ad un punto P del piano da una molla di costante elastica k e lunghezza
a riposo nulla. Inizialmente il punto di appoggio del cilindro si trova a sinistra di P, ad
una distanza a da esso. Nella regione a sinistra di P non vi sono attriti, mentre a destra
di P il cilindro & vincolato a rotolare senza strisciare. Il cilindro & inizialmente fermo.

1. Determinare la velocita angolare del cilindro e quella del suo centro di massa quando
il punto di contatto arriva in P (immediatamente prima).

2. Determinare il massimo allontanamento successivo del punto di contatto da P.

3. Sempre supponendo che il centro di massa del cilindro sia inizialmente immobile,
trovare se possibile una velocita angolare iniziale wg per la quale il cilindro ritorna
nel punto di partenza dopo una oscillazione completa.

Problema 2
|

Py P

A S B

Un certo fluido é descritto dalle equazioni di stato

U
P = 2
\%4
1U2 1/3
T = 3B ——

dove B ¢& una costante positiva e P, V., T, U, n hanno il significato usuale.
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1. Rappresentare un ciclo di Carnot nel piano P — V, dopo avere determinato le
necessarie leggi di dipendenza della pressione dal volume.

2. Determinare I'entropia del fluido in funzione di P, V ed n.

3. n moli del fluido vengono poste inizialmente nello scomparto a sinistra in figura, ad
una temperatura 77. Sul pistone A agisce una pressione esterna costante Pp, che
spinge il fluido nello scomparto a destra attraverso un setto poroso S intermedio.
Durante tutto il processo sul pistone B agisce una pressione costante P < Pp.
Determinare la temperatura finale del fluido dopo che questo ¢ completamente
passato a destra, e si é raggiunto nuovamente 1’equilibrio termodinamico.

Soluzione primo problema

Domanda 1 Le forze che agiscono sul cilindro sono quelle della molla e la forza peso
(applicate al centro) e la reazione vincolare al punto di appoggio. Nessuna di queste ha
momento rispetto al centro di massa, quindi il momento angolare rispetto ad esso (e
quindi la velocita angolare) rimangono nulle.

Per quanto riguarda la velocita del centro di massa immediatamente a sinistra di P,
Uem,0, applichiamo la conservazione dell’energia:

1 1 1
ik (a2 + R2) = §mvgm,0 + §kR2

k
VUem,0 = @ E

Domanda 2 Nel passaggio dal punto all’immediata sinistra a quello all'immediata destra
di P si conserva il momento angolare del cilindro, valutato rispetto al punto di contatto.
Questo perché nessuna delle forze esterne (forza peso, forza della molla, reazione del
piano) ha momento rispetto a P. Abbiamo quindi

da cul troviamo

—MUem,0 R = Twy

dove w; é la velocita angolare del cilindro immediatamente a destra di P e I = %mR2 il
suo momento di inerzia (sempre relativo a P). Quindi

o _ME o 2Vemo _ 2a [k
L= 7m0 T T3 R T 3RV m

Da questo momento si conserva l’energia, il massimo allontanamento ¢ si pud determinare
quindi scrivendo

k
2

k

1
Jlwt + SR = (R* +07)
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ossia
I 2
==

Domanda 3 Quando arriva alla immediata sinistra di P il centro di massa del cilindro
avra la velocita ven,,0 determinata precedentemente. Per tornare al punto di partenza ¢
necessario che non perda energia nel passaggio all'immediata destra. Questo accade se
la reazione vincolare non compie lavoro, cioé se il punto di contatto é istantaneamente
immobile. Quindi immediatamente a sinistra di P il cilindro deve essere gia in condizioni
di puro rotolamento, e questo accadra se

Vem,0

R

wo =

Soluzione secondo problema

Domanda 1

Ricavando 'energia dalla prima equazione di stato e sostituendo nella seconda troviamo
1 1/3
T =3B <P2V>
n

quindi in un’isoterma
7\3
PV =n <3B> = costante

In un’adiabatica abbiamo
dQQ =dU + PdV =0

e quindi

d(PV)+ PdV =2PdV + VdP =0
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Da questo segue che
AV P
v P
e integrando
PV? = costante

Per il ciclo di Carnot abbiamo quindi la rappresentazione in figura.

Domanda 2 1l differenziale dell’entropia si pud scrivere

g5 — 9Q_ n'/3 (VdP +2PdV
T 3B P2/3y1/3
nl/3 (v2/3 pL/3
~ 3B <P2/3dp 21
ma dato che 95 S
dS = ——dP + —d
S=p oV
deve essere
S 1nl/3v2/3
OP = 3 B P23
S 2nl/3 pl/3

v~ 3 B V3
Integrando la prima equazione otteniamo

/3

S = ?v2/3pl/3 + A(V)

dove A é una funzione incognita del volume. Se integriamo la seconda troviamo invece

nl/3

S = ?P1/3V2/3 + B(P)
dove B ¢ una funzione incognita della pressione. Confrontando troviamo che deve essere
A(V) = B(P) = C con C costante. Quindi

S = % (nPV2)? + ¢

In accordo con quanto determinato precedentemente, vediamo che in una adiabatica
reversibile ’entropia non cambia.

Domanda 3 Dal primo principio segue che

Uy =Ui+PV1 — BBV,
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quindi le entalpie dello stato iniziale e di quello finale sono le stesse. Per il fluido considerato
H=U+PV =2PV

e quindi
PV = RV,

D’altra parte dalle equazioni di stato segue che

n( T\
PV =
v=3(55)

e quindi

cioé
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1.5. 14 luglio 2010

Problema 1

Vo

P 0

.....

privo di attrito. Puod ruotare liberamente attorno al suo spigolo P, ma quest’ultimo non
puo staccarsi dal piano orizzontale. Nel punto O si trova un ostacolo che impedisce il
passaggio di P.

1. Nell’ipotesi che P rimanga fissato ad O trovare una quantitd conservata durante
I'urto e calcolarne il valore immediatamente dopo questo. La quantita scelta continua
a conservarsi anche successivamente?

2. Nella stessa ipotesi della domanda precedente, per quale valore di minimo di vg il
cubo si capovolge in avanti.

3. Determinare le componenti della velocita del centro di massa del cubo immediata-
mente dopo 'urto.

Problema 2

A B

Il cilindro in figura, di sezione S, & diviso un due parti da un setto intermedio poroso
e chiuso da ambo i lati da pistoni mobili (A e B), collegati al setto intermedio da due
molle di costanti elastiche kp, ko e lunghezza a riposo nulla. Recipiente e pistoni sono
impermeabili al calore. Inizialmente n moli di gas perfetto si trovano nello scomparto a
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sinistra, in equilibrio meccanico con il pistone ad una temperatura 77, mentre il pistone
B viene mantenuto aderente al setto poroso.

1. Determinare il volume dello scomparto a sinistra.

2. Si libera il pistone B, e si attende che si stabilisca ’equilibrio. Determinare la
temperatura finale del gas.

3. Determinare la variazione di entropia nel processo precedente.

Soluzione

Domanda 1 Scegliendo come polo il punto O, vediamo che durante I'urto le uniche forze
rilevanti sono quelle impulsive applicate in esso. Quindi non si hanno momenti impulsivi
rispetto ad O, e il momento angolare si conserva. Dato che inizialmente il cubo non ruota
si ha

L = —Muvyaz

con Z scelto uscente dal piao della figura. Successivamente L non si conserva, poiche la
forza di gravitd ha momento non nullo rispetto ad O.

Domanda 2 Usando la conservazione di L determiniamo la velocitd angolare wq del
cubo immediatamente dopo 'urto. Si ha

L= —M’an = IWO

dove I ¢ il momento di inerzia del cubo rispetto a P. Dato che da questo momento si
conserva l’energia, affinché il cubo si capovolga deve essere

1
5]w8 + Mga > Mga\?2

cioé oM
o> = (v2-1)
e quindi

291
i (v3y

Domanda 3 Dato che conosciamo un punto fisso, possiamo scrivere

Uemn = W A Tem

ossia o
royoz Ma?v
Tem=1] 0 0 wy |=—awd — awpi] = 7 0 (Z+79)
—a a O
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Soluzione

Domanda 1 Imponiamo ’equilibrio meccanico:

i nRI1S
ki— =PS=
1 g 1 ‘/1
da cui
RT;
Vi =8,/ (1.5.1)
ky

k
ney Ty + LERE T

dove V7, V5 sono i volumi dei due scomparti nello stato finale. Ma per I’equilibrio meccanico
deve essere

k1Vi = kyVy = PS? (1.5.2)
ed inoltre . .
P (Vi + 1) = nRTy
da cui 5 o)
P
S wRT, (1.5.3)
X
dove si € posto
_ kike
X= k1 + ke

Eliminando Vi, V3 e V2 tramite le equazioni (1.5.2)), (L.5.1) otteniamo

R 1 P52
n<cv—|—2> lechTf+§ N

ed utilizzando 'equazione (|1.5.3]) vediamo che la temperatura non ¢ cambiata,
Ty =T
Domanda 3 L’entropia di un gas perfetto ¢ data da
S =ncylogT +nRlogV

dato che la temperatura non cambia e il volume finale ¢ dato da

- 11
V1+V2=S\/nRTf <k+k>
1 2
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otteniamo

1 k1
AS = ianog <1 + k2>
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1.6. 10 settembre 2010

Problema 1 (15 punti)

Il cilindro in figura, di raggio R e massa M, rotola senza strisciare su un piano orizzontale.
Il suo centro A ¢ fissato ad un punto O del piano da una molla di costante elastica k e
lunghezza a riposo nulla. Inizialmente A si trova sulla verticale di O.

1. Per quale valore minimo della velocita angolare iniziale il cilindro riesce a compiere
un giro completo.

2. Scelta un’opportuna coordinata scrivere I’equazione del moto del cilindro.

3. Determinare la frequenza delle oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio.

Problema 2 (15 punti)

Due corpi di capacita termica costante C' sono inizialmente ad una temperatura 7;, e
sono collegati mediante una macchina termica ciclica. Si vuole raffreddare il primo dei
due corpi ad una temperatura finale 17 < T;, e si trova che per farlo é necessario fare un
lavoro W.

1. Supponendo di conoscere W calcolare Ts.
2. Supponendo che la macchina termica sia reversibile, calcolare W = Whg.

3. Se in realta il lavoro necessario ¢ W = kWg, dove k & una costante data, calcolare
la variazione di entropia del sistema. Puod accadere che k < 17

Soluzione problema 1

Domanda 1 L’energia del sistema vale

_1'2 1 2 202
E=I0 +2k[R + R*0°]
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dove 6 é I’'angolo di rotazione del cilindro e I = %mR2 il suo momento di inerzia relativo
ad un asse passante per il punto di appoggio sul piano. Abbiamo quindi

1
ilwg = 2kR*r?

" _\/4]{:R2772_\/8k‘7r2
0= I - 3m

Domanda 2 Dalla seconda equazione cardinale otteniamo

da cul

RO R
R /RQ + R292

¢ =/R? + R

é la lunghezza della molla. Sostituendo abbiamo

16 = —k¢

dove

10+ kR*0 =0

Domanda 3 Dall’equazione del moto precedente si trova immediatamente
o 1 [ER* 1 |2k
“2rV I 27V 3m

Domanda 1 Se @ ¢ il calore estratto dal primo corpo, e Q2 quello fornito al secondo,
dal primo principio abbiamo

Soluzione problema 2

Qa— Q=W

ma d’altra parte

Q = C(I—-T))

O = —C(Ih -1
e quindi
W:C(leLTQ*Q’I;)
da cui W
T = Yal +2T; — T} (1.6.1)

Domanda 2 Se la macchina ¢ reversibile ’entropia del sistema non & cambiata. Que-
st’ultima si scrive come
~dQy n dQ2

s = T T
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ed integrando

nocdar (™ cdr’
as = [ [7E

T, T’ . T’
TV T
= Clog (1.6.2)
Tiz
Quindi
T2
Ty = -
2 T
¢ T T, 1
Wr=CT, =+ —2) =CT; ) 1.6.3
R 7 <,—Tz Tl ) 7 (m + T ) ( )
con z =T1/T;.

Domanda 3 Mettendo insieme I’Equazione ([1.6.1) e I'Equazione (1.6.2]) otteniamo

EWr o\ _ asic
x(C’Ti + 2 x)-e

ossia
(k—1)(xz—1)>=e25C 1
Dato che AS > 0, segue che k > 1. Infine

AS = Clog [1 bk —1)(z— 1)2]
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1.7. 10 febbraio 2011

Problema 1 (15 punti)

M

Una massa m si muove su un piano orizzontale privo di attrito, ed & collegata come
in figura ad un’altra massa M mediante una fune inestensibile di lunghezza ¢. La massa
pende verticalmente ed il filo é libero di scorrere.

1. Inizialmente la massa m si muove su un’orbita circolare con r = £/2. Determinare
il periodo.

2. Si prende la massa M e la si sposta molto lentamente verso il basso di un tratto
£/4. Calcolare il periodo della nuova orbita circolare.

3. Si lascia andare improvvisamente la massa M. Determinare il valore massimo e
minimo di r della nuova orbita.

Problema 2 (15 punti)

Tre corpi di uguale capacita termica C' si trovano inizialmente alle temperature 77 = Tp,
T2 = 2T0 e T3 = 5T0

1. Determinare la temperatura finale del sistema se i corpi sono posti in contatto e
liberi di scambiarsi spontaneamente calore.

2. Determinare la variazione di entropia del sistema nel caso precedente.

3. Qual’é la massima temperatura a cui & possibile portare uno dei tre corpi se il
sistema ¢ isolato.

Soluzione primo problema
Domanda 1

Ponendo la tensione uguale alla massa per ’accelerazione centripeta abbiamo

L
2
- =M
mw2 g
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e quindi

Domanda 2

Durante il processo si conserva il momento angolare, e 'orbita resta circolare. Quindi

0\? L 0\?
L—mw<2> = mw <4>

da cui

Domanda 3

Utilizzando il potenziale efficace abbiamo ai punti di inversione

L? L?
Mgr=—— + Mgr_
2mr? +Mgr 2mr? +Mgr
dove r_ = (/4 ¢ la distanza iniziale. Quindi
L2 (1 1
o <72—7%> +Mg(r—r_)=0

Possiamo scrivere anche

L2

5 (r2 —r®) + Mgr*r® (r—r_) =0

che ha per soluzione chiaramente r = r_. Semplificando otteniamo infine

8L?
Mmgt?

AL? 412 \?  8L%r_
r=——= +
Mmgt? Mmgt? Mmgt?

La soluzione accettabile corrisponde alla distanza di massimo allontanamento cercata

412 N 412 \? N 212
r = ———"
Mmgt? Mmgt? Mmgt

(ro+7r)—r*=0

da cui
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con
I /m]\/.8fg€3

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Dalla conservazione dell’energia abbiamo
C(Tl + 15+ Tg) = 3CTf

e quindi

Domanda 2

Abbiamob
_ Ty Ty Ty
AS = Clogﬁ—l—C’logT2 +Clog?3
Ty
= 1
Clog 7

Domanda 3

Possiamo immaginare che nella situazione finale due corpi saranno alla stessa temperatura,
dato che se cosi non fosse potremmo estrarre da essi del lavoro e impiegarlo per innalzare
ulteriormente la temperatura del terzo. Abbiamo la conservazione dell’energia:

8CTy = C (2T + Ty)

e per la variazione di entropia

2

T,
AS =C1 =0
TR

che abbiamo posto nulla dato che il risultato migliore si otterra operando reversibilmente.
Mettendo insieme le due equazioni abbiamo

T, = 10T}
1
T. = ATy - Ty
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ed eliminando T_
1 2
T, <4T0 - 2T+> = 1073
ossia 1
ZTf"; — ATYT? + 16157y — 10T =0

Ponendo x = T /Tp
3 — 1622 4+ 64z — 40 = 0

che si pud scomporre
(x —10) (2> — 6z +4) =0

abbiamo quindi le soluzioni

T+ = 1OTO
T, = (3 _ \/5) Ty ~ 0.7647T
T, = (3 + \/5) Ty ~ 5.24T;,

La prima non é accettabile, percheé
1
T =4Ty — §T+ =-Tp
Le altre due sono accettabili, ma quella cercata ¢ la terza. Infatti si ha per essa
1
T =4Ty— 5 (3 n \/5) Ty ~ 1.38T < T}
mentre la seconda corrisponde a

1
T = ATy - (3—\/5) Ty ~ 3.62Ty > Ty
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1.8. 27 giugno 2011

Problema 1 (15 punti)
|

m

La struttura in figura é composta da tre aste identiche di lunghezza ¢ e massa M.
L’angolo delle giunzioni A, B, C' e D é libero di variare, ed AD = /. Inoltre una massa
puntiforme m ¢ fissata sulla barra BC' ad una distanza x da B.

1. Determinare la posizione di equilibrio stabile del sistema.

2. Se il sistema si trova nella posizione di equilibrio precedentemente calcolata, per
quale valore minimo dell’energia cinetica iniziale il sistema batte contro il soffitto?

3. Determinare la frequenza delle piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio,
e discuterne la dipendenza da zx.

Problema 2 (15 punti)

Una macchina termica e realizzata con una mole di un gas perfetto sottoposto alla
trasformazione ciclica che segue:

o Una compressione isoterma (A — B) alla temperatura T3, dal volume Vy al volume
Vg, durante la quale il sistema rimane in contatto con una sorgente di temperatura
T_ < T tramite una sbarra di resistenza termica Ryp.

o Una compressione adiabatica (B — C') che porta il sistema alla temperatura T5 >
1.

o Una espansione isoterma (C' — D) alla temperatura T5, durante la quale il sistema
rimane in contatto con una sorgente di temperatura 7y > T5 tramite una sbarra
identica alla precedente.

o Una espansione adiabatica (D — A) che riporta il sistema alla temperatura 7.

Si puo assumere che lo stato termodinamico del gas sia ben definito istante per istante.
Inoltre T = 97_.

1. Rappresentare la trasformazione nel piano S-T e calcolare il tempo necessario per
eseguire le due isoterme.

@ 44 versione del 22 marzo 2018



1.8. 27 GIUGNO 2011

2. Scegliere le temperature T} e T5 in modo da avere la massima efficienza, e calcolare
quest’ultima.

3. Assumendo che la durata delle adiabatiche sia trascurabile rispetto a quello delle
isoterme e sapendo che T} = 27 scegliere le temperatura 75 in modo da avere la
massima potenza. Calcolare in questo caso l'efficienza.

Soluzione primo problema

Domanda 1

Quando la struttura si piega la sbarra BC' resta orizzontale. La posizione di equilibrio
stabile ¢ quella che rende minima la posizione del centro di massa del sistema. Detto
I’angolo che la sbarra AB forma con la verticale sara

B —2M £ cos — (M +m) £ cos
Yem = 3M +m

che & minima per 6 = 0, cioé nella posizione in figura.

Domanda 2

L’energia cinetica deve essere uguale alla differenza tra energia potenziale iniziale e finale,
quindi

Ec > 2M§g+ (M +m)lg

Domanda 3
L’energia cinetica del sistema vale

1 . 1 .
Ec = 52192 + 5 (M +m) 726?

dove si € tenuto conto del fatto che la sbarra BC non ruota, ma trasla con velocita 26.
Il momento di inerzia I della sbarra ¢ calcolato rispetto ad un suo estremo, I = M¢?/3.
L’energia potenziale del sistema vale invece

92
U= BM+m)gyem = —[2M + m] gl cos ~ (2M + m) g¢ (—1 + 2)

Abbiamo quindi

f

_ 1 2M+m)gt 1 [(6M+3m)\y
Cor\[ 2l + (M 4+m) 2 2n\| \BM +3m ) ¢

che é indipendente da z.
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Soluzione secondo problema

Domanda 1

T —_
o — c D
o B A
s S s

Nel piano T-S le adiabatiche sono curve a entropia costante, quindi il ciclo si rappresenta
come in figura. Durante la compressione isoterma il sistema assorbe un calore

VB
Qap =T1(Sp —Sa) =T1Rlog — < 0

Va
e il tempo necessario perché questo avvenga per conduzione attraverso la sbarra é dato
da o

1— 14—
T —_— ) =-
AB ( Rr ) QaB

cioé

T T "%V,

Analogamente durante I’espansione isoterma il sistema assorbe un calore
Va
Qcp =T>(Sp — Sc¢) =T>Rlog e 0
B
in un tempo

TR pog V4

TCD = ﬁ 0g Vs
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Domanda 2

L’efficienza ¢ massima quando ¢ massimo il rapporto T /T;. Possiamo prendere Ty = T4
e Th =T_. In questo caso abbiamo

T8
TR T

Domanda 3

La potenza ¢ il rapporto tra il lavoro prodotto in un ciclo e la sua durata. Abbiamo quindi
(T> —Th) (Sp — So)
Rr <T1T1 + o2 ) (Sp = Sc)
(T =) (1 = To)(Ty — T)
Ry Tl(T+—T2)+T2( —-T_ )

1 (T -T) (Th —T)(9T- - T3)
Rt InT_ — 1T

P =

Ponendo = = T, /T abbiamo

b T E-2(9-2)
RT 18—z
Troviamo il massimo. La derivata
dP  T_ 180 — 36z + 22
dz ~ Rr (x —18)2

di annulla per z = 6 e x = 30. La prima soluzione ¢é quella accettabile, dato che To < T'.
Quindi

Ty =6T_
L’efficienza vale in questo caso
B T 2T 2
T T 6T 3
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1.9. 21 luglio 2011

Problema 1 (15 punti)

Un disco di massa M e raggio R ruota senza strisciare su un piano orizzontale. Una
massa puntiforme m urta su di esso e rimane attaccato. Nell’istante immediatamente
precedente I'urto la velocita del punto materiale é verticale e vale vy in modulo. La
proiezione del punto d’impatto sul piano di appoggio orizzontale si trova ad una distanza

b da O.

1. Dopo un certo tempo la massa m arriva a toccare il piano di appoggio in un punto
O’. Determinare la posizione di O’ rispetto ad O.

2. Determinare la velocita angolare del sistema disco+massa immediatamente dopo
I'urto.

3. Determinare la velocita angolare del sistema quando la massa m arriva a toccare il
piano di appoggio.

Problema 2 (15 punti)

La radiazione elettromagnetica pud essere trattata come un gas caratterizzato dalle
equazioni di stato

1U

P=-—, U=bwr*

3V
dove b & una costante.

1. In una trasformazione adiabatica vale PV7 = costante, come per un gas perfetto.
Calcolare 7.

2. Un cilindro impermeabile al calore provvisto di un pistone mobile contiene radia-
zione elettromagnetica alla temperatura T; e volume V;. Il pistone viene mantenuto
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inizialmente in equilibrio mediante una opportuna forza esterna. Questa viene poi
aumentata molto lentamente fino a quando il volume diviene V; < V;. Calcolare la

pressione finale Py del gas e la variazione di entropia.

3. Partendo dalla stessa condizione iniziale la forza esterna viene portata istantanea-

mente a SPy, dove S ¢ la sezione del cilindro e Py 1

a pressione del gas calcola-

ta precedentemente. Calcolare in questo caso il volume finale, e la variazione di

entropia.

Soluzione primo problema
Domanda 1

Data la condizione di rotolamento puro, la massa arrivera s
distanza uguale all’arco tra O e il punto di impatto:

N b
A _ 1 i
00" = |:7T arcsin <R>] R

Domanda 2

ul piano orizzontale ad una

Durante 1'urto si conserva il momento angolare rispetto ad O, dato che 1'unica forza
esterna impulsiva é applicata in quel punto. Possiamo scrivere allora

—mugb = ITw
dove
3 2 2 2
I = SMR +m (b° + h?)
h = R+ VR?—1b?
e quindi
__mvob
T

Domanda 3

Dopo l'urto vale la conservazione dell’energia, e quindi

1 9 1/3 9 9

2

Sostituendo la velocita angolare iniziale abbiamo

B 4 m2v§b2 - moh
“r=A\lsmrz\ 21 "
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Soluzione secondo problema

Domanda 1

Abbiamo
dpQ dU P
ds = T =7 + TdV
b
= bT3dV + 4T*VdT + §T3dv
4
= ng?’dV +4bT?VdT = 0 (1.9.1)
quindi
vav_dar
3 v T
VBT — costante
3 1/4
Vi3 <bP> = costante
PVY3 = costante
da cui vy = 4/3.
Domanda 2
Dato che B
pP=_T1"
3
conosciamo la pressione iniziale,
P, = ngl
Quindi
4/3 4/3
PV =Py
e

P v 4/3_9 v 4/3T4
=5 \vy ) T3\ i
Dato che la trasformazione é reversibile, I’entropia non é cambiata.

Domanda 3

In questo caso

AU = Py (Vi = Vy)
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3P;V; =3PV, = Pr(Vi—Vy)
AP;V; = (Pj+3PB)Vi

1 P;

Per calcolare la variazione di entropia utilizziamo la ([1.9.1). Passiamo dallo stato iniziale
a quello finale con un’isoterma seguita da una trasformazione a volume costante. Per
Iisoterma abbiamo

Vig . 4 4
AS) = VTV = ST (Vy = V)
Vi

e per la trasformazione a volume costante

Ty 4
ASy = / AbT?VdT = g (17 - T7)
T;

e quindi
4
AS = So(vyr}-vird)

Tenendo conto che b
Py =T}
f=3%f

1 N\ P\
Ylogst) (B2
1 P )\ P

possiamo anche scrivere

4
AS = -b
o 3
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1.10. 8 settembre 2011

Problema 1 (15 punti)
! :

M oo~

m

«
\

Una piattaforma di massa m, della forma rappresentata in figura, é appoggiata su un
piano orizzontale privo di attrito. Sopra di essa si trova un blocco, pure di massa m.
Piattaforma e blocco sono collegate da una molla di costante elastica k, inizialmente a
riposo. Una terza massa, che si puo considerare un punto materiale, viene lasciata cadere
sulla superficie obliqua della piattaforma (inclinata rispetto all’orizzontale di un angolo
a) in modo da colpirla con velocita vg. L’'urto ¢ elastico e istantaneo.

1. Calcolare le componenti orizzontali e verticali della velocitd del punto materiale
dopo 'urto.

2. Scrivere le equazioni del moto della piattaforma e del blocco e le relative condizioni
iniziali.

3. Determinare il massimo allungamento della molla.

Problema 2 (15 punti)

Vo ”

Vi

Un recipiente cilindrico di sezione S impermeabile al calore contiene n moli di un gas
perfetto, ed é chiuso superiormente con un pistone scorrevole di massa m e capacita
termica C. Il pistone puod scambiare calore con il gas, ma il suo lato superiore é isolato
termicamente, quindi non sono possibili scambi di calore con ’esterno del sistema.

Inizialmente il pistone ¢ mantenuto fermo con un opportuno vincolo. La sua tem-
peratura (e quella del gas) ¢ Ty e il volume del gas vale Vj. Si rimuove quindi il
vincolo.

1. Per quali temperature Ty il pistone si abbassa?
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2. Supponendo che T soddisfi la condizione determinata alla domanda precedente,
calcolare la temperatura finale 7'y del sistema quando questo raggiunge nuovamente
I’equilibrio termodinamico.

3. Calcolare la variazione di entropia del sistema.

Soluzione primo problema
Domanda 1

Durante 'urto la molla € a riposo, quindi non applica forze alla piattaforma e si puo ignora-
re il blocco. L’energia e la quantita di moto orizzontale del sistema particella+piattaforma
si conservano. Inoltre si conserva la componente parallela al lato obliquo della piattaforma
della quantita di moto della particella. Abbiamo quindi

1 1
imvg = 5m (v2 + vs +V?)
0 = m(,+V)
—mugsina = My Sina + M, Cos &

dove vz, vy sono le componenti della velocita della particella dopo I'urto cercate, e V' la
velocita della piattaforma. Possiamo scrivere

2 2 _ 2
vy — v, = 205
vy + vy = —vgcota
e quindi (escludendo la soluzione non accettabile v, = 0, v, = —vg)
vg = vy — 2ugtana
vy = —Uy — vgcota
Risolvendo troviamo
2sin2a
Vp = ————
* cos2a — 3
3cos2a — 1
vy, = — 1
v cos2a — 3

Domanda 2

Indichiamo con X la posizione orizzontale dell’estremo della piattaforma a cui é fissata
la molla, con = quella del blocco. Avremo, indicando con £ la lunghezza a riposo della
molla,

mX = —k(X —x—1{)

mi = k(X —x—4{)
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Le condizioni iniziali saranno le velocita e le posizioni di piattaforma e blocco, ossia

X(00) = 0
X(0) =V
.%'(0) = —60
z(0) = 0

dove si é scelta lorigine nella posizione iniziale dell’estremo della piattaforma. Il valore
di V si determina usando le equazioni scritte precedentemente, in particolare

2sin 2«
V = — =
Ve 3 — cos ZaUO

Domanda 3

L’energia disponibile nel centro di massa si conserva, quindi

dove v, = & — X ¢ la velocita relativa iniziale del blocco rispetto alla piattaforma, p =
m/2 la massa ridotta del sistema, e dr4x l'allungamento massimo cercato. Risolvendo

abbiamo
\/7 \/ﬂ 2sin 2«
ovax =
— cos 2a

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Il pistone si abbassa se la forza esercitata inizialmente dal gas sul pistone ¢ minore del
SuO0 peso, ossia
PyS <myg

da cuil

Ty < eV

Domanda 2

Dalla conservazione dell’energia, abbiamo che

\% V.
(nev +C) Ty + mgg0 = (ney +C) Ty + mggf
ma RS
n
—T
Vi= g 1
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e quindi
ney +C T mgVp

I nep+C° S (nep+ C)

Domanda 3

L’entropia del sistema é quella del gas perfetto pitt quella del pistone. A meno di una
costante adittiva si ha quindi

S = (ncy +C)logT + nRlogV

e si puo calcolare direttamente la variazione:

T Vv
AS = (necy +C)log L 4 nRlog L
1o Vo

ney + C mgVy
= )l
(ney +C)log [ncP—l—C STy (nep + C)
ney +C (nRSTy nR
nep + C \ mgWy (nep + C)

+ nRlog [
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1.11. 8 febbraio 2012

Problema 1 (15 punti)
Una particella di massa m si muove in un piano sottoposta ad una forza
F = A(r)7

dove 7 ¢ il vettore posizione della particella, r il suo modulo e A(r) una funzione incognita.
Si sa che sono possibili orbite circolari di raggio qualsiasi, e che tutte corrispondono allo
stesso valore Ly del modulo del momento angolare.

1. Determinare A(r).

2. Determinare due costanti del moto e scriverle usando opportune coordinate (si
consigliano coordinate polari).

3. Discutere le caratteristiche delle possibili traiettorie della particella. Se, in partico-
lare, esistono delle traiettorie che portano la particella a cadere sul centro, dire se
tale caduta avviene in un tempo finito.

Problema 2 (15 punti)

n2, Cy2

ny, Cy1

Il recipiente in figura di sezione S ¢ diviso in due parti da due setti scorrevoli di massa
m. I due volumi sono occupati da una mole di un gas perfetto monoatomico. Il setto
superiore ¢ impermeabile al calore, ed il sistema si trova inizialmente all’equilibrio (la
pressione esterna ¢ trascurabile) con entrambi i gas ad una temperatura Tj.

1. Determinare pressioni e volumi dei due gas nello stato iniziale.

2. Anche il setto intermedio ¢ impermeabile al calore, e si agisce su quello superiore
fino a raddoppiare la pressione del gas nello scomparto superiore. Calcolare le nuove
temperature dei due gas e dire di quanto & variata I’entropia del sistema.

3. Si permette adesso il passaggio di calore attraverso il setto intermedio, mantenendo
bloccato quello superiore. Determinare la temperatura finale, e dire se & maggiore
o minore di Ty. C’¢ stata variazione di entropia?

@ 56 versione del 22 marzo 2018



1.11. 8 FEBBRAIO 2012

Soluzione primo problema
Domanda 1

In un’orbita circolare

2
v
m— = A
m . (r)r
e d’altra parte
Lo = mor
Sostituendo otteniamo )
Lg
—— = A(r)r
mr3 (r)
e quindi
L2
A(r — 0
(r) mrs

Domanda 2

L’energia e il momento angolare si conservano:

L = mr’f
L oo, 1 9 L(Q)
E = 5mr +§mr 0° — 2

L’energia potenziale € stata determinata integrando la relazione

_Lg _ U
mr3  Or
da cui )
L
Ulr) = ——2
(r) 2mr?
Domanda 3
Il potenziale efficace vale
L? — L}
Uesr = 2mr?

e dal suo studio vediamo che per L? > L% tutte le orbite sono illimitate. Per L? < L% le
orbite che corrispondono ad un’energia negativa terminano sono limitate e terminano nel
centro. Se invece F > 0 l'orbita pud condurre la particella nel centro o farla sfuggire a
r — 0o a seconda del segno della velocita radiale iniziale. Il caso L? = L2 & particolare.
Il moto radiale ¢é del tipo

r(t) = ro + vot

che corrisponde a una caduta nel centro per vy < 0, ad un’orbita illimitata per vg > 0 e
a un’orbita circolare per vy = 0.
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Il tempo necessario per la caduta nel centro si puo determinare a partire dall’energia,
scritta come

1 L2132
E = -mi? + 0

2 2mr?

dr 2 LZ - L2
B Al (< B e
dt \/m< LT )

Possiamo integrare questa equazione differenziale ed ottenere il tempo di caduta da una
distanza iniziale rg

e quindi

2mr?

o dr
.
0 2 L3—12
%m(E+

L’integrale si calcola esplicitamente, ma ¢é sufficiente notare che ¢ finito, ricordando che
siamo interessati al caso L3 > L2
Soluzione secondo problema
Domanda 1

Imponendo I’equilibrio meccanico abbiamo

2m
no= g
m
Po= 5
e dalla legge dei gas perfetti otteniamo
RTy RIS
VI = _—
P 2mg
RTy RIS
V‘Q pu— —
Py myg

Domanda 2

La trasformazione dei due gas é adiabatica, quindi I’entropia non cambia. Per quanto
riguarda le temperature abbiamo (¢, = 3/2R, ¢, = 5/2R, v = ¢,/cy = 5/3)

1y 1y
T\P," = TyPy

1y 1y
TyP,” = TyPy
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Sappiamo che P, = 2mg/S e P, = 3mg/S, quindi

2\ 7
n o= n(3)

1\
n = (3)

Domanda 3

L’energia del sistema

V1+V2>

v
E:cU(T1+T2)+mg§+mg< 5

si conserva perché durante I’evoluzione del sistema non ci sono forze esterne che fanno
lavoro sul sistema. Inoltre il volume totale Vi, = Vi + V5 non cambia. Abbiamo quindi

1—v 1—v 1—v

v 2\ 7 N\ R, [(2\ 7
ZCvaﬂ—mg%:cho (3) +e,Tp <2> +5To <3> — kRT,

dove per brevita abbiamo posto
Y Y

= e(5) T ra(z) vy

1 1=

11 /2 ~ +3 1\
6 \ 3 2\ 2

Dall’equilibrio meccanico tra i due scomparti otteniamo

= R

RTy RTY 4 mg
Vip - (Veot = Viy) S
da cui
mg
(Viot — 2Vig) Ty = ﬁvlf (Viot — Viy)

Sostituendo il volume ricavato dalla prima equazione otteniamo un’equazione di secondo
grado in T’

28 45 S S
R (‘/tot — migkRT() + Tngchf> Tf = (kRT() - 2chf) <‘/;f0t — @kRT@ + 27’ngchf>

Ricordando che
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possiamo riscrivere quest’ultima come
30R*T} — 4(3 — 4k)R*TyTy + k(2k — 3)R*T§ = 0

la cui unica soluzione accettabile (perché maggiore di Tp) ¢

1
Ty = (V42 = 6k + 36+ 8k — 6) Ty =~ 1.34T;
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1.12. 1 giugno 2012

Problema 1 (15 punti)

d

L

RN

Una sbarra omogenea di lunghezza L e massa m ¢ inizialmente appoggiata orizzontal-
mente su un semi-cilindro di raggio R e massa M, come in figura. La distanza del punto
iniziale di appoggio dal bordo della sbarra € d. La sbarra si muove senza strisciare sul
semi-cilindro. Si assuma che la sbarra non si stacchi mai dal cilindro.

1. Nell’ipotesi che il semi-cilindro sia mantenuto fermo, trovare per quale angolo di
inclinazione rispetto all’orizzontale diverso da +7/2 la sbarra ¢ in una posizione di
equilibrio.

2. Calcolare la frequenza della piccole oscillazioni della sbarra attorno alla posizione
trovata al punto precedente, limitandosi al caso d = L/2.

3. Supponendo adesso che d = L/2 = mR/2, se la sbarra si trova nella posizione di
equilibrio con una data velocita angolare w, per quale valore minimo di quest’ultima
un suo estremo arriva a toccare terra?
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Problema 2 (15 punti)

50

/ T, AN

Un recipiente impermeabile al calore contiene una mole di un gas perfetto monoatomico,
e un corpo di capacita termica C' costante. Il recipiente é chiuso da un pistone scorrevole,
pure impermeabile al calore. Si puo trascurare la variazione di volume del corpo.

1. Mostrare che in una compressione reversibile del sistema la pressione e il volume
occupato dal gas sono legati dalla relazione PV* = costante, e determinare la
costante k.

2. Mantenendo PV®? = costante si misura la capacitd termica C* del sistema.
Determinare C*.

3. Supponendo adesso di avere a disposizione un bagno termico a temperatura Ty, che
la temperatura iniziale del gas sia 77 > Tj e che la pressione sia mantenuta costante
a Py determinare il massimo lavoro che ¢ possibile ottenere dal sistema.

Soluzione primo problema
Domanda 1

Per avere equilibrio é necessario che i momenti delle forze esterne che agiscono sulla sbarra
rispetto ad un polo si annullino. Abbiamo due forze esterne, la forza di gravita applicata
al centro di massa e la reazione vincolare del semi-cilindro applicata al punto di contatto.
Scegliendo il polo nel punto di contatto vediamo che 'unica forza che puo avere momento
& quella di gravita. Tale momento sard nullo quando il centro di massa si trovera sulla
verticale del punto di contatto. Cio acccade quando la sbarra (di spessore trascurabile) ¢
verticale oppure quando il centro di massa coincide col punto di contatto.
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Figura 1.5.: Costruzioni geometriche utili per la soluzione dell’esercizio. La sbarra in
grigio ¢ quella nella posizione iniziale, quella nera alla posizione di equilibrio
e quella rossa é in una posizione corrispondente ad un generico angolo 6.

Ci interessa solo quest’ultimo caso (gli altri corrispondono a § = +x/2). Allora la sbarra
dovra aver ruotato di un angolo corrispondente ad un arco lungo quanto la separazione
iniziale tra il centro di massa e il punto di appoggio, cioé (vedere Figura [1.5))

L
RO* = BoqC Mgy = BoC My = 3~ d (1.12.1)
da cui
L —2d
= 1.12.2
o 5R ( )

Si puod arrivare ad una identica conclusione minimizzando 'energia potenziale

U = mgycm
Dalla Figura vediamo che deve essere

yom = PpCo+ QpCMy
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ma
PyCy = Rcosf
e
QyCMy = CyCMysinb
I I L
CoCMy = ByCyp— ByCMy= RO — BoCMy= RO — By +d
da cui

L
yom = Rcosf + (2 —d+R9> sin 6

Cerchiamo il mimimo:

1 dU

L
—— = —Rsinf+ = —d+ RO |cosf+ Rsind
mg do 2

= (s—d—i-RQ) cos

che si annulla per § = £7/2, corrispondenti ad una posizione verticale, e per

2d — L
2R

0=0"=

che corrisponde al caso in cui il centro di massa é a contatto con il semi-cilindro. Derivando
ancora abbiamo

1 d*U L :
%W:RCOSQ— <2—d+R9> sm@
che per 6 = 6* vale
1 d?U .
%W = Rcos@ >0

Quindi @ = 0* corrisponde ad una posizione di equilibrio stabile.

Domanda 2

Scriviamo 'energia cinetica della sbarra. Potremmo usare subito il fatto che per piccole
oscillazioni il moto puod essere descritto come una pura rotazione attorno al centro di
massa appoggiato al semi-cilindro. Abbiamo allora

1. .
K= _I6°
2

e nell’approssimazione voluta dato che 2 ¢ gia del secondo ordine possiamo usare I =
Icar = ML?/12. Per quanto riguarda I’energia potenziale possiamo usare I’espressione
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calcolata precedentemente nel caso particolare d = L/2 ottenendo infine

1ML?,
E = 5 1o 62 + MgR (cos 0 + 0 sin )
1ML

2 12

12

|
62 + 5MgRe2

La seconda espressione vale per piccole oscillazioni (a meno di una costante) e corrisponde
ad un oscillatore armonico di frequenza

1 [1gR
Cor L2

! (1.12.3)

Verifichiamo procedendo in altro modo il risultato. Per generalita considereremo un
valore generico di d. Possiamo scrivere la coordinata x del centro di massa

xcm:—Rsin9+<§—d+R0>c059
e quindi
Tem = —9<§—d—|—R9>sin9
Yem = 9<§—d+R9)COSG

Scriviamo ’energia cinetica come energia del centro di massa pitt energia di rotazione
attorno ad esso,

1 (L 2,11

Per 0 = 6* 4 ¢ questo diventa tenendo solo i termini del secondo ordine in €, ¢ (0 = ¢)

1 (L 2 11 1
K~K=-m|=—d+ R#* 2 4~ mL2é ~ —mL2e?
2m<2 + R —i—Re) é +212m 12m é

ed effettivamente possiamo considerare il centro di massa un punto fisso. Per quanto
riguarda l’energia potenziale possiamo scrivere

1 L

—U = Rcos(0" +e¢€)+ (—d+R9*+R6> sin (0" + ¢)

mg 2
= Rcos (0" +¢€) + Resin (60" + ¢)

1
~ Rcos0* — Resin§* — §R62 cos 0* + Resin 0 + Re? cos 0

1
= Rcosf* + §R62 cos 0*
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Quindi

11 1
E~ iﬁmLQéQ + 5ng62 cos 60"
e la frequenza delle piccole oscillazioni vale

1 [12gR cos6*
2m L?

Per d = L/2 (e quindi 8* = 0) questo si riduce al risultato precedente.

Domanda 3

Usando la conservazione dell’energia abbiamo inizialmente

1
mL*w? + mgR

E=-—
212

Quando un estremo della sbarra tocca terra questa si trova in posizione verticale, quindi
s
EF=mg—R
93
di conseguenza dovremo avere
24gR [T V/24g T
> f—1): A—f(f—g
\/ L2 (2 m2R \2

Soluzione secondo problema

Domanda 1

Dato che non si ha scambio di calore con ’esterno avremo
dQ = (cy +C)dT + PdV =0

e quindi
dr av
C)—+R—=0
(ev +C) 7 + R+

Integrando otteniamo

R
TV ¢+ev = costante

ossia
C+cp
PV ¢+ev = costante
e quindi
C+cp
k=
C+cy
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Domanda 2

Abbiamo adesso v
dQ = (cv+C)dT+RT7 =0

Dato che PV5/3 ¢ costante deve anche essere
TV?2/3 = costante

ossia

2
V234T +- gTV_l/?)dV =0

Da questo segue che
dv 3dT

vV 2T

e quindi

dQ = <cv+C—2R)dT—CdT

Di conseguenza C* = C. Allo stesso risultato si poteva arrivare direttamente osservando
che v = 5/3 per un gas monoatomico. Di conseguenza la trasformazione del gas ¢
adiabatica, e tutto il calore viene scambiato con il corpo.

Domanda 3

Detto d@; il calore estratto dal sistema e dQ9 quello estratto dal bagno termico avremo
d@1 = - (Cp + C) dT;

Inoltre
dW =dQq + dQo = — (Cp —|—C) dTh + dQo

Per rendere massimo il lavoro dobbiamo operare in maniera reversibile, quindi

dQ1  dQs
ds = 2149
Ty To

dln  dQz

= (¢p+0C) T, 0

ed inserendo nella espressione per dW abbiamo

dT
dW:—(cp+C)dT1+T0(cp+C)?1
1

Integrando abbiamo infine
11
W = (Cp—‘rC) (Tl —T()) —Tolog?
0

@ 67 versione del 22 marzo 2018



1.13. 10 SETTEMBRE 2012

1.13. 10 settembre 2012

Problema 1 (15 punti)

my, Iy

@

@/

Un cilindro di massa m; e raggio R; rotola senza strisciare su un piano orizzontale.
Attorno ad esso € avvolto un filo inestensibile di massa nulla, che é collegato all’estremo
opposto ad un blocco di massa mg, posto su un piano inclinato privo di attrito. Il filo &
avvolto attorno a una scanalatura di profondita trascurabile, in modo da non interferire
col moto di rotolamento del cilindro di raggio R1, e appoggia su una carrucola di massa my
e raggio Ry, come in figura, sulla quale non puo strisciare. La carrucola ¢ libera di ruotare
attorno al suo asse. L’angolo tra il piano inclinato e l'orizzontale vale «. Inizialmente il
sistema € in quiete.

1. Calcolare il rapporto tra le velocita angolari del cilindro e della carrucola.

2. Calcolare la velocita angolare della carrucola dopo che la massa m; si é spostata di
un tratto £.

3. Calcolare il tempo richiesto per 'avanzamento precedente.

Problema 2 (15 punti)

Py

—

Un cilindro di sezione S con pareti impermeabili al calore ¢ diviso in due parti da un
setto che puo essere attraversato dal gas. Ciascuna delle due parti é chiusa da un pistone
scorrevole, pure impermeabile al calore. Il pistone a destra ¢é collegato al setto da una
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molla di costante elastica k e lunghezza a riposo nulla, mentre su quello a sinistra agisce
una pressione esterna Py costante.

Inizialmente n moli di un gas perfetto monoatomico si trovano a sinistra all’equilibrio
ad una temperatura T, la molla é completamente a riposo, e mediante una opportuna
membrana si impedisce al gas di attraversare il setto. Si rimuove quindi la membrana, ed
il gas passa gradualmente dalla sezione a pressione maggiore a quella a pressione minore.

1. Supponendo che tutto il gas passi a destra, calcolare la temperatura finale di
equilbrio.

2. Sotto quale condizione il gas passa effettivamente tutto a destra?

3. Calcolare la variazione di entropia del gas.

Soluzione primo problema
Domanda 1

Detta wy la velocita angolare del cilindro appoggiato, dalla condizione di rotolamento di
quest’ultimo sul piano segue che la velocita del filo

vy = 2wl
ma dato che il filo non striscia sulla carrucola sara anche
vy = —waly

dove wo ¢é la velocita angolare di quest’ultima. Quindi

wi_ R
w2 - 2R1
Domanda 2
L’energia del sistema vale
1/3 1/1 1
E = 3 <2m1R%> wi + 3 <2m2R§> w3 + §m3vj2c — m3gx sin o

dove z ¢ la lunghezza del filo che si trova oltre la carrucola, e vy = . Usando le relazioni
precedenti possiamo riscrivere tutto questo nella forma

1/3 1
E=- <8m1 + gma + m3> Rjw; — magsina

Eguagliando 'energia iniziale a quella finale troviamo

1/3 1
0= 5 (Sml + 32 + m3> R%w% — mgg2fsin a
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dove si é tenuto conto del fatto che quando il cilindro ¢ avanzato di ¢ la lunghezza del
filo srotolato & 2¢, dato che il la velocita del centro di massa del cilindro &

1
Vg = —w1R1 = ivf

4mg sin v gl
Wy = -y
%m1 + %mg + mg R%

Quindi

Domanda 3
Il moto del centro di massa del cilindro ¢ uniformemente accelerato. Si pua arrivare

rapidamente a questo risultato scrivendo

=—(=-mi+-mo+ - S
5 | gmatgmatms | i” —mggrsina

e derivando otteniamo

. 3 1 .
E = §m1+§m2—|—m3 T —magrsina =0

da cui 'equazione del moto
msg sin

T=3 1
§m1+§m2+m3

L’accelerazione del centro di massa del cilindro é quindi

msg sin «

N | =

“=93 1
gM1 + gma +mg3

ed il tempo richiesto
20

T =14/
ai

Soluzione secondo problema

Domanda 1

Durante la trasformazione la variazione di energia del sistema ¢ uguale al lavoro fatto
dalla pressione esterna. Quindi

k
PoVo = nRTy = ney (T — Tp) + 562

D’altra parte nello stato finale

k¢
nRTy = PV = Vi = k(?
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e quindi
nRTy = ney (Ty — Tp) + %nRTf
da cui cp
Ty = ng > Th
Domanda 2
Se tutto il gas passa a destra, la sua pressione finale dovra essere minore di Py. Quindi

Pf<P0

D’altra parte

nRTy B nRTy B knRTf
Vi St S2Pf

knRT} knR cp
1/ = Ty < P,
S2 \/ S2 cp — IR™° <o

2

Py =

da cui

Domanda 3

Calcoliamo direttamente la differenza di entropia tra lo stato di equilibrio iniziale e finale:

Vs
Vo

cp TfP[)>
= ncylog| ——— | +nRlog | =——
v g(@—%R) g(Topf
cp Py
= ncplog| ——— | + nRlog <>
(CP%R> Py

cp 1 s 5% ¢, — 3R
= 1 _ -nR1 P
ncp log (cp— %R) + 2nR og( oy

T
AS = ncylog Y - log
To
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Problema 1 (15 punti)

M

Una sbarra di lunghezza ¢ e massa M ¢ libera di ruotare attorno al suo punto medio
in un piano verticale. Ad uno dei suoi estremi & collegata una massa 2m, ed inizialmente
la sbarra ¢ mantenuta in equilibrio in posizione orizzontale. Una seconda massa m viene
lasciata cadere sulla sbarra da una altezza h ad essa relativa, in modo da urtarla ad una
distanza d dal punto medio. Immediatamente prima dell’'urto la sbarra viene lasciata
libera: I'urto & istantaneo e la massa resta fissata alla sbarra.

1. Determinare la velocita angolare della barra immediamente dopo 'urto.

2. Per quale valore minimo di h la sbarra riesce ad arrivare in posizione verticale, con
la massa 2m al di sopra del punto medio della sbarra?

3. Calcolare la frequenza delle piccole oscillazioni del sistema risultante attorno alla
sua posizione di equilibrio stabile.

Problema 2 (15 punti)

Un recipiente impermeabile al calore contiene n moli di un gas perfetto monoatomico
e una massa m di ghiaccio. Inizialmente il sistema é in equilibrio ad una temperatura
To < Ty e ad una pressione Py. Abbiamo indicato con T la temperatura di fusione del
ghiaccio, che considereremo agli effetti di questo problema indipendente dalla pressione.
Assumeremo inoltre che il volume del ghiaccio sia costante, e indicheremo con A il suo
calore latente di fusione.

1. Calcolare la capacita termica C' del sistema

2. Supponendo di avere a disposizione un bagno termico di temperatura Tp appena
inferiore a Ty determinare il massimo lavoro che ¢ possibile estrarre dal sistema.

3. Stessa domanda se la temperatura del bagno termico ¢ appena superiore a T’
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Soluzione primo problema
Domanda 1

Nell'urto si conserva il momento angolare del sistema rispetto al punto di sospensione,
dato che la reazione vincolare in esso ¢ I'unica forza impulsiva. Quindi

—m/2¢ghd = [w

dove
I=2 £2+ L e ¢
=2m— + — m
4 12
¢ il momento di inerzia del sistema dopo 'urto rispetto al punto di sospensione. Quindi
md~/2gh
1

W= —

Domanda 2

Dopo 'urto vale la conservazione dell’energia, quindi nel caso limite

1 l
§Iw2 = 2mg§ — mgd
da cui 22 (2h)
2 _ Mg _m 29
Risolvendo per h otteniamo
1
h=——({—-d
md? ( )

Domanda 3

L’energia del sistema &
Lo o
E = §Iw — (M 4+ 3m) gdcar cos @

dove
m

=—(¢—-d

M +3m ( )
¢ la distanza del centro di massa dal punto di sospensione. Per piccole oscillazioni attorno
=0

dom

1., 1
E:5102+§(M+3m)g(50M6?2

e quindi

1 \/ (M + 3m) gécm

F=5; T
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Soluzione secondo problema
Domanda 1

Dato che il volume occupato dal gas rimane costante avremo
dQ = nceydT + medT
dove c ¢ il calore specifico del ghiaccio. Avremo quindi

C = ncy +mc

Domanda 2

Potremo estrarre lavoro utile fino a quando la temperatura del sistema non raggiunge 7.
Indicando con ) il calore ceduto a questo e (2 quello estratto dal bagno termico avremo

W=0Q2—Q1=Q2—C(Ty —Tp)

Per estrarre il massimo lavoro possibile dobbiamo operare in maniera reversibile. Quindi
I’entropia dell’universo non cambia

T
ASot = Clog (TZ)C) - % )

e abbiamo -
Q2 = CTylog =L
Ty

Sostituendo troviamo il lavoro:

T
W:CTflog?f—C’(Tf—To)
0

Domanda 3

Il lavoro € lo stesso: infatti non possiamo ricavare lavoro utile utilizzando due sorgenti
alla stessa temperatura. Per verificarlo osserviamo che operando fino a quando tutto il
ghiaccio si € sciolto avremo

W=0Q2—Q1=Q2s—m

Am Qo
ASjp = o - 22
Ty Ty

Quindi Q2 = Am e W = 0.
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Problema 1 (15 punti)

Due molle di lunghezza a riposo £y e costante elastica k sono disposte orizzontalmente,
allineate e compresse fino ad avere una lunghezza complessiva 2L. Il punto di contatto é
vincolato a muoversi nella direzione verticale. L’estremita delle molle & libera di ruotare.

1. Trovare le posizioni di equilibrio del sistema.

2. Al punto centrale si appende una massa m. Nell’ipotesi di una grande compressione
(4o > L) trovare il punto di equilibrio stabile.

3. Calcolare il periodo delle piccole oscillazioni del sistema attorno ad un punto di
equilibrio stabile determinato.

Problema 2 (15 punti)

Si consideri 0.05 moli di un gas perfetto biatomico in un cilindro verticale di raggio
R = 0.005m chiuso con un pistone di spessore d = 0.01lm che si trova a un’altezza
h = 0.1m dalla base. Siamo in presenza di gravita e in assenza di pressione atmosferica.
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La temperatura ambiente & di 20°C. Assumere (poco realisticamente) che la conducibilita
termica del gas sia infinita. Per le prime due domande considerare infinita anche la
conducibilita termica del pistone.

1. Si calcoli la massa M del pistone.

2. Si considerino piccoli spostamenti dalla posizione di equilibrio. Si calcoli la costante
elastica risultante e il periodo delle piccole oscillazioni.

3. Sisupponga adesso che il pistone abbia una conducibilita termica x = 350Wm 1K1,
e che si possa trascurare qualsiasi forma di dissipazione all’interno del gas. Sul
pistone in posizione di equilibrio si posa una massa pari a 1% della massa del
pistone. Passato un opportuno intervallo di tempo, di quanto é variata 1’entropia
del gas e quella dell’'universo. Si dia una stima del tempo necessario per raggiungere
I’equilibrio.

Soluzione primo problema
Domanda 1

Nella posizione di equilibrio la componente verticale della forza della molla deve annullarsi.
Questo & possibile se la forza stessa ¢ nulla (cioé se la molla si trova alla sua lunghezza
di riposo) oppure quando le molle sono in posizione orizzontale.

Domanda 2

Detta y la posizione del punto vincolato a muoversi verticalmente ’energia potenziale del

sistema vale k: )
= 25 <\/L2 +y? — 60) + mgy

Nel regime £y > L le piccole oscillazioni avverranno con y > L. Quindi

(VT 1) = Dy +8 -2Vt

~ LAy 4+ 08— 20|yl /1+

~ L2492+ 02— 20y
quindi potremo approssimare l’energia come
U ~ ky? — 2kl y| + mgy
e la posizione di equilibrio corrispondera a

U' ~ 2kyeq £ 2kly +mg = 0
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cioé mg
=40y — —
Yeq 0 o

Derivando ancora una volta vediamo che entrambi i punti di equilibrio trovati sono stabili
U" =2k

Domanda 3

Scriviamo I'energia totale. Otteniamo

1
E = imgf + ky? — 2k¢, ly| + mgy

Ponendo
Y =1Yeq T €
abbiamo
1 .
E = 5m62 + kygq + 2kyeqe + ke® — 2kl [Yeq + €| + MGyeq + mge

Dato che i termini lineari in € si devono cancellare attorno al punto di equilibrio abbiamo

1
E ~ iméQ—i—kez

1 2k
F=9:\'m

e quindi

Soluzione secondo problema
Domanda 1
Dato che il pistone deve essere in equilibrio meccanico sara

nRT
Mg=PS=——85
9 %

e quindi
nRT  0.05 x 8.314 x 293

M =
hg 9.8 x 0.1

= 124.3kg

Domanda 2

Se durante le oscillazioni il gas si mantiene alla temperatura dell’ambiente abbiamo

PV =nRT
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quindi le forze che agiscono sul pistone sono

nRTS

F,= Mg+ PS=—Mg+ "2
v g+ g+Vo+5'5y

dove dy ¢ il piccolo spostamento. Sviluppando al primo ordine troviamo

T
F, = —Mg+PS = Mg+ "B (1~ 55,
Vo Vo

e dato che il termine costante si cancella all’equilibrio abbiamo

nRTS? nRT
Quindi la costante elastica vale
nRT
k= 7

e il periodo delle piccole oscillazioni

Mh2 124.3 x 0.01
T = 2my/ —9 ~0.6
"™\ wRT ”\/0.05 < 8314 x 293° >

La variazione di entropia del gas ¢

Domanda 3

T V
ASyqs = ney log ?f + nRlog Vf
i

i
ma dato che le temperature iniziali e finali sono le stesse possiamo anche scrivere

P
ASyus = nRlog — = nRlog

M 100
= nRIl —— ) = —41x103JK!
; n nR 0g< > x 107°J

quindi ’entropia del gas é diminuita. La quantita di calore che il gas ha ceduto all’ambiente
¢é determinata da
Py (Vi = Vi) =ney (T — T;) + Qced

e quindi
chd = Pf (Vz - Vf)
Quindi ’aumento di entropia dell’ambiente sara

Py (Vi = Vy)

AScwnbiente = T
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e quella dell’universo

P (Vi Vy) P
AS = #—FanogFf
P P
= nR Kpf — 1) —log Pf] =21 x10°JK !

Per stimare il tempo necessario a raggiungere I’equilibrio si puo supporre che ad una
iniziale brusca compressione adiabatica irreversibile faccia seguito un lento processo di
conduzione che porta il sistema all’equilibrio termico. Dato che durante il processo di
conduzione

ncPTgas = —% (

la scala temporale per il ristabilimento dell’equilibrio sara

—1
o ( kS > _ 7an:O.5s
ncpd

Tgas — T)

Notare che questo tempo ¢ dell’ordine del periodo delle piccole oscillazioni viste prece-
dentemente, quindi il modello brusca compressione seguito da rilassamento ¢ rozza.
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Problema 1 (15 punti)

MR

Un cilindro di massa M e raggio R pud ruotare liberamente attorno al suo asse, fissato
orizzontalmente. Inizialmente la sua velocita angolare & wg. Ad un certo istante un punto
materiale inizialmente fermo di massa m rimane attaccato in un punto A posto sul bordo
del cilindro, nel punto pit elevato. Il sistema si trova in un campo gravitazionale costante
diretto verso il basso.

1. Calcolare I’energia del sistema e il suo momento angolare rispetto ad un polo posto
nel punto A prima del contatto.

2. Determinare la velocita angolare del cilindro quando la massa m arriva nel punto
piu in basso.

3. Determinare la reazione vincolare applicata dall’asse al cilindro dopo il contatto,
quando la massa m € nella posizione pitl alta e quando é in quella pit bassa.

Problema 2 (15 punti)

Un elastico puo essere descritto a livello macroscopico dalla sua energia interna U, dalla
lunghezza ¢, dalla temperatura T" e dalla tensione 7. Supporremo che sia possibile scrivere

I’energia nella forma
U=kKT

e che valga
T=~T (E — Z)

dove k, £ e v sono costanti positive opportunamente dimensionate. Nel seguito tutte le
trasformazioni considerate si intenderanno reversibili.

1. Rappresentare nel piano 7 — ¢ un allungamento dell’elastico a temperatura T' = Tj
costante, da £ = #1 a £ = {5, con fo > {1 > £. Calcolare il lavoro fatto dall’elastico,
dire in particolare se € positivo o negativo.

2. Nella trasformazione precedente, quanto calore ¢ stato ceduto all’elastico?
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3. Considerare adesso un allungamento che avviene adiabaticamente, sempre da £ a £s.
Calcolare il rapporto tra temperatura finale e iniziale e la variazione dell’entropia.
L’elastico si scalda o si raffredda?

Soluzione primo problema
Domanda 1

L’energia prima del contatto & data da

1
E=- 2
9 CMWg

dove I = M R?/2 ¢ il momento di inerzia del cilindro rispetto al suo asse. Per quanto
riguarda il momento angolare rispetto al polo A abbiamo

L = Icpwo
dato che il centro di massa ¢ fermo.

Domanda 2

Al momento del contatto si conserva il momento angolare del sistema rispetto ad un polo
posto sull’asse del cilindro. Quindi

ICMCL)O = ICMLU + mRQw
da cui troviamo la velocita angolare del sistema immediatamente dopo

Icm

W = ————————w
" Icy +mR? 0

Da questo momento in poi si conserva l’energia, per cui

(ICM + mR2) wj% —mgR

1
(Iem + mRQ) w? 4+ mgR = 3

NN

e quindi

\/ 2, dmgR
wWr = W= _—
f v ICM +mR2

Domanda 3

L’equazione del moto per il centro di massa del sistema nella direzione radiale da all’istante
considerato

01+ m) it (R ) =Ny = s Mg

@ 81 versione del 22 marzo 2018



1.16. 18 GENNAIO 2013

che permette di determinare la componente verticale della reazione vincolare,
Ny =mRw; + (m+ M)g
Dalla seconda equazione cardinale abbiamo invece
(Iem +mR?) oy =0

e quindi wy = 0. L’equazione per il centro di massa nella direzione tangenziale da adesso

. m
(M +m)wy <Rm+M> =N,

da cui N, = 0.

Soluzione secondo problema

Domanda 1

La trasformazione é descritta da
=Ty (£~ 7)
ed é quindi la retta in figura. Il lavoro fatto dall’elastico sara

1%
L = —/ Tdl
141

lo—4
= —")/T() / €’d€’
1—L

_ %7T0 (-7 = (-] <0

ed é 'area cambiata di segno sotto la retta.
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Domanda 2

Dal primo principio della termodinamica
dQ = dU + dL = kldT — rd¢

Dato che la temperatura ¢ costante, dQ) = —7df e quindi Q = L.

Domanda 3

Dal primo principio scritto precedentemente troviamo il differenziale dell’entropia, dato
che la trasformazione ¢ adiabatica e reversibile. Otteniamo

_dQ T

dS = =7 =kl =~ (0 =1)dl =0

che ci dice subito che I’entropia del sistema non varia. L’espressione pud essere integrata
direttamente, ottenendo

- T
kf]og% =
1

o2

(=D = (- 1))

da cui
Ts ol — 2 — 2
T, = exp{ka [(62 —E) — (52 —6) }} >1

e quindi T» > T7.
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Problema 1 (15 punti)

Un’astronave di massa m si trova in un’orbita ellittica attorno al sole. La velocita dell’a-
stronave al perielio é quattro volte piu grande di quella all’afelio, ed il periodo dell’orbita
eT =4x10s.

1. Calcolare la massima e la minima distanza tra 1’astronave e il sole.

2. Ad un certo istante 'equipaggio dell’astronave decide di cambiare orbita. Per farlo
accende il sistema di propulsione a reazione per un tempo molto breve rispetto al
periodo orbitale, espellendo una massa m/2 di gas con una velocita (relativa all’a-
stronave) di modulo Vj nella direzione opposta al moto. In quale punto dell’orbita
si deve espellere la massa per ottenere il massimo aumento dell’energia cinetica del
carico utile dell’astronave (che non comprende il gas)?

3. Se la massa viene espulsa al perielio, scegliere Vj in modo da immettere 1’astronave
su un’orbita parabolica.

Problema 2 (15 punti)

Un cilindro di sezione S é separato in due parti da un setto scorrevole di massa e
spessore trascurabile. Il cilindro non permette il passaggio di calore, mentre il setto si.
Nello scomparto inferiore sono presenti n moli di gas perfetto monoatomico. Sopra il
setto si trova invece del liquido di densita p. Inizialmente il setto si trova ad una altezza
h dal fondo del cilindro, I'altezza della colonna di liquido ¢ a e al di sopra di esso si trova
un volume vuoto di altezza b.

1. Calcolare la temperatura iniziale del sistema.

2. 1l setto si rompe. Calcolare la temperatura di equilibrio del sistema, supponendo
che la capacita termica del liquido sia costante e valga C.
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3. Calcolare la variazione di entropia del sistema, dicendo in particolare se & positiva,
negativa o nulla.
Soluzione primo problema
Domanda 1

Il momento angolare

L = mwr?

si conserva. Quindi deve valere
MULTE = Mu_r_

dove abbiamo indicato con r4, r_ le distanze dal sole all’afelio e al perielio, e con vy, v_
le relative velocita. Dato che v_ = 4v, abbiamo

Ty =4r_
Dalla terza legge di Keplero sappiamo che

a®  GM
T2 472

dove a = (r4 + r_)/2 ¢ il semiasse maggiore. Quindi

oGMT2\ 3
o (290

T2

Risolvendo abbiamo

L L(eMT\"?
-5 2

4 (2GMT\ P
™ T 5 2

Domanda 2

Nel moto a reazione 'aumento della velocita é dato da

’Uf—Ui:V()lOgﬁ
m

da cui, posto m; =m e my =m/2,

vy =v; + Vylog2
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La relativa variazione dell’energia cinetica del carico utile sara
AE, = % (v + Vo log 2)* — %U?

% (log 2)? V& + %’Uﬂfo log 2
Di conseguenza conviene espellere la massa quando v; ¢ massimo, ossia al perielio.
Domanda 3

All’afelio e al perielio prima dell’espulsione della massa valgono le relazioni

L? GM
E = L

2mri T4
5o > GMm

2mr2 r_

Sottraendo membro a membro troviamo
I? /1 1 1 1
(L) =eum(L- 1)
2m ry re T4 r_

1 1\ !
L? = 2GMm? < + >

ossia

T4+ r—

Subito dopo 'espulsione deve essere

L? 1GMm

E =
mr? 2 r_

=0 (1.17.1)
Il momento angolare dell’astronave dopo la fase di propulsione sara
1
L' = % (vi + Volog2)r_ = §L + %%T_ log 2

Sostituendo nella ((1.17.1)) otteniamo

1 [2GM 4
p— 1 - —_
Vo log 2 r_ < 5>
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Soluzione secondo problema
Domanda 1

La pressione del gas é pga, e il suo volume & Sh. Di conseguenza la temperatura del gas

e dell’intero sistema deve essere
_ pgSah

T
0 nR

Domanda 2

L’energia interna del sistema gas+liquido non deve cambiare, quindi
a a
(ney +C)To + Mg (h+ 5) = (ch+C)Tf+Mg§
dove M = pSa ¢é la massa del liquido. Di conseguenza

Mgh Sah (1 1
Ty =Tp+ — —pga<+ >

ney +C n R ¢y +¢

n

Domanda 3

Abbiamo 0 T oV
da cuil

T V
AS = (ney +C) long + anogi
0 0

Esplicitamente otteniamo

R b

nep + C b
(ncy + C) og(ncv+c>+nRog< +h>>0
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Problema 1 (15 punti)

Q)

Un cilindro di raggio R e massa m € in contatto con un altro cilindro, di raggio R,
che rimane fisso. Il contatto & assicurato mediante una molla di lunghezza a riposo nulla e
costante elastica k collegata ai due cilindri come in figura. Inizialmente il cilindro mobile
si trova alla sommita di quello fisso, e viene spostato leggermente in modo da farlo cadere.

1. Se il cilindro piccolo ¢ libero di strisciare su quello grande (assenza di attrito) trovare
il valore minimo di k;;, che permette di evitare il distacco in un giro completo.

2. Se il cilindro ¢ vincolato a ruotare senza strisciare su quello grande il valore di ky;y,
& maggiore o minore di quello determinato al punto precedente? Non & necessario
il calcolo esplicito, ma occorre giustificare la risposta.

3. Sempre in condizioni di rotolamento puro e con k > ki), determinare la velocita
del centro di massa del cilindro piccolo nel punto pitt basso della sua traiettoria.

Problema 2 (15 punti)

P

P,=2r C

Py

Vi V=31 v

Una mole di un gas perfetto monoatomico ¢ sottoposta alla trasformazione ciclica
reversibile rappresentata in figura nel piano P — V. Si sa che Py = 2P; e Vo = 3V; /2.
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1. Calcolare il calore specifico del gas nel tratto C' — A ed esprimerlo in funzione del
solo volume.

2. Sotto quale condizione (se esiste) il gas assorbe calore su tutta la trasformazione
C - A?

3. Calcolare il rendimento del ciclo.

Soluzione primo problema
Prima domanda

Dalla conservazione dell’energia abbiamo nel punto piti basso

1
mg (R1 + Rg) = —mg (R1 + R2) + gmv2

quindi il centro di massa ha una accelerazione centripeta

,02

I — |
Ri+ Ry Y

Dall’equazione del moto nella direzione radiale troviamo
—4mg =N +mg — k (R; + Rs)
dove N ¢ la reazione vincolare. Dato che deve essere N > 0 otteniamo
—5mg+k(R1 + Rg) >0

e quindi
amg

koo =<2
min (R1+R2)

Seconda domanda

Se il cilindro ruota senza strisciare la differenza di energia potenziale deve trasformarsi in
parte in energia cinetica di rotazione. Quindi il centro di massa arrivera nella posizione piu
in basso con una velocita minore, 'accelerazione centripeta sara ridotta e sara sufficiente
una costante elastica minore di quella valuata alla domanda precedente.

Terza domanda

Scriviamo ’energia. Abbiamo
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Dalla condizione di rotolamento puro segue che il punto di contatto € in quiete. Quindi

Vem = —Riw
e quindi
(o)
E = —|\m+ — v, +mgy
2 R}) "

3 2
= vacm + mgy

Dalla conservazione dell’energia otteniamo
3 9
2mg (R1 + Ra) = 1Wem

e quindi

8
Vem = gg (Rl + R2)

Soluzione secondo problema
Prima domanda

Dalla prima legge della termodinamica abbiamo

av

dQ@ = P— ) dT
o (o +r%)

e quindi
dVv
— pir
c=cy + a7

La trasformazione C' — A ¢ descritta dalla legge

V-3vi  P-P
Vi—-3vi 2P —P

Vv
P=2P |2— —
1( V1>

ed usando I’equazione di stato abbiamo

ossia

da cui
dV R Vi

dT ~— 4P, Vi -V

OO 90
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Sostituendo otteniamo

Seconda domanda

Possiamo calcolare il calore scambiato su tutta la trasformazione. Dal primo principio

Qca = AUca+ Lca
1 1
= Cy (TA — Tc) + §3P1§V1

3 3
=3 (RT4 — RTc) + ZPIVI

3 /3 3

= —|(=PAViI —2PV] -PiVi=0

5 (2 1V1 1 1) + TR

Possiamo concludere che il gas non puod assorbire calore su tutta la trasformazione.
Piu in dettaglio, dato che per V' > V;

&V R Vi

o 0
T AP V-V

per tutto il tratto C'— A la temperatura diminuisce. Di conseguenza il calore sara assorbito
quando ¢ < 0, ossia per

2, (V=Vi)—R(2Vi — V)

= 0
‘ 2(V —11) -
Questo significa
2R+ 2cy 5
V<Vi— = -V,
S0 TR Al
Terza domanda
Il lavoro ¢ dato da .
E == ipl‘/l

Il calore assorbito invece

Qo = AUpc+ AUcx + Lex
1
= AUpx + 5 (2P + Px) (Vx — V1)

3

1
5 (RTx — RTg) + 5 (2P + Px) (Vx — Vi)
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dove Vx = %Vl e corrispondentemente

Px = P:2P1<2VX):3P1

Vi 2
1 115
Tx = —=PxVx=—=——DPVWV
X R XVX RS 1Vi
Sostituendo abbiamo .
a — —-P
Q 1 Vi
e quindi
_ £ 1
T Q.
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Problema 1 (15 punti)

U()I .

Un’asta di lunghezza ¢ e massa m pud ruotare senza attrito attorno ad un punto P
posto ad una distanza d < £/2 da un estremo, rimanendo in un piano orizzontale.

1. Una particella di massa m’ e velocita vy diretta come in figura urta la sbarra
nell’estremo piu lontano da P e rimane unita ad essa. Determinare la velocita
angolare della sbarra dopo 'urto.

2. Si consideri adesso il caso d = £/2. La sbarra viene messa in movimento con velocita
angolare wyp, e ad un certo istante uno dei suoi estremi urta elasticamente un punto
materiale di massa m’ in quiete. Determinare m’ in modo tale che dopo l'urto la
sbarra sia ferma.

3. Sempre nel caso d = £/2, e per il valore di m’ precedentemente determinato, calcolare
il modulo dell’impulso applicato dal vincolo alla sbarra durante 1'urto.
Problema 2 (15 punti)

Due corpi hanno la stessa capacita termica C' dipendente linearmente dalla temperatura,
C = UT'. Si trovano inizialmente alla stessa temperatura 7Ty, in presenza di un bagno
termico di temperatura T'g. Si possono compiere trasformazioni termodinamiche arbitrarie
sul sistema.

1. Calcolare il massimo aumento possibile per ’entropia totale.

2. Determinare la massima temperatura alla quale é possibile portare uno dei due
corpi, scelto arbitrariamente.

3. Se si pongono inizialmente e permanentemente i due corpi in contatto termico tra
di loro, quanto vale il massimo lavoro che ¢ possibile estrarre dal sistema?

Soluzione primo problema
Prima domanda

Si conserva il momento angolare rispetto a P. Possiamo allora scrivere

m'vo (€ —d) = |Ip +m/ (B—d)Q] w
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dove

1, l 2

¢ il momento di inerzia della sbarra rispetto a P. In conclusione

m'vy (£ — d)
Lmepm (L —d)? +m (0 —d)?

Seconda domanda

Durante I'urto si conserva il momento angolare del sistema e la sua energia. Abbiamo

quindi
5 <12m£ > Wy = 7'1)
1 2 o /6
Emﬁ wWwp = M 5’1}

Dove abbiamo indicato con v la velocita del punto materiale dopo l'urto. Ricavando
quest’ultima dalla seconda relazione

v = %E&UO

e sostituendo nella prima abbiamo

Terza domanda

La quantita di moto della sbarra ¢ nulla prima e dopo 'urto, quindi durante I'urto I'impulso
totale applicato ad essa ¢ nullo. Questo é dato dalla somma dell’impulso applicato dal
vincolo e di quello applicato dal punto materiale, che saranno quindi uguali in modulo
e direzione ma opposti in verso. Per il terzo principio 'impulso che il punto materiale
applica alla sbarra é uguale e opposto a quello che la sbarra applica al punto materiale.

In conclusione I'impulso J cercato sara uguale a quello applicato dalla sbarra al punto
materiale. Conoscendo la variazione della quantita di moto di quest’ultimo possiamo

scrivere ) ) .
ol — [ £ m ——
J=mv= <3m> (6m’€w0> 6m£w0
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Soluzione secondo problema
Prima domanda

La massima produzione di entropia si otterra ponendo i due corpi in contatto con il bagno
termico. Le temperature finali saranno 177 = T = Tz, e 'entropia prodotta

Ts prar Ts prar
AS — QB+/ +/ Kral
Tg Jp, T n T

Qs

= 2b (T — T;
TB+ (Ts 0)

dove abbiamo indicato con @ p il calore ceduto al bagno termico. D’altra parte

QR+ Q1+Q2=0

dove Q1 e Q2 sono i calori ceduti ai due corpi, quindi
T
Qs = —2/ bTdT = b (T5 — T3)
To
e quindi

b
75

T, 2
- (=22 1
B(TB )

In questo caso si deve procedere reversibilmente, quindi AS = 0. Nello stato finale uno
dei due corpi avra la stessa temperatura del bagno termico, ’alto la temperatura massima

cercata. Quindi
Ty yTdT Ts yrdrT
AS = Qs + / N / —— =0

AS = Tg — T3) +2b (T — Tp)

Seconda domanda

Tp , T T T
da cui 0
7B+b(Tf—|—TB—2TD) =0
Tp
e
Ts Tg
QRp = / k:TdT/ kTdT
To To
b 2 2 2
= 3 (215 — TF —Th)
e quindi

(275 — T7 — T3) + 2T (Ty + T — 21) =0
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Risolvendo troviamo la temperatura finale
Ty =1Tp + \/ino —Tg]

Terza domanda

I due corpi in contatto termico sono equivalenti ad un unico corpo di capacitd termica
2C. Allora avremo

Qp+Qi2+W =0

T
Q12 = 26/ TdT = b (T — 1)
To

Lavorando reversibilmente inoltre dovra essere

Tp
AS = QB+2b/ dT = @+2b(TB—TO)=o
Tp T Tp
e quindi
W = —Qp—Qi2=2bTg(Tp—Tp) —b(Th—T3)
= b(Tg —Ty)?
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Esercizio 1 (15 punti)

Un cilindro di raggio R e massa M si trova appoggiato su un piano inclinato rispetto
all’orizzontale di un angolo 6. Si & in presenza di attrito dinamico, caratterizzato da un
coefficiente up.

Inizialmente il cilindro ruota con velocita angolare wg > 0 e il suo centro di massa si
muove con velocita vy > 0 parallelamente al piano.

1. Si osserva che a t = ¢ il moto del cilindro é diventato di puro rotolamento. Per
quale valore minimo di pup questo é possibile?

2. Calcolare t;.

3. Calcolare I'energia dissipata.

Esercizio 2 (15 punti)

Nel recipiente in figura, impermeabile al calore, sono contenute n moli di un gas perfetto
monoatomico. La parete superiore (di superficie totale S) puo scorrere liberamente ed ha
una massa M. Tra essa e la parete inferiore ¢ fissata una molla di costante elastica k e
lunghezza a riposo {y. La pressione esterna al recipiente é trascurabile.

1. Inizialmente il sistema € all’equilibrio e la molla ha una lunghezza ¢ > ¢y. Calcolare
la pressione e la temperatura del gas.

2. Si fornisce lentamente del calore al sistema misurando la variazione di temperatura.
Dire per quale valore di ¢y la capacita termica del sistema & costante, e calcolarla.

3. Quando il sistema si trova nello stato di equilibrio iniziale la molla si spezza.
Calcolare la variazione di entropia del sistema, limitandosi al caso g = 0.
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Soluzione primo problema
Prima domanda
Le equazioni del moto sono
Ienw = FuR

Mo = Fp+ Mgsind
0 = N—Mgcosb

Dato che nelle condizioni indicate il punto di contatto si muove in direzione positiva la
forza di attrito vale F)4 = —upN = —upMgcosf. Quindi

Iemw = —upMgRcosf
Mo = —upMgcos+ Mgsind

dove I, = 1M R? ¢ il momento di inerzia del cilindro rispetto ad un asse passante per il
2 p p p
punto di contatto. Possiamo anche scrivere

Rw = —2upgcosb
0 = —upgcosfh+ gsinf

e sommando membro a membro otteniamo

%(v +wR) =g (sinf — 3up cos )

Nel puro rotolamento v + wR = 0. Dato che inizialmente questa quantita ¢ positiva,
affinché questa condizione venga raggiunta é necessario che

sinf — 3up cosf <0
e quindi che

1
uwp > gtanﬁ

Seconda domanda
Integrando I’equazione del moto precedente troviamo

v+ wR=1vy)+wyR+ g (sinf — 3up cosh)t
e quindi il puro rotolamento inizia all’istante

vo + woR
b1 = -
g (3up cosh — sin 0)
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Terza domanda

L’energia dissipata é data dal lavoro fatto dalla forza di attrito sul cilindro cambiato di
segno, cio€

t1
W:/FAds:FA/ (v+wR)dt
0

Calcolando l'integrale abbiamo

w

1
upMgcos b [(vo +woR)t1 + 29 (sin® — 3up cos 6) t2

_ lM /,LDCOSQ.
2 3upcosf —sin

) (vo + woR)?

Soluzione secondo problema
Prima domanda

All’equilibrio deve essere

k(l—1£y)+ Mg

P =
0 S

Vo = S¢

Sostituendo nell’equazione di stato PV = nRT troviamo

— M
Th = udl ig;*_ gt (1.20.1)

Seconda domanda

Dal primo principio abbiamo per il sistema composto da gas, molla e pistone
dQ =dU

dato che il sistema non compie lavoro. L’energia del sistema (data dalla somma dell’energia
interna del gas, dell’energia elastica della molla e energia potenziale gravitazionale del
pistone) vale

U:an+§M—%f+Mﬂ

e quindi
dU = neydT + k (£ — 4y) dl + Mgdl

D’altra parte dalla relazione di equilibrio ((1.20.1]) segue che

k(2f—€o)+Mgd€

dT =
nRk
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e quindi
dQ = neydT + [k (£ — £y) + Mg| d¢
ossia
dQ nR
k(-1 M
T nev o+ [k (E=to) + Mol om0 i,
k(£—2¢ M
= ncy +nR ( o) + My

k(20 —4y)+ Mg

che é costante quando
—2klyg+2Mg = —kly+ Mg

ossia ",
g
by = —=
Tk
Quando questo avviene si ha
d 1
ﬁ =ncy + niR

Terza domanda

Dal primo principio si ha che

k
neyTy + 562 + Mgl = nceyTy + Mgly

Sappiamo che all’equilibrio

B k(2 + Mgt
N nR

~ Mgty

~ nR

Ty

Ty

e sostituendo otteniamo

Ccy 1 ) Cy Ccy
—+ - —M Mgl=(—+1|M
<R+2>l~c€+R gl + Mgl <R+) gly

o anche, posto v = cp /ey,

OO 100
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La variazione di entropia del sistema si scrive

Ty Vi
AS = log — Rlog —
ncvogT0+n ogVO
Mgty Ly
— ney log ——24 log -~
nevog T arge TR
1+%<1+l>rkf 1 1\ k¢
v) Mg
=ncy lo +nRlog |1+ - |1+ — | —
R 72 g[ 2< v)Mg]
1 1\ k¢ k¢
= ncp log [1 + 3 <1 + ’y) Mg} — ncy log [1 + Mg]
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Esercizio 1 (15 punti)

\J

Una sbarra sottile di lunghezza ¢ = 2a e massa m si muove in un piano orizzontale. I
suoi due estremi sono collegati ad un punto fisso O mediante due molle di lunghezza a
riposo nulla, massa trascurabile e costante elastica k. Per descrivere il sistema si scelgano
le coordinate Cartesiane x, y del centro di massa e ’angolo di inclinazione 6 della sbarra
rispetto ad una direzione di riferimento. La massa ¢é distribuita uniformemente sulla
sbarra.

1. Scrivere in funzione delle coordinate specificate e delle loro derivate temporali
I’energia totale del sistema, il momento angolare totale rispetto ad un polo posto
nel centro di massa del sistema, il momento angolare totale rispetto ad un polo
posto in O.

2. Dire, motivando la risposta, se le tre quantita precedenti sono costanti del moto e
descrivere il moto piu generale del sistema.

3. Se & possibile scegliere le sei condizioni iniziali z(0), #(0), y(0), ¢(0), 8(0) e #(0) in
modo che negli istanti successivi un estremo della sbarra sia fisso in O, e 'altro si
muova di moto circolare uniforme. Calcolare la velocita angolare del corpo rigido e
la velocita angolare del moto circolare uniforme.

Esercizio 2 (15 punti)

Un recipiente contiene n; moli di un gas perfetto monoatomico e ny moli di un gas
perfetto biatomico. Tenuto conto che in una trasformazione adiabatica vale la legge

TV7~! = costante

dove T' ¢ la temperatura e V il volume totale

1. Calcolare il valore di

2. Calcolare il calore specifico molare del gas in una trasformazione nella quale

PV?/3 = costante
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3. Seil gas é vincolato a trasformarsi secondo la legge precedente, e si trova inizialmente
ad una temperatura T;, calcolare il massimo lavoro estraibile in presenza di un bagno
termico di temperatura Tj.

Soluzione primo esercizio
Prima domanda

Per ’energia abbiamo

E = ! vcm ’
2
1

= om (i’ +y)+§I92+k‘(ac + %) + ka?

k-
192 2‘Rcm+a‘ +§‘Rcm—d

dove I = m¢? /12 ed abbiamo indicato con Ecm il vettore posizione corrispondente al
centro di massa. Consideriamo un sistema di riferimento come in figura, con gli assi z e y
nel piano nel quale avviene il moto. Per il momento angolare rispetto al centro di massa
abbiamo

Lem = 162

e per il momento angolare totale rispetto ad O

L = mBem A Gem + Lem
T oy z
=ml|lx y 0]+ Ly
z y 0
=m(zy—yi) 2+ 102

Seconda domanda

Tutte e tre le quantita si conservano. L’energia si conserva poiché non vi sono forze
esterne al sistema che compiono lavoro. Il momento angolare rispetto al centro di massa
si conserva perché il momento delle forze esterne ¢ nullo:

M=an [—k (Ecm + 6)} +(=@) A [—k (Ecm — a)] =0
Infine il momento angolare rispetto ad O si conserva per lo stesso motivo: entrambe le

forze esterne (quelle delle due molle) hanno momento nullo rispetto a tale polo.
Dato che Ly, si conserva 6 & costante. Segue che la quantita

E = %m (a’:2 —1—92) +k (x2 +y2)
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si conserva. Ma questa € ’energia di una particella di massa m vincolata ad una molla di
costante elastica 2k. Si conserva inoltre

- -

L— Loy =m(xy—yi)Z

che é il momento angolare della stessa particella. Quindi I’asta ruota con velocita angolare
costante, mentre il centro di massa percorre un’orbita ellittica attorno ad O, che risulta
dalla, composizione di due moti armonici lungo x e lungo y di uguale pulsazione

2k
w=1/—
m

Terza domanda

Nel caso considerato il centro di massa compie un moto circolare uniforme ad una distanza
a dall’origine. Quindi possiamo porre, ad esempio,

T = acoswt

Yy = asinwt

e quindi dovra essere

8

8 <

(0)
(0)
(0)
(0)

= aw

.

Consideriamo un estremo della sbarra. La sua legge oraria sara data da

X = acoswt—acosb

Y = asinwt—asinb

e dato che deve essere X =Y = 0 avremo

0= wt
cioé
6(0) = 0
0(0) w

Quindi sia la velocita angolare del corpo rigido che quella del centro di massa attorno ad
O valgono w.
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Soluzione secondo esercizio
Prima domanda

Dal primo principio
dQ = dU; + dUy + (P1 + P2)dV =0
e quindi
dT dv
(nicy1 + nacy2) T + (n1 + n2) Rv =0

Integrando troviamo
(n14+n9)R
log TV mevitracva = costante

e quindi
 (m+n)R _ mcp1 + nacps

= +1
nicy1 + Nacyg nicy1 + Nacy2

Seconda domanda

In questo caso abbiamo

dQ) = dUy + P1dV + dUs + PdV

dT dVv dT 1%
=mT <CV1T + RV> + noT <cv2T + RV)

Notiamo che ¢py/cy1 = 5/3 e quindi per la trasformazione considerata

cpP1 -1
TVevi = = costante

da cui
TV1YVE — costante
cioé T av
— +R— =0
Ccv1 T + %
quindi

dQ = na (cvo — cy1)dT

1 5 3 n9
= °2_Z2)\RrR= R
¢ n1+n2n2 <2 2> ni1 + no

Di conseguenza

Terza domanda

Detti dQ)1 e dQ2 i calori assorbiti dal gas e dal bagno termico rispettivamente abbiamo

dW = —dQ1 — dQ2
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dQ, = cdT

e quindi
W = (nm +n2)c(T; — Ty) — Q2

D’altra parte se si opera reversibilmente

d
dS = &—i—ngas:O
Ty
e quindi
Qo = —Tf/ W =T5 (n —an)clogT—Z
T; f
In conclusione
Ty

W = (n1 +n2) e (Ti = Ty) + (n1 + n2) Ty log -

(2

T
= nyR [(Ti —Ty) + Ty log Tf
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Esercizio 1 (15 punti)

Vo

Un estremo di una sbarra sottile di lunghezza ¢ & imperniato e libero di ruotare attorno
ad un supporto mobile. Questo pudé muoversi su un piano orizzontale privo di attrito.
La massa del supporto é trascurabile, mentre quella della sbarra vale in totale m ed
é distribuita su di essa in modo non noto. Si conosce pero la posizione del centro di
massa della sbarra, che si trova ad una distanza a dall’estremo imperniato. Inoltre il
momento di inerzia della sbarra rispetto ad un asse passante per il suo centro di massa
vale I, = km¥? con k costante.

1. Se al supporto € applicata una forza orizzontale costante f, quale deve essere I’angolo
che la sbarra forma con la direzione verticale per rimanere in equilibrio?

2. Supponiamo che il supporto si trovi inizialmente in moto con velocita costante vg, e
che la sbarra sia in posizione verticale in equilibrio stabile. Ad un certo momento il
supporto incontra un ostacolo che lo blocca improvvisamente. Calcolare per quale
valore minimo di vg la sbarra compie un giro completo.

3. Nel caso precedente, quale relazione di deve essere tra k e a affinché I'energia si
conservi nell’urto?

Esercizio 2 (15 punti)

Q\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ TITTTTTNTTTTRIFTIREIRERRENRNNNNNNNNNNNNRNNY

ni T1 N9 T2

\
:
:
:
S
:
:
\

O 77 7 7 7 7 7 7 77 7 77

\
\
\
\
\
\
\
\
\

ATTTTTTTTTTITITFTFTITFTIFTIFTIFTITTITTIITTTTTTFTFTFTRIFTIITIITTRNNNNNNNNRRNNNNNNN

In ciascuno dei due scomparti del recipiente in figura sono contenute rispettivamente ny
e no moli di un gas perfetto monoatomico. Sia il recipiente che il setto scorrevole interno
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che divide le due parti sono perfettamente impermeabili al calore. Inizialmente il sistema
& all’equilibrio: il volume totale ¢ V', le temperature dei due scomparti sono identiche e
uguali a Tp.

1. Calcolare pressioni e volumi iniziali dei due scomparti.

2. Considerare d’ora in poi il solo caso ny = ny = 1. Mediante una opportuna forza
esterna si sposta il setto reversibilmente in modo da dimezzare il volume di uno
dei due scomparti. Calcolare le nuove temperature dei due scomparti e il lavoro W
fatto sul sistema.

3. Il setto intermedio viene adesso bloccato nella posizione raggiunta. Si vuole estrarre
dal sistema il massimo lavoro possibile utilizzando una macchina termica reversibile
che usa come sorgenti calde e fredde i due scomparti. Quale frazione del lavoro W
¢ possibile recuperare?

Soluzione primo esercizio
Prima domanda

Se la sbarra ¢ in equilibrio ’accelerazione del centro di massa del sistema ¢ orizzontale e
vale acp, = f/m. In un sistema di riferimento solidale al supporto al centro di massa sara
applicata una forza apparente — fZ e la forza peso —mgy. Il momento totale rispetto al
perno sara nullo quando

—facosf —mgasinf =0
cioé per

f

tanf = ——
mg

Seconda domanda

Nell’'urto si conserva il momento angolare rispetto al perno. Quindi
mavy = (Icm + maQ) w

da cui la velocita angolare dopo 'urto

a
Ww=———0
K02+ q2 "

Da questo momento l’energia si conserva, e ’asta sara in grado di compiere un giro

completo se

% (Iem + ma®) w?® > 2mga

cioé per

2
vo > 24/ ga (1—1—1@@2)
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Terza domanda

La variazione di energia nell’urto ¢

1 1

AFE = 5 (Icm + ma2) W2 — 57’]’1/[}(2)
1 a? 9
" [MQ +a2 1} “0

che si annulla se £ = 0. Questo significa che la massa della sbarra ¢ tutta concentrata nel
suo centro di massa, che si pud trovare in una posizione arbitraria.

Soluzione secondo esercizio
Prima domanda

L’equilibrio meccanico si ha quando le pressioni dei due scomparti sono uguali. Questo

significa
ny _ n2

w W
e inoltre Vi o9 + Vo9 =V, quindi
ni

ny + n2
na

ny + n2

Vio =
Voo =

La pressione nei due scomparti sard dunque

. anTo . ngRTg
Vio Va0

) )

RT
= (n1 + TLQ) —_—

Py %

come ci si poteva aspettare a priori.

Seconda domanda

Durante lo spostamento del setto i gas nei due scomparti compiono una trasformazione
adiabatica reversibile. Il lavoro totale fatto sul gas é uguale alla variazione dell’energia
interna del sistema

W =cy (T1 + Ty — 2T0)

e dato che le trasformazioni dei due gas sono adiabatiche reversibili vale

ivz’lﬁ = %VTOﬁ
3. .4 1L
VI = VT
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e quindi

T, =217,

2\
T2 - <3> TO
2\ 3
2
23 -] =2
(&)

Detti d@1 e dQ- i calori ceduti ai due scomparti in un ciclo infinitesimo, deve essere

Sostituendo otteniamo

To ~ 0.35 cyTh

Terza domanda

dQ1 + dQs +dW' =0
per il primo principio, e quindi
W/ = —Cy (2Tf - T1 — Tg)

dove si ¢ indicato con W' il lavoro totale estratto e con T la temperatura finale comune
dei due scomparti. Operando reversibilmente inoltre deve essere

=0
Ty T

e integrando otteniamo
T2
F—
AV

log

cio¢ Ty = /T115. In conclusione

W' =cy <T1+T2—2\/ﬁ> =cy (\/ITI—\/E)2

e la frazione del lavoro recuperato ¢
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Primo esercizio

Si consideri un pendolo, costituito da un’asta rigida di lunghezza ¢ e massa trascurabile
e da un corpo di massa m fissato ad una estremita dell’asta. Un opportuno perno fa si
che il pendolo abbia come unico grado di liberta quello di rotazione attorno ad esso. Il
pendolo oscilla in un piano verticale in rotazione uniforme con velocita angolare €2 intorno
all’asse verticale passante per il punto di sospensione.

1. Determinare per quali valori di 2 I'unica posizione di equilibrio stabile nel sistema
rotante ¢ @ = 0 (6 ¢ ’angolo di elongazione del pendolo).

2. Studiare le posizioni di equilibrio stabile e instabile per 2 diverso dai valori deter-
minati al punto precedente.

3. Determinare i periodi delle piccole oscillazioni, in funzione di €2, per le posizioni di
equilibrio stabile.

4. Scegliendo un polo sul perno, determinare il momento di forza applicato da questo
al sistema negli istanti nei quali il pendolo si trova in posizione verticale. Esprimere
il risultato in funzione dell’ampiezza A# dell’oscillazione, nell’approssimazione di
piccole oscillazioni attorno a 6 = 0.

Secondo esercizio

Lq

Figura 1.6.: Il recipiente cilindrico considerato nell’esercizio.
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Il recipiente cilindrico in figura ha sezione S e volume totale Vp. Nello scomparto
inferiore si trovano n moli di un gas perfetto monoatomico. Quello superiore € riempito
fino all’orlo con un liquido di densita p. La massa e lo spessore del setto intermedio sono
trascurabili, ed anche la pressione esterna lo é.

1. Sapendo che inizialmente il sistema si trova all’equilibrio ed il volume occupato dal
gas ¢ Vy = Vp/2, calcolare la temperatura di quest’ultimo.

2. Con una trasformazione reversibile del gas si porta il suo volume a V; = 9/10Vp.
Calcolare la sua temperatura finale e rappresentare la trasformazione nel piano
pP-V.

3. Calcolare il calore totale scambiato dal gas durante la trasformazione, e la sua
variazione di entropia.

Soluzione primo esercizio

Figura 1.7.: Il pendolo sul piano in rotazione.

Prima domanda
Tenendo conto del potenziale centrifugo, I’energia potenziale vale
1
U= —-mglcost — imQQEQ sin? 0
1 1
— mQ22 | = cos? 0 — T cosh —

2 02/ 2
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Le posizioni di equilibrio corrispondono a

dU_ 2.2 /( 9 . o
@—mQE <m—cos9>sm9—0
cioé
01 =
0y =m
cos%z&

Per discutere il segno di questa espressione consideriamo tre casi, riassunti nel diagramma
in Figura [1.8]

Qs 7 T ~ I ™
S Vi
™ ~ ah
Q=ff——o e o
AT~ g T~
Q<4 & e L
0=—7 f=—-60; =0 0=0; 0=

Figura 1.8.: Il segno della derivata del potenziale in funzione dell’angolo, per diversi valori
di Q2. Il potenziale é periodico, con periodo 2.

Vediamo che la posizione § = 0 ¢ stabile solo per

g
Q =
01 < /2

In tale intervallo é anche 'unica posizione di equilibrio stabile.
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Seconda domanda

Sempre facendo riferimento al diagramma in Figura[L.8]vediamo che possiamo distinguere
due casi. Se [Q2| > 1/g/¢ abbiamo le posizioni di equilibrio

1. 6 = 0 instabile
2. 8 = f+arccos \/QIQZ stabile
3. 6 = 7 instabile

Se invece Se |Q| < /g/f abbiamo
1. 8 = 0 stabile
2. 6 = 7 instabile

Il tutto & riassunto in Figura [I.9]

3

1.5 2.0

[\
W
8}
—
)

Figura 1.9.: Le posizioni di equilibrio in funzione del parametro \ = ﬁ. Sull’asse delle

ascisse ¢ riportato A, su quello delle ordinate il valore di 8 all’equilibrio. Una
posizione di equilibrio stabile ¢ indicata con la linea continua, una instabile
da una linea tratteggiata.

Terza domanda

Per 6 = 0 possiamo approssimare il potenziale al secondo ordine. A meno di una costante
otteniamo

U= %m§22€2 (Qi% _ 1) 62
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Per quanto riguarda ’energia cinetica vale
1 )
K = —ml*6?
2
e il periodo delle piccole oscillazioni sara
2 1
Q1Y (65— 1)

che é reale nell’intervallo nel quale § = 0 é posizione di equilibrio stabile.
Per cosf = ﬁ possiamo porre 0 = 03 + € e sviluppare il potenziale al secondo ordine
in €. Dato che

T —

dU 1d*U 9 3
U(fs+¢€)=U(03) + @(03)6 + 5@(93)6 +0 (E )

e che la derivata prima si annulla abbiamo a meno di una costante

1d*U
=5z %)

1
= imQZKQ (% cos O3 — 2 cos® O3 + 1) €

- %mQQKQ [1 - (9926)2] 2

mentre per ’energia cinetica

U

1
K = §m€26'2
e quindi
_ 2 1
101\ 5 7 g \2
20\ 1 (&)

ancora una volta reale nell’intervallo per il quale la posizione di equilibrio considerata é
stabile.

Quarta domanda

Scegliendo un sistema di coordinate con l'origine nel perno abbiamo la massa nella

posizione
£sin 6 £0
7= | —fcosl | ~ | —¢
0 0
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dove si ¢é scelto il piano di oscillazione coincidente con il piano x — y. La velocita vale

00

e per 'accelerazione

Infine per il momento angolare (rispetto al perno) abbiamo

T g z 0
L:mF/\ﬁszQ —¢ 0] ~ 0'
W 0 0 me%6

Dalla seconda equazione cardinale otteniamo il momento M applicato dal perno:

L dL L L L
M:E—F/\<FP+FC+FCO>

e sappiamo che M, = 0. Abbiamo indicato con

F, = —mgy

la forza peso, con

o= —mfiA (ﬁ A F) — mO200

la forza centrifuga e con ‘
F., = —2mQ AT =2moz

quella di Coriolis. Abbiamo quindi
M = me%is — (003 — £5) A (—mgg + mO%07 + 2mQ€92)
= (me2 + mgto — m20%0) 2 + 2mQ%03 + O (6?)
e quindi

. 2
m€20+mg€<1—9£>0:0
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Sappiamo che 'oscillazione ¢ data da

0(t) = Afsinwt

N Rt
-/ j

La velocita angolare nella posizione verticale sara data dunque da

dove

0= wAb

e quindi

2
M, = 2mQeA0, |2 <1 _ m)
¢ g

Soluzione secondo esercizio
Prima domanda

Detto V il volume occupato dal gas abbiamo

P= g =& -v)
e quindi inizialmente
Ty = L9 (Vi ~ Vo) Vo = v
Seconda domanda
Abbiamo WRT  pg
P = VvV =g (Vpr=V)

e quindi la trasformazione é un segmento di estremi

_(r9Vr Vr
(POaVb)_< 29 ) 2>

(P, V) = (PQVT 9 V>

108’10 ©

La temperatura finale sara

_ PV _ 9 pg V2
nR ~ 100nRS T

Th
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Terza domanda

Dato che

integrando otteniamo

Q =ney (Th —

__3r9
25 5

dQ = dU + PdV
= neydl + % (Ve — V) dV
= neydl + % (Ve — V) dV

Py 1 1
)+ 5 |(vami - ) - (vavo- )

2
T

Per quanto riguarda I’entropia

@ose

"
Vo
3 9 9
nR<2 og25+ og5>
~ —0.94nR

T
AS = ncy log L 4R log
Ty
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Primo esercizio

Figura 1.10.: La sbarra considerata nell’esercizio.

Una sbarra molto sottile di lunghezza ¢ e massa m ¢ fissata ad un suo estremo ad un
punto O, attorno al quale puo ruotare liberamente nello spazio. Inizialmente viene posta
in rotazione come in Figura in modo tale che l'altro estremo P percorra un’orbita
circolare di raggio ¢/2.

o Calcolare il periodo dell’orbita specificata.

o Calcolare la reazione vincolare applicata alla sbarra nel punto O, in modulo direzione
€ verso.

o Si vuole invertire il verso dell’orbita applicando istantaneamente al centro di massa
della sbarra un impulso J perpendicolare al piano che contiene la sbarra e 'asse
di rotazione. Quanto vale il momento angolare prima e dopo 'inversione del moto?
Quanto vale il modulo di J?
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Soluzione
Prima domanda
Ponendosi in un sistema rotante con la sbarra ’energia potenziale deve essere minima.

Quest’ultima si scrive

1 1
U= —mgy cosf — 5 /w2p2dm

14 1 ¢
= —mg; cos 0 — 5% /0 w?u?sin? Odu
62

1
= —mgy cos 0 — 3 sin? HmTuJQ

Derivando rispetto a 6 otteniamo

l 2
U = mi sin 0 (g — géwQ cos@) =0

cioé (# =7/6)

L 39 _ V3
~ V 20cosh L
e quindi
T =2m L

Seconda domanda

Dato che il centro di massa si muove di moto circolare uniforme in un piano orizzontale

abbiamo che

V4 _,
—mw2§ sinfe, = R —mge,

dove é, ¢ il versore radiale nel piano orizzontale e é, quello verticale. Quindi

R= —mw2§ sin 0é, + mge.
RVER
=mg| €e; — Tep

Terza domanda

Dato che la sbarra ¢é sottile, il momento di inerzia rispetto all’asse principale parallelo ad
essa é nullo, mentre quello rispetto a un asse principale qualsiasi perpendicolare passante
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per O vale I = mf?/3. Di conseguenza il momento angolare prima dell’inversione

- 02
L, = mTw sin 614

dove 4 & un versore perpendicolare all’asta, nel piano determinato da quest’ultima e
dall’asse di rotazione, orientato in modo da formare con & un angolo minore di 7/2.
Dopo l'inversione abbiamo che w cambia di segno, quindi

o Z
Ly= —mTw sin 61

Deve essere

. L. 9
Tem NJ = Lf—Li:—gmézwsinﬁa

ed in modulo

/ 2 5 .
§J = gmﬁ wsin @
da cui
4
J = gm&u sin 6
2

Secondo esercizio

Figura 1.11.: Il recipiente considerato nell’esercizio.

Il cilindro in Figura di sezione S, & impermeabile al calore ed ¢ chiuso ai due
estremi dai due pistoni scorrevoli P; e Pa, pure impermeabili al calore. Nel cilindro si
trovano n moli di un gas perfetto biatomico. Il cilindro ¢ inoltre separato al centro da un
setto poroso S che puo essere attraversato dal gas. Sia il pistone P; che quello P2 sono
infine collegati al setto poroso da due molle ciascuno, come in figura. Tutte e quattro le
molle hanno lunghezza a riposo trascurabile e costante elastica k.
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o Inizialmente il pistone P2 é mantenuto dall’esterno aderente al setto, di conseguenza
il volume V5 dello scomparto a destra ¢ nullo. Sapendo che il sistema ¢ all’equilibrio
alla temperatura Ty calcolare il volume V; dello scomparto a sinistra.

o Si lascia quindi il pistone P libero di muoversi, e si attende il ristabilirsi del-
I’equilibrio. Determinare la temperatura finale del sistema e a sua variazione di
entropia.

o Si tagliano adesso due delle molle, una per ciascun scomparto, e si attende nuo-
vamente il raggiungimeno dell’equilibrio. Determinare la nuova temperatura e la
nuova variazione di entropia.

Soluzione
Prima domanda

Dall’equilibrio meccanico di P; abbiamo

Vi
PS = 2k§1
da cuil
nRT(]
=5 2k

Seconda domanda

L’energia totale del sistema (comprendendo in esso anche le molle) si conserva. Quindi

deve essere
VIN? (V2
) o4 (22
S S

ma d’altra parte dato che la pressione ¢ la stessa per tutto il gas V{ = VJ e quindi

1 (V2 1 (V]2
ney Ty + 52/{ <1> =ncyT) + §4k (1>

1 A 1
neyTo + 52k (;) = nevTi + 52k

S S

Per I’equilibrio meccanico infine (il volume VY ¢ occupato solo da n/2 moli)

TLRTl
Vi=258
! 4k
e quindi
1, nRTy 1  nRTYy
ney Ty + 52]{: T neyTh + 5414: 1
da cui
T =1y
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La variazione di entropia sara semplicemente

/

2V
AS =nR1 1
nitilog v

1
1
= §anog2 ~ 0.35nR

Terza domanda

L’energia continua a conservarsi (si pud immaginare che l’energia potenziale delle molle
tagliate verra liberata e ceduta al resto del sistema). Possiamo scrivere quindi ancora una
volta

S S

e per l'equilibrio meccanico (il volume V3’ & occupato solo da n/2 moli, ed ¢ rimasta una

1 (VI\? 1 "\ 2
ney T + §4k <1> =ncyls + 52]4} <1>

sola molla per lato)

RT,
V! =8/ 2
! 2k
quindi ancora una volta
T =T
e
V//
AS =nRlog -
Vi

1
= §nR log2 ~ 0.35R
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Primo esercizio

@

Figura 1.12.: L’asta in caduta lungo il piano inclinato.

Un’asta sottile omogenea ha una lunghezza £ e una massa totale m. Un suo estremo
C viene appoggiato ad un piano privo di attrito, inclinato rispetto all’orizzontale di un
angolo «a. L’asta e la normale per C al piano inclinato giacciono sullo stesso piano verticale
7. L’angolo 8, misurato sul piano m, tra l’asta e il piano inclinato € scelto in modo tale che,
una volta lasciata libera da ferma, questa scenda lungo il piano inclinato senza ruotare
(vedere Figura[L.12)). In queste condizioni

1. Calcolare 'accelerazione del centro di massa dell’asta.
2. Fissato « determinare f.

3. Quando il vertice C' arriva nel punto P, posto alla base del piano inclinato, rimane
istantaneamente fissato ad esso. L’asta pud perd ruotare liberamente attorno a
P = C. Determinare la frazione di energia meccanica che viene perduta.

Soluzione
Prima domanda

Se l'asta non ruota l'accelerazione del centro di massa é parallela al piano inclinato. Di
conseguenza
ma = mgsin o

dato che la reazione del piano é normale ad esso, e quindi

a = gsina

Seconda domanda

Dato che I'asta non ruota, il momento totale delle forze rispetto al centro di massa si deve
annullare. La forza peso é applicata al centro di massa e non ha momento, la reazione
vincolare € normale al piano. Ha momento nullo solo se anche la sbarra é normale al
piano, e quindi § = /2, indipendentemente da c.
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Per rispondere alla domanda si poteva scegliere come polo il punto di contatto tra
I’asta e il piano. Si tratta di un polo mobile, ma questo non ha conseguenze sulla seconda
equazione cardinale dato che la sua velocita é parallela a quella del centro di massa, e
possiamo scrivere

dL
—_—= \/i
dt

dove L ¢ la componente perpendicolare a m del momento angolare e M la componente
perpendicolare a w del momento delle forze. Rispetto al polo C scelto abbiamo

1
L= —mv§ sin 3
M = —mgg cos (8 — a)

Notare che la reazione vincolare non ha momento in questo caso. Sostituendo nell’equa-
zione del moto troviamo

1 1
—mag sin 8 = —mgy cos (B —a) (1.25.1)

e sostituendo il valore dell’accelerazione arriviamo a
sinasin 8 = cos (8 — «)
ossia
sin aesin 8 = cos avcos B + sin asin 8

ed infine
cosacosfB =0

A meno che il piano sia verticale (o« = 7/2) nel qual caso ogni valore di 8 é accettabile,
deve essere § = /2.

Un terzo modo di procedere poteva essere quello di porsi in un sistema non inerziale
solidale all’asta. Ponendo nuovamente il polo in C' abbiamo in questo caso che il mo-
mento M si deve annullare (dato che L = 0). Occorre aggiungere il momento della forza
apparente: in questo modo otteniamo

1 1
0= ma; sin 3 — mgz cos (8 — )

che é del tutto equivalente all’Equazione (|1.25.1]).
Considerando invece il polo nel centro di massa, vediamo che anche la forza apparente
ha momento nullo, e ci riconduciamo al ragionamento fatto nella prima soluzione discussa.
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Terza domanda

Al momento del contatto si conserva il momento angolare totale rispetto a P, dato che
I'unica forza impulsiva ¢ la reazione vincolare. Immediatamente prima del contatto

1
E; = §mfu2
L
L, = imv
e immediatamente dopo
1 1 me?
Ef=2Iw? = - —w?
1= Ty
ml?
L —
! 3 w
Dato che L; = Ly
14 me?
—mu = —w
2 3
e quindi
3v
w==-
2/

Per calcolare la frazione di energia persa fissiamo la costante arbitraria che pud comparire
nell’energia potenziale in modo che questa sia nulla in P. In questo caso vale

E; %mv2
B 10202 1
N 3 v? 4

Secondo esercizio

Vp=Ve Va V

Figura 1.13.: Rappresentazione nel piano P — V' del ciclo studiato nell’esercizio.
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Una mole di un gas perfetto biatomico compie la trasformazione ciclica rappresentata
nel piano P-V in Figura La compressione isoterma (da A a B) avviene mantenendo il
gas a contatto con un bagno termico alla temperatura T'4. Si pone quindi il gas in contatto
termico con un bagno termico alla temperatura T mantenendo il volume costante (da
B a C) fino al raggiungimento dell’equilibrio. Segue una espansione adiabatica (da C' ad
A) che riporta il gas nello stato iniziale. Sono note le temperature Ty = Tp e T, ed il
volume Vp = V. Tutte le trasformazioni avvengono molto lentamente, e il gas si puo
considerare istante per istante in uno stato termodinamico ben definito.

1. Calcolare il rendimento del ciclo, esprimendolo in funzione delle sole temperature
Tyelc.

2. Calcolare la variazione di entropia del gas nella trasformazione che, passando per
B, lo porta da A a C.

3. Dopo un ciclo, quanto vale la variazione di entropia dell’'universo (cioé del gas
insieme ai due bagni termici)? Esprimere anche questo risultato in funzione delle
sole temperature T4 e T¢.

Soluzione
Prima domanda

11 gas assorbe calore durante la trasformazione isocora. Dato che il gas non fa lavoro sara,
dal primo principio,
Qass = AU = cy (TC - TA)

Per il lavoro abbiamo invece
L=Lag+ Lca

ma v,
5 %
Lap = / PdV = RT4log -2
Va VA
€
Loa= —cy (Ta —Tc)
quindi

L RTAlog“%’ +ev (To —Ta)
Qass cy (TC - TA)

LR T W
cv (Tc —Ta) " Vs

Ui

Dato che la trasformazione C'A & adiabatica e il gas si trova istante per istante in uno
stato termodinamico ben definito deve essere

VIt Ty =V T
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e quindo
1
1 TA 1 (TC> B
pr— O —_—
7 cv (T — Ta) S\ Ta
Ts Tc
=1 1 -
To—Ty 8T,

Seconda domanda

Dato che lo stato A e C del gas sono collegati da una adiabatica, durante la quale lo stato
termodinamico del gas & ben definito per ipotesi, avremo S4 = S¢ e quindi ASs¢c = 0.

Terza domanda

Dato che la trasformazione del sistema durante I'isocora ¢ irreversibile, I’entropia deva
aumentare. Durante la trasformazione isoterma il bagno termico a temperatura 1’4 assorbe
calore dal gas, e quindi aumenta la sua entropia di

QL _ R T

AS] = = ——— =
YT T T -1 8Ty

Durante la trasformazione isocora il bagno termico a temperatura T¢ cede calore al gas,
e quindi la sua entropia diminuisce

_ @ _ _Qass _ _¢tv (TC_TA)

Tc Tc Tc

ASy

Dato che dopo un ciclo I’entropia del gas non é cambiata avremo

T, To—T
AS:AS1+AS2:ﬁ1OgC_CV(CA)

T Tc
RN
v—1|T¢ To
=c [TA—IO TA—l]
Vi, ~ %1,

Possiamo mostrare che AS > 0 ponendo = = T4 /T. Abbiamo
AS =cy [x — logx — 1]
Ovviamente se x = 1 troviamo AS = 0. D’altra parte la derivata
d 1
—AS =cy (1 — >
dx T

¢ positiva per x > 1 e negativa per x < 1, quindi AS ha un minimo assoluto in z = 1, ed
¢ sempre AS > 0.
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1.26. 14 gennaio 2015

Primo problema (15 punti)

M,

Figura 1.14.: La lavatrice.

Una lavatrice & schematizzata come in Figura [I.14] da un corpo fisso di massa M,
appoggiato su un piano orizzontale privo di attrito e da un cestello rotante rappresentato
da un guscio sottile di raggio R e massa M.. Il centro di massa del corpo fisso & sull’asse
di rotazione. Rappresenteremo il carico come un mezzo cilindro di massa m solidale al
cestello, e nel seguito considereremo il sistema cestello+-carico come un unico corpo rigido.
Due pareti laterali impediscono alla lavatrice di traslare orizzontalmente o ruotare, ma
non di traslare verticalmente.

1. Sapendo che il centro di massa del solo carico si trova a una distanza a = %R
dall’asse di rotazione, calcolare la distanza d del centro di massa del sistema ca-
rico+cestello dall’asse di rotazione. Calcolare il momento di inerzia dello stesso
sistema rispetto all’asse passante per il suo centro di massa.

2. Se il cestello viene mantenuto in rotazione con velocita angolare costante, determi-
nare il massimo valore w* per il quale non si ha distacco da terra.

3. Si rimuovono adesso le pareti laterali, in modo da permettere anche la libera tra-
slazione orizzontale della lavatrice, e si lascia il sistema cestello+carico libero di
ruotare. Calcolare la frequenza delle piccole oscillazioni rispetto alla posizione di
equilibrio.

Secondo problema (15 punti)

Considerare un ciclo termodinamico a forma di triangolo isoscele rappresentato in Figu-

ra[I.15] nel piano 7'— S. I punti 1 e 3 corrispondono a due stati con uguale temperatura

Ty. Il punto 2, all’estremo superiore, corrisponde a uno stato con temperature To > T7.

Si conoscono i valori delle entropie S7 e S3 negli stati corrispondenti e Sy = %(Sl + S3).
Il ciclo viene percorso partendo da 1 in senso orario.
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T

S 5 Sy

Figura 1.15.: 1l ciclo triangolare, nel piano T' — S.

1. Calcolare il lavoro fatto dal sistema.
2. Calcolare il rendimento del ciclo.
3. Se il sistema che compie il ciclo consiste in una mole di gas perfetto monoatomico
determinare i rapporti Vo/Vi, V3/V; e il rapporto Ps/P;.
Soluzione primo problema
Domanda 1

La distanza del centro di massa del sistema carico-+cestello dall’asse di rotazione sara

ma 4 m
m+ M, 3rtm+ M,

Per quanto riguarda il momento di inerzia, scriviamolo prima rispetto all’asse di rotazione.
Avremo

1
In= M.R> + 5mR2

Infatti la massa del cestello ¢ a si trova a una distanza R dall’asse. Quella del carico é
distribuita rispetto alla distanza dall’asse come quella di un cilindro intero. Detto I il
momento di inerzia cercato, utilizzando il teorema di Steiner possiamo scrivere infine

I=1y— (M,+m)d>

1
= M. (R* = d*) + 5m (R? - 2d%)

Domanda 2

Consideriamo separatamente il carico e il resto della lavatrice (corpo esterno e cestello).
Per il primo il centro di massa compie un moto circolare uniforme attorno all’asse di
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rotazione, che possiamo scegliere come origine. La sua posizione verticale sara dunque

Yo carico = @sinwt

e la sua accelerazione verticale

2

YO M, carico = —aw” sinwt

Il centro di massa del resto del sistema é invece in quiete, quindi

Ycum cestello+corpo = Y0

Nel nostro caso yg = 0, ma questo non ha importanza in realta, infatti

yCM,Cestello+C0rpo =0

e questo ¢é tutto cio che importa. Infatti ’accelerazione verticale del centro di massa di

tutto il sistema sara

—maw? sin wt

T+ M.+ M,

e dalla prima equazione cardinale otteniamo

Jom

(m+ Me+ Mp)jjor = — (m+ M.+ Mp) g+ N
Sostituendo e risolvendo rispetto a N otteniamo
N = (m + M. + M) g — maw?*sinwt
Il minimo valore di N &
N = (m+ M, + My) g — maw?

e la condizione per il distacco N < 0, da cui

M.+ M
-l
m a

Domanda 3

L’energia del sistema si scrive
1 o 1 . . 2 249 . 9 1 19
E = §MLX + 3 (M. +m) (X +d90059) + d“0*sin”“ 0| + 5]0 — mga cos
e la quantita di moto orizzontale

P, = MLX+(MC+m) (X—i—décosﬁ)
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dove X parametrizza la posizione orizzontale della lavatrice. Ponendosi nel sistema di
riferimento inerziale nel quale P, = 0 abbiamo

M.+ m

—— T dfcosd
My + M, +m®

X p—
e sostituendo nell’energia otteniamo

1 M, 2 .
E = -Mj, <+m> d%6? cos® 0

2 Mp+ M.+ m
1 M 2. 9 .
+ 5 (M +m) <m> d*0? cos® 0 + d*6* sin?

1 .
+ 5[02 — mga cos 6

Nell’approssimazione di piccole oscillazioni possiamo approssimare sinf ~ 6 e cosf ~
1 — 62/2. Sostituendo e trascurando quantita di ordine superiore al secondo e costanti
irrilevanti abbiamo

1 {ML(Mc‘i‘m)

o1
= d> + 1| 6%+ ~mgab®
M+ M, +m® T ] +gmga

2

che descrive un oscillatore armonico di frequenza

fe 1 mga
T on My, (Mc+m)
o\ 1

Nel limite M, — oo (lavatrice fissata a terra) questo diventa

f—i mga
C2n\[ T+ (M, +m)d?

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Dato che
dQ =TdS

il calore é assorbito quando I’entropia aumenta, e ceduto in caso contrario. Avremo quindi
che il calore totale assorbito sara uguale all’area al di sotto del due lati uguali del triangolo,

1
Qass = 3 (S3 = 51) (Ty = T1) + (53 — S1) T
e quello ceduto sara uguale all’area al di sotto della base del triangolo

chd = (S3 - Sl) Ty
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Dato che il lavoro ¢ la differenza tra calore assorbito e calore ceduto, avremo
1
L= 3 (S3—S1) (T, — TY)
che é 'area del triangolo.

Domanda 2
L’efficienza si calcola a partire dei risultati precedenti:

L
QCLSS

Ui

_ 5 (83— 81) (Th — T)

% (Sg — Sl) (TQ — Tl) + (Sg — Sl)Tl
_ T — 1Ty
T+ Ty

Domanda 3

Ponendo 1
AS=S3—52=S2—51:§(53—51)

possiamo scrivere

T Vs

AS = log = + Rlog —
cvong—i- ogv1

b V3
AS = —cylog = log —=
S cvong—i-RogV2

V.
2AS = Rlog Vg
1

Dalle prime due relazioni troviamo

E B eAS/R
Vi (/R
(#)
Vs _ (Te\Y' asm
Vo Ty

Dalla terza abbiamo
Vs _ Leas/r
Wi

ma dato che P3V3 = nRT1; e P;V; = nR17 abbiamo

Ps _ ons/r
Py
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Primo problema

8]

Figura 1.16.: Il giocattolo meccanico

Un giocattolo meccanico consiste di un disco omogeneo di massa M e raggio R, imper-
niato sul suo asse intorno al quale pud ruotare senza attrito. In un sistema di coordinate
cartesiane di un riferimento inerziale S, con asse z verticale, il centro del disco coincide
con lorigine O, il disco giace sul piano orizzontale xy mentre I'asse di rotazione é fisso e
coincide con I’asse z. Un piccolo dispositivo a scatto con molla regolabile, posto sul disco
e ad esso vincolato in un punto P a distanza a = R/5 da O, permette di lanciare un
proiettile di massa m in direzione fissata.

Se il proiettile colpisce un punto della superficie del disco, vi rimane immediatamente
attaccato. Inizialmente il disco é fermo. Scegliendo come asse x quello su cui giace
inizialmente il dispositivo a molla, la velocita iniziale - impressa al proiettile dallo scatto -
nel riferimento S vale v; = voé; + v9é, + voé€. dove vy ¢, appunto, regolabile. Si trascuri
la massa del dispositivo a molla rispetto a quella del disco. Il gioco consiste nel regolare
vo in modo che il proiettile colpisca esattamente il bordo del disco.

Nel riferimento S determinare:

1. la velocita angolare del disco, in funzione di vy, subito dopo lo scatto.

Nello stesso riferimento S, quando il proiettile colpisce esattamente il bordo del disco,
determinare:

2. il punto del disco su cui impatta il proiettile (lo si individui in riferimento al raggio
OP);
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3. la velocita angolare del disco dopo I'impatto;
4. V'impulso (delle forze) trasmesso dall’asse al disco nell’istante dell’impatto;

5. I'impulso del momento delle forze trasmesso dall’asse al disco nell’istante dell’im-
patto.

Secondo problema

Figura 1.17.: Sistema termodinamico considerato nell’esercizio.
g

Un recipiente cilindrico verticale, con sezione di area A, é dotato di un pistone di massa
ignota. Le pareti del cilindro e il pistone sono isolanti termici ideali (perfetti). Il recipiente
contiene una miscela di gas ideali di tre tipi diversi, costituita rispettivamente di nq, ng e
n3 moli di ciascun gas. Le capacita termiche molari a volume costante, dei tre gas, valgono
rispettivamente C7, Cy e (5. Si chiamino P, V e T le ovvie variabili termodinamiche
che si riferiscono al sistema nel suo complesso. Inizialmente il sistema € in equilibrio con
V = VaeT = Ty, noti. Nel seguito si trascuri il lavoro fatto dall’atmosfera.

1. Dimostrare che una trasformazione reversibile effettuata agendo sul pistone segue
la legge PV7 = cost e determinare +;

A un certo istante si appoggia un corpo sul pistone, lo si lascia andare da fermo e si
attende il raggiungimento del nuovo equilibrio. Si misura di nuovo il volume occupato
all’equilibrio, che risulta essere Vg = Vy/3.

2. Determinare la massa complessiva del pistone e del corpo che vi & stato appoggiato.

3. Determinare la variazione di entropia dell’universo.
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Facoltativo: si discuta se il lavoro fatto dall’atmosfera sia davvero trascurabile.

Soluzione problema 1
Domanda 1
Definizioni:
o vettore posizione del proiettile in partenza: r = aé,
o quantita di moto del proiettile in partenza: p, = mvoé, + mvoé€, + muvpé,
o momento angolare del proiettile in partenza: lo = r X pg
o momento angolare del disco: Iy = %M R%weé,
o bordo del disco: «
o piano della traiettoria del proiettile: 7
o punto di v che inizialmente interseca 7: Q
o punto di 7 che inizialmente coincide con Q: Q'
o piede della perpendicolare da @ sulla retta OP: H
o punto del bordo del disco colpito dal proiettile: B
o misura angolo Q/O\P: ©o

o misura angolo aO\P (percorso in senso orario durante la rotazione del disco fino
all'impatto): Agp

o lunghezza del segmento PH: x
o lunghezza del segmento PQ: b
(0]

L’angolo CTPT-[ misura 7 /4rad perché le componenti v, e vy di v; sono uguali. La traiet-
toria del proiettile giace su un piano percheé si tratta del moto di un grave (in presenza
della sola forza peso).

lo = aé, x (mupéy + mugéy + mugé.)

= —amuvpé, + amvgé,

Si consideri come sistema l'insieme disco + proiettile. Le forze e i momenti esterni al
sistema sono quelli applicati dall’asse e la forza peso.
La componente z del momento delle forze risultante sul sistema é nulla.
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Figura 1.18.: Costruzione geometrice per il primo esercizio.

La conservazione della componente z del momento angolare del sistema, inizialmente
nullo, implica:

1
§MR2w + amuvg =0

da cui

Domanda 2

La proiezione di v; sul piano del disco rimane costante (moto di un grave) e il suo modulo
vale v/2vg. Il tempo At impiegato dal proiettile per arrivare sulla verticale di @, momento
in cui B = @’ nel caso di impatto sul bordo, vale
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Contemportaneamente il disco compie una rotazione

m ab V2m b
“Ap=wht= V2 =
Nota: questo valore non dipende da vg; questo significa che & sempre lo stesso punto B di
~ a trovarsi in @)', anche nel caso in cui il proiettile sorvoli il punto @' senza impattare
Su 7.

Per la determinazione di b basta risolvere 'equazione (a + z)? + 22 = R?, derivante
da semplici considerazioni geometriche (vedi figura), e selezionare la soluzione positiva.
Si ha:

2R —a?—a 3
VIS

2
b = \/ix:?”f}z

Pertanto I’angolo tra la retta OP e la retta OB (azimut del punto di impatto del
disco) vale:

. T m ab . 3 6 m
$o + Ap = arcsin <E> + ﬂﬂﬁ = arcsin <5> + o5 M

Domanda 3

Continua a conservarsi la componente z del momento angolare del sistema, che & nulla. Tale
componente ¢ proporzionale alla velocita angolare w’ richiesta dal testo e il coefficiente di
proporzionalita é il momento di inerzia del corpo rigido costituito dal disco piu il proiettile
attaccato sul bordo. Pertanto deve essere:

Ww'=0

Domanda 4

La quantita di moto p; del sistema, immediatamente prima dell’impatto, coincide con
quella del proiettile perché il centro di massa del disco ¢ fermo. Da p, e dalla legge del
moto di un grave, si ha:

P = M€y + mug€, — mupé,

Dopo I'impatto il centro di massa del sistema ¢ fermo, pertanto 'impulso delle forze
trasmesso al sistema durante 'urto & pari a —p;. Poiché la forza peso non é impulsiva,
tale impulso é trasmesso tutto dall’asse.

Nota: dal confronto con pg si vede che le componenti x e y trasmesse dall’asse all’i-
stante dello scatto sono "riassorbite” a quello dell’impatto. Viceversa, la componente z
dell’'impulso trasmesso dall’asse & la stessa all’istante iniziale e a quello finale. Questo
comportamento ¢ dovuto all’'impulso trasferito dalla forza peso durante l'intervallo di
tempo At.
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Domanda 5
II momento angolare L; del sistema (rispetto al solito polo O) immediatamente prima
dell’'impatto é:
7 1 2 4
L1 = OQ Xpl + §MR wey
. A . . . 1 .
= [(a + ) é; + x&,] X [mvoéy + mupé, — mugé,] + §MR2wez
da cui, con i risultati trovati precedentemente per x e w, segue:
3 . 4 .
L, = —ngvgez + ng’ery

Poiché il momento angolare del sistema dopo I'impatto & nullo (tutto é fermo), ne risulta
che I'impulso del momento delle forze trasmesso dall’asse al disco & —L1; per le stesse
considerazioni della risposta precedente, I'impulso del momento della forza peso ¢ nullo
durante 1'urto.

Nota: —Lq giace sul piano del disco ed ¢ diretto perpendicolarmente alla retta OQ)’,
come era facilmente prevedibile.

Soluzione problema 2

Domanda 1

Con ovvie definizioni dei simboli:
P=P+P+PF

PV =PV + BV + PV =nRIT +noRT 4+ n3RT = (n1 + no + ’I’L3) RT
U =n1CiT + noCoT + n3Cs3T = (n101 + n9Cy + ngcg) T

definendo n =ny +ng +n3g e C = (n1C1 + n2Cs + n3C3)/ n il gas soddisfa all’equazione
di stato:
PV =nRT

e la sua energia interna é data da:
U=nCT

Determinate l’equazione di stato e ’energia interna, si pud procedere a sviluppare la
termodinamica della miscela in modo standard. Poiché equazione di stato e I’energia
interna assumono la stessa forma di quelle di un gas ideale, si otterra la stessa equazione
anche per la trasformazione adiabatica reversibile:

PV7 = cost

con vy = —CgR
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{Per completezza riportiamo un possibile procedimento}
dU = nCdT
per una trasformazione adiabatica:
0Q=dU+déL=0
per una trasformazione reversibile:
0L = PdV

La trasformazione adiabatica reversibile ¢ dunque caratterizzata dall’equazione differen-
ziale:

nCdT + PdV = 0 (1.27.1)

Differenziando 'equazione di stato:

PdV 4+ VdP = nRdT

dT = LPd\/ + LVdP

nR nRk
che, sostituita nella (|1.27.1]), produce:
C C
—PdV + =VdP + PdV =0
rRVTRTET
¢t RPdV = —QVdP
R
e quindi
C+RdAV _ dP
c v P
definita v = % I’equazione precedente si integra in:

e finalmente:
PVY = PV = cost
Domanda 2

Non appena il corpo sul pistone viene rilasciato, lo stato é fuori equilibrio e la trasforma-
zione che ne consegue & quindi irreversibile. Se si trascura il lavoro fatto dall’atmosfera,
tutto il lavoro sul sistema ¢ fatto dalla forza peso. Al nuovo equilibrio il pistone si é
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abbassato di una quantita

Vi Vs 2V

A 3 A
Dette rispettivamente m, e m. le masse del pistone e del corpo aggiunto, il lavoro fat-
to dalla miscela contro la forza peso ¢ L = — (my 4+ m.)gh. Per una trasformazione

adiabaticas:
Q=AU+L=0

nel nostro caso:

2 (mp +me)

AU=-L= "t IV = nC (T — Ta) (1.27.2)

dove Tg ¢ la temperatura al nuovo equilibrio. Detta P,y la pressione atmosferica e tenuto
conto delle due equazioni relative all’equilibrio meccanico, le equazioni di stato ai due
equilibri termodinamici diventano:

(Patm + %) Vi = nRTy (1.27.3)
(P + Tod I ) Vis = nRTp (1.27.4)

Le equazioni ([1.27.2)), (1.27.3]) e (1.27.4) costituiscono un sistema di 3 equazioni per le 4
incognite m,,, M., T € Patm; il sistema puo essere risolto in funzione del parametro Piom,
fornendo:

A
= — (nRT4 — PymV.
mp gVA(n A tmVa)
A 2R
e = ——— (nCT RTy — PV,
m gVAC—QR(n A+ nRTy tmV4)

Oppure, pit semplicemente, dalle equazioni ([1.27.2) e (1.27.4) e considerando come
incognita la massa complessiva m = m,, + m.:

A c
= 5 _Pam
m Vi 3R (3nRTy tmVA)

. _ 3nCTa = 2PunVa
BT T 30(C - 2R)

che, in assenza di atmosfera, si riducono a:

A C
= Ty ——
m = 3nR AgVAC—2R
C
Tg = ———T
B~ (c=2r)™*
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Domanda 3

L’osservazione fatta in risposta al primo quesito vale anche per la formula della variazione
di entropia della miscela tra i due stati:

,—ZB LB
AS = In{ =)+ In| —
S nC’n( A) an(VA)

Trascurando la variazione di entropia dell’atmosfera (I’atmosfera ¢ termicamente isolata
e, trascurando il lavoro fatto da essa, la sua temperatura non cambia; cosi la variazione
di entropia dell’atmosfera dipende dal logaritmo del rapporto tra il volume iniziale e
quello finale, che ¢ assai prossimo a 1), AS rappresenta anche la variazione di entropia
dell’'universo.

Facoltativo

Per superare l'effetto della pressione atmosferica le masse in gioco dovrebbero essere
superiori alla superficie A moltiplicata per una densita di 1kg/cm?: per dimensioni
ragionevoli del pistone e del corpo questo é poco verosimile. Pertanto, in un caso reale, la
pressione atmosferica non sara piccola in confronto a quella dovuta alle masse m,, e m..
Questo comporterda un moto sufficientemente lento del pistone affinché le molecole d’aria
vi restino in prossimita e continuino a urtarlo: il lavoro compiuto dall’atmosfera non sara
quindi trascurabile rispetto a quello della forza peso sulle masse in gioco.
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1.28. 3 giugno 2015

Primo problema

Si consideri un biliardo con alcune palle di raggio R sulla sua superficie. I coefficienti di
attrito radente tra palle e piano del biliardo sono us e g < pts, mentre non sussiste alcun
attrito tra due palle quando esse entrano in contatto. In tutto il problema le palle devono
essere considerate come corpi rigidi di massa m che effettuano urti perfettamente elastici.
Si supponga inoltre che, al momento di colpire una palla con la stecca, la forza impulsiva
applicata alla palla abbia la direzione della stecca.

Nell’intero problema tutte le quantita fisiche date o richieste sono definite nel sistema
di riferimento solidale col biliardo.

1. Si consideri un colpo secco dato, a una palla ferma, con la stecca orizzontale e
centrale, nel senso che il piano verticale contenente la stecca divida in due semisfere
la palla. Determinare a che altezza dal piano deve essere assestato il colpo affinché,
immediatamente dopo, la palla rotoli senza strisciare.

2. Si consideri ora un urto centrale, cioé con parametro d’impatto nullo, tra due
palle. La prima palla ¢é inizialmente in movimento di puro rotolamento con velo-
cita di traslazione vy, mentre la seconda palla é ferma. Dopo I'urto, determinare
completamente il moto della palla inizialmente ferma.

3. Nel caso del punto precedente 2., determinare completamente il moto della prima
palla, successivamente all’urto.

4. Si consideri ora un urto, tra due palle, con parametro d’urto positivo b < 2R. La
prima palla ¢ inizialmente in movimento di puro rotolamento con velocita di trasla-
zione vy, mentre la seconda palla é ferma. Dopo 1'urto, determinare completamente
il moto della palla inizialmente ferma.

5. Nel caso del punto precedente 4., determinare sia i vettori velocita di traslazio-
ne e velocita angolare della prima palla e che le loro derivate rispetto al tempo
immediatamente dopo l'urto.

6. Nel caso del punto 4., descrivere qualitativamente la traiettoria della prima palla,
successivamente all’urto, e determinarne il raggio di curvatura immediatamente
dopo 'urto.

Secondo problema

Un recipiente cubico di latol = 1m, con pareti trasparenti al calore & diviso in due parti
A e B da un setto verticale, anch’esso trasparente al calore, di spessore e capacita termica
trascurabile, scorrevole lungo il cubo con attrito trascurabile (si veda la Figura [1.19)).
Inizialmente la parte A é riempita di acqua fino all’orlo e corrisponde ad una frazione
fo =1/2 dell'intero volume, mentre la parte B é riempita da n = 0.1 moli di gas perfetto
monoatomico. Il setto € mantenuto in posizione tramite una barretta orizzontale, di massa
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liquido gas

v

0 7l !

Figura 1.19.: 1l sistema considerato nel problema.

e capacita termica trascurabile, sulla quale agisce una forza orizzontale di intensita Fjy.
L’esterno si trova ad una temperatura T = 300K.

1.

Determinare ’espressione ed il valore numerico per Fy ( si assume che Fj sia il
valore minimo necessario a mantenere il setto in equilibrio).

Si elimina la forza Fy e si attende il raggiungimento della posizione di equilibrio.
Determinare la nuova frazione di volume f; della parte A. Si esprima f; in funzione
del rapporto a fra la pressione idrostatica pgl e la pressione del gas nRTg/I® | e
si utilizzi lo sviluppo in serie v/1+x = 1 + /2 — 2%/8, valido per piccoli x, per
trovare il valore numerico di fi, discutendo la validita di tale approssimazione.

. Determinare il calore ()1 scambiato con ’esterno in questa trasformazione, specifi-

cando se si tratti di calore assorbito o ceduto dal sistema.

. Si isola termicamente il cubo, lasciando il setto divisorio permeabile al calore e,

agendo lentamente sulla barretta in modo da mantenere il sistema sempre in equili-
brio, si riporta il setto nella configurazione geometrica iniziale, cioé con la sezione
A che occupa una frazione di volume fy. Determinare la variazione di entropia in
questo processo e la termperatura finale raggiunta dal sistema liquido+gas.
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Soluzione problema 1
Domanda 1

Sia J il modulo dell'impulso (orizzontale) trasmesso alla palla nel punto di altezza y
rispetto al piano del biliardo. Il modulo M del momento di tale impulso rispetto al centro
di massa G vale M = J (y — R). Dette inoltre:

v modulo della velocita di traslazione della palla
w modulo della velocita angolare di rotazione della palla
1= %mR2 momento d’inerzia della palla rispetto a un asse passante per G

L modulo del momento angolare della palla rispetto a G affinché si abbia
rotolamento puro

deve essere

v
w=—=
R
da cui segue
) IJ
L: = |]— = —
“T'R™ mR

ma anche

L=M=J(y—-R)

Abbiamo infine

N

Y - R
—r=J R
e risolvendo per y troviamo
1 7
—R+— —"'R
Y + mR 5

Domanda 2

Nel sistema di riferimento del testo, si consideri il sistema di coordinate cartesiane or-
togonali avente assi x e z giacenti sul piano del biliardo e asse y verticale, rivolto verso
I’alto. L’origine O coincida con la proiezione ortogonale del centro della prima palla
(inizialmente mobile) sul piano del biliardo nel momento in cui le due palle si urtano. Sia
P la proiezione del centro della seconda palla, quando questa é ancora ferma, sul piano
del biliardo. L’asse z abbia la direzione e il verso del vettore O P, mentre ’asse z quelli
necessari per formare un sistema sinistrorso (standard).

Le coordinate di P sono (2R, 0,0). Si ha:
Vo = Vp€y
La velocita angolare della prima palla prima dell’urto é:

Wo = —woés = —%éz (1.28.1)

@ 145 versione del 22 marzo 2018



1.28. 3 GIUGNO 2015

Poiché le palle sono liscie, le forze impulsive che si sviluppano tra di esse durante 1’urto sono
perpendicolari alla loro superficie e quindi giacenti sulla congiungente dei due centri G1 e
G2, con la direzione di é,. Pertanto le velocita di traslazione delle palle immediatamente
dopo 'urto hanno solo componente x.

Poiché le forze impulsive sono solo quelle tra le due palle, la quantita di moto totale di
entrambe le palle si conserva durante 1'urto:

muvg = mwi + muws

dove w; e wsy sono, rispettivamente, le componenti x delle velocita della prima e della
seconda palla immediatamente dopo 1'urto.

Le forze impulsive lungo la retta G1G2 non hanno momento rispetto ai centri delle
palle, pertanto i momenti angolari di spin (cioé rispetto ai rispettivi centri) delle due palle
si conservano separatamente, cosi come, di conseguenza, le rispettive velocita angolari.

Infine, la conservazione dell’energia cinetica, garantita dall’elasticita dell’urto, fornisce:

1 1 1 1 1
§mv§ + 5]&}8 = imw% + 5[008 + imwg (1.28.2)
Dalla (|1.28.1)) e dalla (|1.28.2) si ricava:
w1 = 0
wo = Vo

Le condizioni iniziali per il moto della seconda palla dopo 'urto sono dunque:

r2(0) = 2Ré, + Ré,
7"2(0) = ’U(]ém

dove 7986 il vettore posizione di Go e wo la velocitd angolare di rotazione della palla
(’angolo di rotazione delle palle ¢ considerato irrilevante, data la loro simmetria).
Poiché il punto della palla a contatto con il piano del biliardo inizialmente striscia su
di esso con velocita vy, risente di una forza di attrito radente dinamico costante finché
continuera a strisciare:
Fy = —pgmge,

il cui momento rispetto a Govale
My = —Rey, N Fy = —pgmgRe,
Dalle due equazioni cardinali della dinamica applicate alla seconda palla:
—pdmg = M

2
I, = ng%Q,Z

—pamgR
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che, risolte con le condizioni iniziali specificate, forniscono:

1 . .
o = <—2/Ldgt2 —+ Uot —+ 2R> €, —+ Rey

wo = 00 t)e
2 = 2NdR z
oltre all’andamento temporale della velocita di traslazione:
Tg = —pagt + vo

Tali soluzioni, naturalmente, sono valide solo fino al momento ¢ = t5 in cui la palla smette
di strisciare, dopo di che la forza d’attrito si annulla e il moto diventa di puro rotolamento.
L’istante a cui questo avviene soddisfa all’equazione di rotolamento puro:

i‘g(tQ) = —w27z(t2)R

5
—agts +vo = §Md9t2

da cui
2’1)0

2 p—
Tpag
La successiva velocita di traslazione vale:

.. . 5 .
ey = (—pagte +vo) €x = ~Voéq

Domanda 3

Le condizioni iniziali per il moto della seconda palla dopo 'urto sono state ricavate nel
punto precedente:

7“1(0) = Réy
71(0) =
wl(()) = *Woéz

dove 71 ¢ il vettore posizione di G; e wy la velocita angolare di rotazione della palla.
Anche in questo caso vi ¢ strisciamento iniziale del punto di contatto con la superficie del
biliardo, con forza di attrito radente dinamico:

F = Mdmgéx
il cui momento rispetto a Gy vale

M, = —-Rey, N F1 = ugmgRe,
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La soluzione delle relative equazioni cardinali, in modo perfettamente speculare al prece-
dente, fornisce:

1 . .
T = §udgt26x+Rey

Vo 5 g N
= =2+ Spat
w1 < R + 2MdR > €,
oltre all’andamento temporale della velocita di traslazione:
Ty = pggt

Tali soluzioni, naturalmente, sono valide solo fino al momento ¢ = t; in cui la palla smette
di strisciare, dopo di che la forza d’attrito si annulla e il moto diventa di puro rotolamento.
L’istante a cui questo avviene soddisfa all’equazione di rotolamento puro

$.1 (tl) = *wlyz(tl)R

5
Hagti = vo — §Nd9t1

da cui
21}0
Trdg

La successiva velocita di traslazione vale

.. . 2
T1€x = Uqgt1€; = ?U(]em

Domanda 4

Si usi lo stesso sistema di coordinate dei punti precedenti. Sia 6 I’angolo tra v e asse ,
si ha:

sinf = —

2R

b 2
cosf =4/1— <2R>

Adesso la velocita iniziale della prima palla si scrive
Vg = vg cos Bé, + vy sin fe,,
e la sua velocita angolare

. « ~ Vo . N Vo A
wo = wop sin e, — wgcosbe, = 7 sinfe, — Ecos@ez
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Le stesse considerazioni sulla direzione delle forze impulsive, la conservazione della quan-
tita di moto e dell’energia cinetica portano alle seguenti espressioni per le componenti x
delle velocita immediatamente dopo 'urto:

wlza'cl(O):O
="

wy = #2(0) = vy cos b

mentre le componenti z delle stesse velocita, anch’esse come nella domanda 2, hanno gli
stessi valori antecedenti all’urto:

21(0) = vgsin @
2(0) =0

Anche le velocita angolari delle due palle non variano nell’urto:

w1(0) = wpsinbé, — wp cosbé,
(.UQ(O) =0

Pertanto, le considerazioni fatte per il moto della seconda palla possono essere ripetute
con le seguenti condizioni iniziali

r2(0) = 2Ré, + Re,
72(0) = vg cos fé,
wg(O) =0

dove 'unica variazione rispetto alla domanda 2 é la sostituzione di vy con vgcosf. In
conclusione le nuove soluzioni sono:

1
ry = <—2,udgt2 + vot cos 8 + 2R> e, + Re,

5 4.\ .
wo = —iﬂdﬁt e
2 vg cos b
2=z
7 fag

con velocita di traslazione finale
A 5) R
To€s = ?vo cosfe,

Domanda 5

I vettori velocita di traslazione e velocita angolare della prima palla immediatamente
dopo l'urto sono stati gia calcolati al punto precedente:

w1(0) = wpsinfé, — wy cosbe, (1.28.3)
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w1:0

21(0) = vgsinf
dove le seconde possono essere riscritte insieme come:
71(0) = vgsinfe, (1.28.4)

La velocita del punto di contatto della prima palla con il piano del biliardo (cioé con O,
al momento dell'urto ¢t = 0), & data dalla formula generale per la velocita di un punto di
un corpo rigido:

vy =71(0) + wi(0) A G10 = vpsinbe, + (wpsinbé, — wg cosbe,) A (—Rey)

da cui
v, = —vgcos e,

Pertanto, ancora una volta, & presente una forza di attrito radente:

Fi= Mdmgéx
M, = —Rey, N F1 = pgmgRe.

Dalle equazioni cardinali si ricava immediatamente:

. F .

#1(0) = Hl = jggé, (1.28.5)
, M, 5 g.

@1(0) = =+ = iud%ez (1.28.6)

Domanda 6

Come si vede dal risultato del punto precedente, immediatamente dopo 'urto la prima
palla ha una velocita di traslazione lungo l'asse z e una forza esterna risultante (per-
pendicolare) lungo l'asse x. Il risultato sara una rotazione del vettore velocita verso
I’asse x. Il raggio di curvatura r. iniziale si puo calcolare direttamente dai valori della

velocita (1.28.4) e dell’accelerazione centripeta (|1.28.5)):
B (41)* _ vdsin?6
|#1] pdg

Te

Contemporaneamente, la componente z (negativa) della velocita angolare dimi-
nuisce in modulo a causa della derivata ((1.28.6). Questo risulta in una rotazione del
vettore velocita angolare, anch’esso verso 'asse x, ma con verso di rotazione opposto a
quello della velocita. Il risultato & che 'angolo ¢ tra velocita di traslazione e velocita
angolare di rotazione, superiore a 7/2 immediatamente dopo 'urto, tende a diminuire.
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Il processo prosegue, producendo una traiettoria curva con concavita rivolta verso ’asse
x, mentre 'angolo ¢ diminuisce fino a 7/2, quando la forza d’attrito assume la stessa
direzione della velocita, il moto di G; diventa rettilineo e finalmente la palla rotola senza
strisciare.

Soluzione problema 2

Domanda 1

Sul setto agiscono la forza esterna Fj, la forza dovuta alla pressione del gas e la forza
dovuta alla pressione idrostatica del liquido. La forza dovuta al gas é semplicemente
TLRTE nRTE
F)=pS= 2 = (1.28.7)
“ (L—fo)l? (1—fo)l

La pressione idrostatica del liquido varia con 'altezza piezometrica z (z asse verticale
rivolto verso l'alto), ma ¢ la stessa su un elemento di superficie dS di altezza dz e larghezza
[. Pertanto, in modulo, si ha:

l
1
FY = / pgl(l — 2z)dz = §pgl3 (1.28.8)
0

Si noti che il risultato non dipende dalla frazione di volume fy occupata dal liquido! La
condizione di equilibrio ci permette di scrivere Fyy come

1 nRTE
Fy=F° F9 — —pgl> - ——"= _ ~ 45kN 1.28.9

Domanda 2

Togliendo la forza esterna, il setto si muove verso destra fino a che la parte A non occupa
una frazione f; di volume. Il liquido raggiunge una altezza h e la sua spinta é data da

un integrale simile a quello di Eq. (|1.28.8))

h
1
F} = / pg(h—2z)ldz = ipgh2l (1.28.10)
0

mentre la pressione esercitata dal gas sulla parete é

nRTE l2_ nRTE

1-f)e (1—f)l

La relazione fra 'altezza h del liquido e la frazione f; é data dalla conservazione del
volume del liquido:
fold = hfil®? = fol = fih (1.28.11)
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Quindi la condizione di equilibrio &

1 T 1Bf2 T

0= Lognti— nRTp _ pg éfo _ nRTg

2 (11— 1)l 213 (1—-f)!

Scrivendo "
Py
= ~ 4
“=rr, =Y

si ottiene l'’equazione di secondo grado in f;

2ff +afifr —af§ =0

che ha come unica soluzione accettabile

I N R DU PR A
= ( HafoZ 1>_1 afo_o.s

avendo utilizzato 'espansione in serie per v/1 + x. In questo caso z = 8/(afZ) ~ 0.8 per
cui I'espansione non ¢ pienamente giustificata. In effetti, il calcolo corretto da f; = 0.854.

Domanda 3

Il sistema gas+liquido non compie lavoro verso l'esterno, per cui il calore ceduto & uguale
alla variazione di energia interna. Questa ¢ dovuta solamente alla variazione di energia
potenziale del liquido, in quanto la temperatura finale é uguale a quella iniziale, per cui
I’energia interna dei due fluidi non varia. Se h é la nuova quota del liquido, risulta

fo— f1
2f1

<0

—1
= prgl* fo

h
Q1 =AU =mpg 5

Il calore é ceduto dal sistema all’ambiente esterno.

Domanda 4

La trasformazione é adiabatica reversibile, per cui isoentropica

AS =0

Fra lo stato iniziale e finale variano sia temperatura che volume del gas, mentre per il

liquido cambia solamente la temperatura. Allora:

Vv T T
AS = ”RIOgVJ; "‘nClegTJ; —I—mcLlog?J; =0
da cui - i
log == n log ﬁ ~ 1078

Tg  nCv +prl3focr, fo
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Pertanto risulta Ty ~ T: 'enorme quantita di liquido (meta cubo, quindi 5001) svolge il
compito di serbatoio termico e mantiene la temperatura costante.
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1.29. 3 luglio 2015

Primo problema

>
X

B B
Figura 1.20.: La trave del problema, nella posizione iniziale e in una posizione generica
per t > 0.

Una trave omogenea, di lunghezza [ e massa m, & tenuta appoggiata al suolo in posizione
verticale da una gru agganciata all’estremo superiore A.

Si fissi una terna cartesiana sinistrorsa avente gli assi x e y, rispettivamente orizzontale
e verticale, come in Figura e 'asse z di conseguenza.

All’istante t = 0 la trave viene messa in rotazione con velocita angolare w = wgécostante,
da una opportuna forza impulsiva orizzontale agente sull’estremo B a contatto con il
suolo. Il manovratore della gru deve regolare, istante per istante, la forza F' sull’estremo
A, in modo da mantere tale estremo lungo la verticale iniziale, I’estremo B a contatto
con il suolo e la velocita angolare di rotazione della trave costante lungo 'intero tragitto,
fino al contatto di tutta la trave con il suolo. L’estremo B scivola senza attrito lungo
I’asse orizzontale.

Determinare:

1. il moto del baricentro G della trave: traiettoria, velocita e accelerazione;
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2. I’andamento dell’energia cinetica della trave durante il moto;

3. i lavori fatti, nel portare la trave dalla posizione verticale a quella orizzontale,
rispettivamente dalla forza di reazione del suolo IN, dalla forza peso P e dalla forza
F applicata dalla gru all’estremo A;

4. la reazione N (t) del suolo sull’estremo B della trave;

5. il valore limite della velocita di rotazione wy oltre il quale il manovratore non
pud mantenere 'estremo B della trave sempre a contatto con il suolo secondo le
specifiche;

6. le componenti Fy(t) e Fyy(t) della forza F = F,e, + F,e,, verificando esplicitamente
il risultato trovato al punto 3. sul lavoro compiuto da F' durante il moto. Si verifichi,
inoltre, se esistono dei valori di wq e di t per i quali 'angolo formato da F' con I’asse
orizzontale sia minore di 7/2, come arbitrariamente illustrato nel disegno.

Secondo problema

C

Figura 1.21.: 1l cilindro, il pistone mobile e il setto poroso nello stato iniziale e in quello
finale.

Un cilindro dotato di un pistone mobile e di un setto poroso fisso contiene n moli di gas

ideale monoatomico. La sezione trasversa del cilindro ha area A. La camera C, costituita
dalla porzione di cilindro compresa tra il setto poroso e il fondo, ha volume V.
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Il setto poroso é sede di una diffusione del gas sufficientemente lenta da permettere
alle due porzioni separate di gas di raggiungere una situazione di quasi equilibrio, a
parte la lenta diffusione, con grandezze termodinamiche ben definite in ciascuna porzione.
Inizialmente tutto il gas si trova nella camera C' alla pressione P, il pistone ¢ mantenuto
appoggiato al setto poroso e tutto il sistema ¢ all’equilibrio termodinamico.

L’intero cilindro viene isolato termicamente dall’ambiente esterno. Successivamente si
riduce la forza esterna applicata al pistone in modo che la pressione da esso determinata,
in condizioni di equilibrio, assuma il valore P, < P;.

1. Determinare la temperatura del gas quando questo raggiunge il nuovo equilibrio
termodinamico.

2. Determinare quante moli di gas restano nella camera C', quando viene raggiunto il
nuovo equilibrio termodinamico.

3. Stabilire se la trasformazione subita sia reversibile o irreversibile.

4. Si supponga di eseguire lo stesso esperimento, ma senza isolare termicamente il
cilindro rispetto all’ambiente circostante: determinare la variazione di entropia
dell’universo in questo diverso caso.

5. Nel caso dell’equilibrio raggiunto con lisolamento termico (domande 1, 2 e 3),
successivamente si riporta istantaneamente la forza esterna applicata al pistone a
un valore tale che, all’equilibrio, questo torni a esercitare sul gas una pressione P;.
Ci si chiede se lo stato finale del gas torni ad essere quello iniziale nella camera C,
pertanto si determini la temperatura del gas al nuovo stato finale.

Soluzione primo problema
Domanda 1

Il centro di massa G si trova a meta della trave e le sue coordinate sono
1
T = —Ilsinf
¢7 3
1l 0
= —[cos
Yy 5
Per ipotesi la velocita angolare ¢ mantenuta costante: 6 = wo. Da questo segue
0(t) = wot

dove abbiamo imposto la condizione iniziale #(0) = 0. Possiamo quindi scrivere le
coordinate del centro di massa in funzione del tempo

1 .
To = ilsmwot

1
yg = il cos wot
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La traiettoria & un arco di circonferenza di raggio 1/2. Derivando si ricavano velocita e

accelerazione:

. 1

Tg = Qlwo cos wot (1.29.1)
1

Ja = —glwosinwot (1.29.2)

. 1 5.

ig = —§lw0 sin wot (1.29.3)
1

iic = —§lw(2) cos wot (1.29.4)

Domanda 2

L’energia cinetica della trave, ad un generico istante, vale:

1 2 1 2
EK = iva + EIGWO

Sostituendo la velocita trovata nelle Equazioni (1.29.1) e (1.29.2)) e ricordando che per
una trave I = mi?/12, si ha:

Pertanto I’energia cinetica ¢ una costante del moto.

Domanda 3

Scriviamo il lavoro compiuto dalle forze esterne IN, mg e F'. La reazione vincolare IN &
perpendicolare allo spostamento del suo punto di applicazione B, per cui il suo lavoro ¢
nullo:

Ly=0

Il lavoro della forza peso € semplicemente uguale alla variazione dell’energia potenziale

della trave:
S
pP= m92

Il lavoro dela forza F', esercitata dalla gru, puo essere trovato per differenza. Infatti, dal
teorema delle forze vive, il lavoro totale svolto dalle forze esterne ¢ uguale alla variazione
di energia cinetica del corpo. Essendo 'energia cinetica una costante del moto, il lavoro
totale delle forze esterne ¢ nullo. Pertanto

l

Lp = Lot —Ln — Lp = —mgy
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Domanda 4

Per ricavare la reazione N = Neé,, scriviamo la prima equazione cardinale della dinamica,
utilizzando le Equazioni (1.29.3) e (1.29.4):

F, = mig
Fy+N—-mg = miyg

Abbiamo due equazioni e tre incognite (Fy, Fy e N). La terza equazione deriva dalla
componente z della seconda equazione cardinale, le altre due componenti essendo nulle
per un moto piano.

Prendiamo come polo il centro di massa. E conveniente considerare separatamente le
due componenti F e Fy e scrivere il momento delle forze come

l l l
Mg = (—Fz2cost9—Fy251n9+N2sin0) z

ma dato che la velocita angolare ¢ costante il momento angolare rispetto al centro di
massa non cambia, e quindi M g = 0. Dalla prima equazione cardinale troviamo

F, = mxqg
F, = mjg+mg—N

e sostituendo in M = 0 otteniamo
—migcost — (mijg + mg — N)sinf + Nsinf =0

da cui

m (. cos@ .
N=—\|ig—+la+g
2 sin 0

Inserendo le espressioni esplicite delle accelerazioni ottenute precedentemente abbiamo

2
N:mg<1—lwocosc9>
2 g

Domanda 5

Se la trave rimane a contatto con il suolo si ha N > 0. Questo accade quando

2 g
wy <
O Jcosf

Perché questa condizione sia verificata a tutti gli angoli deve essere

w8<%
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Domanda 6

Inseriamo N e le espressioni esplicite delle accelerazioni nelle espressioni trovate prece-
dentemente per le componenti delle forze. Abbiamo

1
F, = —imlw(% sin 6

1
Fr = =
Y 59
La forza é applicata all’estremo A, che si muove solo verticalmente. Quindi il lavoro ¢
1
Lr= | Fydy = —§mgl

in accordo con il risultato trovato precedentemente.

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Dato che il sistema é isolato termicamente il lavoro fatto su di esso deve essere uguale
alla variazione dell’energia interna:

Py (Vi = Va) = ney (Tr — Th)
D’altra parte nello stato di equilibrio iniziale e finale deve valere

P1V1 = nRT1
Pg‘/g = TLRTQ
Abbiamo quindi la temperatura iniziale

P
T =
! nR

e sostituendo i volumi nella Equazione troviamo

P ey
TR

L=

Ty

La temperatura finale ¢ quindi inferiore a quella iniziale, dato che P»/P; < 1. Dato che
cy /R = 3/2 possiamo anche scrivere

1 b
To=—-(3+2— | T
2 5< + P1) 1
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Domanda 2

Dall’equazione di stato applicata al gas nella camera C' abbiamo
PQVI = nCRTQ

mentre per tutto il gas vale
Pg‘/g == TLRTQ

Dividendo membro a membro abbiamo

ne Vi TR 1+%

n V% LB By
5P
- 3P, +2P,

Domanda 3

Anche se la trasformazione avviene molto lentamente, e istante per istante lo stato ter-
modinamico dei gas nei due scomparti ¢ ben definito, il processo ¢é irreversibile. Infatti il
processo inverso non avviene spontaneamente. Per verificare questa affermazione si puo
valutare la variazione di entropia del gas tra stato iniziale e stato finale. Abbiamo

P2 T2 V2
AS|—=) = log — Rlog —
<P1> ncy log ) + nitlog "

T,
Ccy Tg P1
= 14+ —=)log = + log —
”R[< * R) 87 T OgPJ
5 1 Py P
= Zlog = 222 ) _log =2
nR [2 og5<3+ P1> ogpl]

Chiaramente AS(1) = 0, come si verifica direttamente. Inoltre

L AS(z) = nR [

234+2x =x

? 1 1
dx

e si trova che AS' é una funzione decrescente di z per 0 < z < 1. Quindi quando P> < P;
I’entropia del sistema aumenta.
Domanda 4

Anche in questo caso non ci si aspetta che la trasformazione sia reversibile, dato che
I'inversa non avviene spontaneamente. L’energia interna del gas non cambia, ma ad esso
viene trasferito un calore (. Dal primo principio abbiamo

P(Vi=V2)+Q=0
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da cuiQ
Q=P V:-W)

La variazione di entropia del gas sara

1% P
AS,qs = nRlog VZ = nRlog Fl >0
1 2

Ma anche ’ambiente esterno varia la sua entropia, dato che & coinvolto in uno scambio
di calore. In particolare sara

_ QB _ BV B Py
ASamb - Tl = Tl (‘/1 ‘/2) = 1| =nR P1 1) <0

La variazione di entropia dell’'universo sara

Ry _ _ Do ) e B2
AS(Pl>—ASgas+ASamb—nR[<Pl 1> logPJ

Ancora una volta AS = 0 se P,/P; = 1. Inoltre derivando rispetto al rapporto delle
pressioni troviamo

d 1
—AS(z)=nR|1——
Segue che AS & minima per P, = Pj, e quindi ¢ aumentata nella trasformazione

considerata.

Domanda 5

Indichiamo con Vy e T il volume e la temperatura finale del gas. Ripetendo il ragiona-
mento fatto rispondendo alla prima domanda abbiamo

P (Vo =Vy) = nR(Ty—1T13)
P1Vf = nRTf

Di conseguenza

ossia
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La temperatura finale ¢ dunque diversa da quella iniziale (a parte il caso ovvio Py = Py).
Per verificare se il risultato € accettabile calcoliamo il volume finale. Abbiamo

P cy
P, 1 P\ B + RT;
VF<1>=<1+P;>P1RH I

Py 2 1—|—% P
P
AT TN
2 Py 1—|—%
P P 3
=5(1+22) (242 )
<+P2)(P1+2> '

Abbiamo Vg(1) = V1. Inoltre
d 3 1
%VF(eT) =5 (2 - l‘2> Vi

che é& crescente per x > 1/2/3. Di conseguenza il gas non rientra interamente nello
scomparto C', possiamo ignorare 'effetto meccanico del setto poroso e 'analisi svolta &
sensata.
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Primo problema

Y

Figura 1.22.: I due cilindri nella situazione iniziale considerata nel problema.

Due cilindri di uguale raggio R hanno masse M; e My e momenti di inerzia I; e I
rispetto al loro asse. In entrambi i casi la massa € distribuita in modo tale che le densita
volumetriche rispettive p; e p2 dipendano solo dalla distanza r dall’asse e non dalla quota
né dall’azimut nei cilindri: p; = p1(r) e p2 = pa(r).

I cilindri, paralleli e allineati tra loro, sono appoggiati su un piano orizzontale e, grazie
ad un opportuno ingranaggio, sono vincolati a muoversi su di esso con un moto di
rotolamento puro.

Inizialmente il cilindro a destra in figura (Ma, I3) ¢ in quiete, mentre quello a sinistra
(Mjy, I1) ha una velocita del centro di massa uguale a ¥y = voZ.

Tra i due cilindri non vi & attrito, e ad un certo istante si ha un urto elastico.

1. Si considerino le reazioni vincolari del piano orizzontale sui cilindri e si spieghi se
durante I'urto queste reazioni siano impulsive o meno.

2. Se My = My e I = I, quali sono le velocita dei centri di massa dei cilindri dopo
l'urto?

3. Sempre nel caso M7 = My e Iy = Iy si consideri la forza impulsiva che il primo
cilindro esercita sul secondo e si calcoli 'impulso di questa forza.

4. Calcolare le velocita finali dei centri di massa dei due cilindri per My, Ms, I e I
qualsiasi.

5. Per quale relazione generale tra My, Ms, I e Iy il primo cilindro é fermo dopo
I'urto? Fornire un esempio di distribuzioni di massa che soddisfino tale relazione,
nonostante sia p1(r) # pa(r).

Secondo problema

Un recipiente cilindrico impermeabile al calore di volume Vj contiene una miscela di
n1 moli di un gas perfetto monoatomico e di ny moli di un gas perfetto biatomico.
All'interno del recipiente si trova un setto scorrevole che puo essere manovrato dall’esterno.
Inizialmente il setto si trova ad una estremita del recipiente, e tutto il volume disponibile
é riempito dalla miscela di gas, ad una temperatura iniziale Ty. Considerando Vg, Tp, nq
e ng come quantita note
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®3) 4)

Figura 1.23.: La sequenza di trasformazioni considerate nel problema. Il setto & permeabile
al gas nelle immagini (3) e (4).

1. Calcolare il lavoro necessario per spostare reversibilmente il setto in modo da
dividere il recipiente in due parti di uguale volume.

2. Nello stato raggiunto precedentemente la miscela di gas occupa solo una delle due
meta del recipiente. Improvvisamente, mentre il setto viene mantenuto fermo a meta
cilindro, esso diviene permeabile al gas monoatomico (ma non a quello biatomico).
Calcolare la pressione nelle due parti, quando si raggiunge nuovamente 1’equilibrio
termodinamico.

3. Adesso si sposta nuovamente e reversibilmente il setto, che rimane permeabile al
gas monoatomico, verso l'estremita nella quale si trovava inizialmente. Calcolare la
temperatura finale del sistema e la sua variazione di entropia rispetto alla condizione
iniziale del problema.

4. Quanto vale il lavoro complessivo fatto sul sistema in tutte le trasformazioni
precedenti, in particolare nel caso nqy = 0 e no = 07

5. Se T}, € la temperatura minima di tutte le sorgenti termiche disponibili, quanto
vale ’energia che ¢ diventata permanentemente inutilizzabile per compiere lavoro?
Si mostri schematicamente come si potrebbe organizzare, alternativamente, una
trasformazione che porti il gas nello stesso stato finale, ma, senza degradare ’energia,
la trasformi invece tutta in lavoro (la quantita di lavoro prodotto deve essere pari
all’energia che nel testo diviene inutilizzabile).

Soluzione primo problema

Domanda 1

La reazione vincolare sul secondo cilindro deve essere impulsiva. Se non lo fosse, I'unica
forza impulsiva agente sarebbe quella di contatto con il primo cilindro. Considerando un
polo posto sull’asse, vediamo che questa avrebbe momento nullo. Di conseguenza il centro
di massa si metterebbe in moto ma il cilindro non ruoterebbe, in contrasto con il vincolo
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di rotolamento puro. In modo del tutto analogo si pud concludere che anche la reazione
vincolare sul primo cilindro deve essere impulsiva: in caso contrario la velocita del cenro
di massa cambierebbe, ma non la velocita angolare, quindi anche in questo caso il vincolo
di rotolamento puro non sarebbe rispettato.

Domanda 2

Poniamoci in un sistema di riferimento che si muove verso destra con velocita %voéx.
Prima dell'urto abbiamo due cilindri identici che si muovono 'uno verso 1’altro con
velocita rispettivamente %Uoém e —%voéx. Scegliendo opportunamente 1’origine, possiamo
fare in modo che 'urto avvenga in essa. Se ruotiamo il sistema di 180° attorno all’asse v,
otteniamo un sistema indistinguibile. Questo significa che se indichiamo con v1é; e v9€é,
le velocita dei cilindri dopo 'urto (univocamente determinate) dovra valere

V1 = —V2

cioé anche dopo l'urto le velocita dovranno essere opposte tra loro. Inoltre per la
conservazione del’energia dovra essere

Vo
V1 = —Vy = +—
2

Scartando la soluzione v; = vg/2 (corrispondente ad assenza di urto) avremo, nel sistema
di riferimento iniziale,

nn = 0
Vo) = Uoéx

cioé i due cilindri hanno scambiato tra loro le velocita.
Alternativamente si potrebbe ottenere la soluzione dalle equazioni del moto, come
mostrato nella risposta alla quarta domanda.

Domanda 3

Consideriamo la variazione del momento angolare del cilindro inizialmente fermo, che
dopo l'urto avra una velocita angolare weé, = —vg/Ré.. Scegliendo come polo il punto
di contatto con il suolo abbiamo

ALy = (I + MoR*) weé, = —JRE,

dove J = Jé, ¢ I'impulso trasferito dal cilindro inizialmente in moto. Notare che J e
diretto lungo 'asse =, data ’assenza di attrito tra i cilindri. Troviamo quindi

I
J= <M2+R22>v0
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Da notare che se Is # 0 questa quantita é maggiore della variazione della quantita di moto
del secondo cilindro, A]% = Msvpé,. La ragione ¢& che al secondo cilindro viene ceduto
impulso non solo dal primo, ma anche dalla reazione vincolare con il terreno. Questa &
una ulteriore conferma che tale reazione ¢ impulsiva.

Domanda 4

Il momento angolare del sistema rispetto ad un polo posto sul piano di appoggio si
conserva. Infatti:

1. la reazione vincolare verticale su ciascun cilindro deve essere uguale e opposta alla
sua forza peso, dato che i centri di massa non accelerano verticalmente;

2. dovunque sia posto il polo, le due forze uguali e opposte considerate precedentemente
hanno lo stesso braccio (la forza peso & applicata al centro di massa che ¢é sulla
verticale del punto di appoggio). Quindi anche il loro momento si annulla;

3. le uniche altre forze esterne sono le componenti orizzontali delle reazioni vincolari,
che hanno braccio nullo.

Abbiamo quindi che durante 'urto
A (El + EQ) =0
dove i momenti angolari dei due cilindro sono

I_:Z‘ = M; (Réy A Uiéz) + Liw;é,
= —MiR’UZ‘éZ + Iiwiéz
v .
=— (M;R*+ I,) Elez

Il
|
~
e

e dunque
) « U1 x U2
—-I==-I[—-15—=
'R 'R R

dove v1 e v9 sono le velocita del centro di massa dei cilindri dopo 'urto. D’altra parte
per la conservazione dell’energia

1,03 1 ,v? 1 02
plipe =olipe Tl

In conclusione abbiamo le due relazioni

1
1}0—’[)1=F1)2
1
I*
2 2 _ 12,2
Yo = U1 = ¥
1

@ 166 versione del 22 marzo 2018



1.30. 2 SETTEMBRE 2015

Scartando la soluzione non rilevante v; = vy e dividendo membro a membro la seconda
equazione per la prima otteniamo

13
Vg — V1 = FUZ
1

V9 + v1 = V2

e risolvendo

207
V9 = v
T nyn
I -1
V1 = U
1 IT+I§ 0

Se i cilindri sono identici I7 = I3 e ritroviamo la soluzione ottenuta nella risposta alla
prima domanda con considerazioni di simmetria.

Domanda 5

Dalla soluzione al quesito precedente vediamo che deve essere I{ = I5. Un esempio
possibile ¢ il seguente. Il primo cilindro ha una massa M; interamente concentrata sull’asse,
quindi I; = 0 e I7 = M;R?. 1l secondo ha una densita di massa costante, e quindi

1
I} = MyR* + 5MQR2
Scegliendo M = %Mg otteniamo la relazione voluta.

Soluzione secondo problema
Domanda 1

La trasformazione del gas é adiabatica e reversibile, e quindi

0= (nlch + HQCVQ) dl'+ PdV
dV

= (nicy1 + HQCVQ) dT + (n1 + n2) RT7

da cui
d£+ (1 +n2) R dl_o
T = nicyi+mnacya Voo

Integrando otteniamo
log TV?~! = costante

con
yoqo Amna) R

ni1cy1 + Nacy2
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e quindi

nicp1 + nacp

nicy1 + nacy2
i + Tng
3n1 + dng

Possiamo calcolare il lavoro W fatto sul sistema direttamente, dato che per una adiabatica
W = AU = (nlch -+ HQCVQ) (T1 — T())

dove T7 ¢ la temperatura finale e

v—1
g -, (1)

Sostituendo otteniamo
W = (nicvi + nacya) (27_1 -1 Ty

-1 _1

= (n1 + n2)RTy po|

Domanda 2

Anche questo processo € adiabatico, e sul sistema non viene fatto lavoro. L’energia interna
non cambia: detta T5 la temperatura nel nuovo stato di equilibrio finale, avremo

(nicy1 + nacy2) Ty = (nicy1 + nacya) To

cioé Ty = T5. La pressione nello scompartimento di sinistra sara data da

1
Tt
P; = ERT1 <Vb> - nlﬂgv—l
Vo

e in quello di destra da

Vo) ! RT
Pr = <% + nz) RT} (20> = (77,1 + 2n2) 70027_1

Notare che questa é la somma del contributo del gas monoatomico e di quello biatomico:
quest’ultima vale

RTy
Py =ng——27
2 = N2 Vo
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Domanda 3

Si tratta nuovamente di una adiabatica. Considerando che il gas monoatomico continua
a occupare l'intero volume e quindi non fa lavoro abbiamo dal primo principio

0= (nlch + ’I’LQCVQ) dT + PydV

dove V ¢ il volume dello scompartimento a destra e P» la pressione del gas biatomico.

Quindi
av
0= (nlc\/l + ’n/QCVQ) dT + TLQRT7

e come in precedenza
/_
TVY ~1 = costante

dove

; _ Micy1 + Nacp2

nicy1 + nacyo
3n1 + "o 21

_3n1+5n2 _7_3n1+5n2

Per la temperatura finale T abbiamo quindi (ricordare che T; = Ty)

Vo)” -
n(y) =moo

cioé
1

::2w2T73::277M75

Ty

e dato che il volume ¢ invariato la variazione di entropia sara
T
AS = (nicy1 + nacys) log rl
To
271

= (n1cy1 + nacyz) log 1

Dato che v > 4/ si ha, come ci si poteva aspettare, AS > 0

2
e log 2

AS = (n]_CV1 + HQCVQ) m

=ni1Rlog?2

Notare che questa ¢ la variazione di entropia dell’espansione libera (da Vy/2 a V) del
solo gas monoatomico. Questa é 'unica trasformazione irreversibile del processo.
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Domanda 4

Il lavoro complessivo si ottiene come nella prima domanda da
Wiot = AU = (nicy1 + nocye) (Ty — To)

271
= (nlch + HQCVQ) (27/1 — 1) To
1

:7/_1

(27—7’ _ 1) nyRT)

Chiaramente W, > 0, quindi complessivamente si é fatto sul sistema un lavoro positivo.

Se n; = 0 il gas monoatomico non ¢ presente, quindi sia la compressione che ’espansione

sono la stessa adiabatica reversibile percorsa nei due sensi. Deve quindi essere Wi, = 0.

Questo si verifica direttamente dalla formula precedente, tenendo conto che nel caso

considerato 7 = 7. Se ny = 0 il lavoro nella trasformazione di espansione si annulla, e il
lavoro totale é solo quello fatto durante la compressione
=1 _1

2
Wiot = miRTp————
v—1

con y=5/3.

Domanda 5

Per portare il sistema reversibilmente nello stato finale possiamo procedere in due passi:

1. con una compressione adiabatica reversibile portiamo la miscela di gas alla tempe-
ratura finale richiesta T'. Per fare questo dovremo comprimere fino ad un volume
V' determinato da
ToVy =TVt

1

Th\ 7-1 r_

V= <0>W Vo =251V,
Ty

cioé

Il lavoro fatto dalla miscela in questa fase é uguale a parte il segno al lavoro totale
fatto nella trasformazione completa considerata alla domanda precedente,

L1 = Wi = —-AU <0
Notare che ’entropia della miscela non cambia in questa fase;

2. adesso con una espansione isoterma riportiamo il volume al valore iniziale. Il lavoro
fatto in questa fase ¢
Ly = Quss = —T1AS; =TfAS

dove Qgss € il calore assorbito dalla miscela (e ceduto dalla sorgente a temperatura
Ty con la quale deve essere mantenuto ’equilibrio termodinamico), ASy la variazione
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di entropia della sorgente e AS quella della miscela (AS + AS; = 0 dato che la
trasformazione ¢ reversibile).

In conclusione rispetto al lavoro L1 = —Wy; fatto dal gas nella trasformazione considerata
precedentemente, abbiamo ottenuto un lavoro aggiuntivo

Ly = TyAS

in accordo con la formula generale per I’energia non piu utilizzabile T;,AS, dato che serve
una unica sorgente esterna e quindi T’y = T,.
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Figura 1.24.: La semisfera considerata nel primo problema.

Primo problema

Una semisfera uniforme, di massa m e raggio r, si trova appoggiata su un piano orizzontale
ed ¢ tirata da una forza orizzontale F', di modulo incognito, applicata in un punto della
circonferenza massima (come in Figura[1.24)). In queste condizioni la semisfera si muove
di velocita costante v senza oscillazioni, ma inclinata di un angolo incognito # rispetto
alla posizione che assume quando é ferma e nessuna forza esterna orizzontale & applicata.
Il coefficiente di attrito dinamico tra semisfera e piano orizzontale vale up = 1/4. Il centro
di massa della semisfera dista 3r/8 dalla superficie piana della semisfera. Determinare:

1. la forza orizzontale responsabile del movimento della semisfera;
2. 'angolo @ di inclinazione della semisfera.

3. (facoltativo) Dimostrare che il centro di massa si trova a 3r/8 dalla superficie piana
della semisfera.

Secondo problema.

Un corpo C' di massa m viene lanciato verticalmente verso I'alto con velocita iniziale vg.
Giunto alla massima quota il corpo esplode in due frammenti C; e Co di masse m; = m/4
e mg = 3m/4. I due frammenti cadono e arrivano simultaneamente sulla superficie piana
terrestre da cui era stato lanciato il corpo C. L’esplosione, che puo essere considerata
istantanea, fornisce ai due frammenti un’energia cinetica addizionale complessivamente
pari a mv/24. Determinare:

1. i vettori velocita di C] e Cy immediatamente dopo 1’esplosione;

2. Tenergia cinetica totale di C7 e Cs nell’istante in cui giungono sulla superficie piana
terrestre;

3. la distanza tra le posizioni con cui C; e Cy arrivano a terra.
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Terzo problema

Un cilindro retto, rigido e adiabatico é diviso in due parti da un setto circolare di area A,
anch’esso retto, rigido e adiabatico. Una parte, di volume V7, contiene n; moli di gas ideale
biatomico; I’altra parte, di volume V5, contiene ng moli dello stesso gas. Inizialmente la
pressione P delle due parti € la stessa ed il sistema si trova in equilibrio meccanico.

1. In tale condizione, si calcoli il rapporto fra le temperature T} e Ty (si assuma nel
seguito dell’esercizio che sia T > Tb);

Rimanendo il setto bloccato in tale posizione, viene ad un certo punto meno la sua
adiabaticita. Si calcolino, ad equilibrio raggiunto:

2. il modulo della forza vincolare che mantiene il setto bloccato;
3. la variazione di entropia del sistema.

4. Considerando ora il sistema nella sua configurazione iniziale, con setto adiabatico,
determinare il massimo lavoro estraibile dal sistema usando un’opportuna macchina
termica ciclica.

Soluzione primo problema

Usiamo un sistema di riferimento ortogonale con asse y verticale e rivolto verso 1’alto,
asse x orizzontale rivolto nel verso di F.
Elenco delle forze che agiscono sulla semisfera:

o Forza peso verso il basso: F', = —mge,
o Forza di sostegno verso 'alto esercitata dal piano orizzontale: N = mge,
o Forza di attrito orizzontale: F, = —upNe, = —mg/4e,

o Forza F' di modulo incognito: F' = Fe,

Domanda 1

Poiché il moto é rettilineo uniforme, la forza risultante deve essere zero, da cui si trova
F =mg/4.

Domanda 2

Il centro di massa del corpo si muove di moto rettilineo uniforme, e il corpo non ruota. Di
conseguenza il suo momento angolare rispetto ad un polo fisso (qualsiasi) non cambia e il
momento risultante di tutte le forze deve essere zero. Solo la componente z del momento
e’ non banale. Abbiamo una coppia di forze orizzontali (attrito e forza esterna)

1
M, =—-Fr(l—sinf)e, = —3mar (1 —sinf)e,
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e una coppia di forze verticali (reazione normale del piano e forza peso)
3 .
My = gmgr sin fe,,
quindi il momento totale vale
M 5 - 1
= | =mgrsingd — —-mgr | e
g™mJ 19 z

che si annulla se sinf = 2/5. Quindi # = arcsin(2/5).

Domanda 3

Poniamo la semisfera con la faccia piana sul piano orizzontale (capovolta). La quantita
di massa disponibile a una quota z sara‘ proporzionale, oltre a dz, al raggio al quadrato
del cerchio orizzontale corrispondente: A = 7 (r2 — z2); questo ¢ il peso del contributo
della variabile z. Abbiamo quindi

 Jo Azdz [ (r?z—2%) dz _ grd— 2t _ §r

o Adz [ (r2—2%)dz rd—2rd 8

RCM

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Al momento dell’esplosione il corpo era fermo, quindi eventuali componenti verticali di
impulso sui due pezzi dovranno essere opposte, ma ’arrivo simultaneo a terra garantisce
che ci siano solo le componenti orizzontali. Il centro di massa rimarra sulla colonna
verticale gia percorsa in salita, quindi i vettori velocita v; e va subito dopo ’esplosione
saranno orizzontali e opposti in verso. In particolare, per lasciare il centro di massa nel
punto in cui avviene ’esplosione, deve valere: v1 = —3wv4y. D’altra parte € nota ’energia
cinetica addizionale, per cui:
1 2 4 1 2 1 2
—m1vi + —Movy = —Mmu
P R D VI
Le due equazioni precedenti permettono di calcolare v; e vo orizzontali, eccetto la loro
direzione. Eliminando v; dall’energia troviamo

9 5, 3, 1 5

gvg + §U2 = ﬁ’UO

e quindi v9 = vy/6 e v1 = vg/2 con direzioni uguali e opposte.
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Domanda 2

Quando i due pezzi arrivano al suolo, conservano le loro velocita orizzontali e riacquistano
la, componente verticale (cambiata di segno) di modulo vg. L’energia cinetica totale vale
quella iniziale pitt quella guadagnata nell’esplosione

1 5 1 5 13
B, = 3™ + 22 MV0 = 5, MY

Domanda 3

La velocita relativa tra le due componenti rimane costante e orizzontale:

Urel = V1 + V2 = gvo

Il tempo di caduta, partendo con velocita verticale nulla, é t. = vy/g. La distanza d tra
le posizioni di arrivo ¢ data semplicemente dal prodotto:

2
205

d = vpete = gg
Soluzione terzo problema
Domanda 1

Dall’equazione di stato troviamo

PV

T = ——

L an

PVy

T = —=

2 TLQR

da cul

L _Wn

T, Vim

Domanda 2

All’equilibrio, conservandosi I’energia interna, deve essere
AU =niey (Tf — Tl) + nacy (Tf — TQ)
da cui

n1T1 + naTh

T, —
! N1+ no
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e quindi
anTf
P=—"
T
TLQRTf
Py=——
T

La forza vincolare necessaria a mantenere I’equilibrio sara, in modulo,

ny n2

F|l=A|P, — P|=ART
| F| [P — P Y

Domanda 3

AS = AS] + ASy
Ty Ty

= In — In —
nicy In T + nocy In T

Domanda 4

Operando con una macchina reversibile arriveremo ad uno stato finale con una tempera-
tura T}‘ comune ai due gas. Quindi

T T;
AS =njcy In =~ + nacy In —-
Levin o 2ev i
ma operando reversibilmente (per rendere massimo il lavoro estratto) avremo AS =0, e
quindi

n1

T; — T1n1+n2 T2n1n+2n2
La macchina termica avra estratto dal corpo piti caldo un calore
Q1 =mnicy (Ty — T}k)

e ceduto al piu freddo
Q2 = nacy (T} — Tp)

Il lavoro prodotto

W =Q1—Qs=nicy (T — Tf) — nacy (T}k —Th)
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Primo problema

Wo

Vo

A

Figura 1.25.: 11 cilindro sul piano orizzontale considerato nel problema.

Un cilindro omogeneo di massa m e raggio R viene lanciato su un piano orizzontale
e privo di attrito con velocita del centro di massa iniziale vy e velocita angolare iniziale
wp. Consideriamo positivi i versi di vy e wp indicati in Figura A destra di A il piano
presenta notevole attrito (da assimilare a infinito) per cui il cilindro ¢ vincolato a un
moto di rotolamento puro.

1. Fissata la velocita vy determinare, se possibile, i valori wg per i quali nel passaggio
per A il moto traslatorio del cilindro si inverte.

2. Supponendo che inizialmente wy = 0, calcolare la variazione di energia nel passaggio
dal lato sinistro al lato destro di A.

3. A destra di A si trova una parete verticale priva di attrito, sulla quale il cilindro
rimbalza elasticamente. Al momento dell’urto con la parete, individuare punto di
applicazione e direzione delle forze impulsive, sempre nel caso wg = 0.

4. Determinare I'impulso trasferito al cilindro dalla parete.

Secondo problema

Un cilindro provvisto di un pistone scorrevole contiene n moli di un gas perfetto mo-
noatomico. Il gas viene sottoposto alla trasformazione ciclica quasistatica descritta in
Figura [1.26

1. Calcolare il volume Vi, e il lavoro che é necessario fornire per eseguire il ciclo.

2. Si dispone di una sorgente esterna alla temperatura T, che viene utilizzata per
eseguire la trasformazione. L’adiabatica e 'isoterma sono reversibili. Per ottenere
Iisocora, si pone il sistema nello stato A a contatto termico con la sorgente mediante
una opportuna resistenza termica in modo che il calore fluisca molto lentamente.
Calcolare 'aumento di entropia dell’universo dopo un ciclo.
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Vo v

Figura 1.26.: La trasformazione termodinamica del problema. Dallo stato A (temperatura
T4 e volume Vj), viene eseguita una trasformazione isocora fino allo stato
B (temperatura Tpg). Segue una compressione isoterma B — C' e una
compressione adiabatica C — A. I parametri T4, T e Vj sono noti.

3. Si vuole adesso operare in modo reversibile. Per farlo si utilizza una macchina ter-
mica reversibile che utilizza il gas come sorgente fredda e la sorgente a temperatura
Tp come sorgente calda per effettuare la trasformazione A — B in modo controllato.
Calcolare il lavoro che ¢é possibile ottenere dalla macchina termica in un ciclo.

Soluzione primo problema
Domanda 1

Al momento del passaggio su A le uniche forze impulsive sono le reazioni vincolari applicate
al punto di contatto. Di conseguenza si conserva il momento angolare rispetto al polo A.
Possiamo dunque scrivere

—muoR + Twy = (I + mRz) w

dove I = mR?/2 ¢& il momento di inerzia del cilindro rispetto all’asse passante per il
centro di massa e w la velocitd angolare finale. Abbiamo scritto il momento angolare
successivamente al contatto con A come momento di puro rotolamento attorno al punto
di contatto e usato il teorema di Steiner. Segue che

~ Jwo —muoR

1.32.1
I+ mR? ( )

Il moto del cilindro si inverte se e solo se w > 0, data la condizione di puro rotolamento.
Deve quindi essere

I R

mugR  2vg
wo > =
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Domanda 2

Possiamo scrivere la variazione di energia nella forma
AE = 1m( 2—1}(2))4-1]((.02—&)(2))
2 2

dove v e w sono le velocita del centro di massa e angolari dopo il passaggio su A. Usando
la formula ((1.32.1f) troviamo

_ Iwy —muoR

I+mR2 v=—wh

e sostituendo otteniamo

AE = ! (v—vo)(v—i-vo)—i-%I(w—wg)(w+wo)

§m
o (R ) (R )
o (S o) (S )

_ _;Jn{dp) (Rwo + o)

1
=—gm (Rwo + vp)?

Notare che la variazione dell’energia non ¢ mai positiva, ed é proporzionale al quadrato
della velocita del punto di contatto prima di A. In particolare AE = 0 se il cilindro si
trova inizialmente in una condizione di puro rotolamento. Ponendo wg = 0 troviamo il
risultato cercato:

AE = —%mv%

Domanda 3

Dato che la velocita del centro di massa deve cambiare segno e che deve restare verificata
la condizione di rotolamento puro
v=—-wR

& necessario che anche la velocita angolare cambi segno. Quindi il momento angolare
rispetto al centro di massa, negativo prima dell’urto, deve divenire positivo. Dato che la
reazione della parete ha momento nullo rispetto al centro di massa del cilindro, la reazione
nel punto di contatto deve avere una componente impulsiva orizzontale e diretta verso
destra (il suo momento impulsivo deve essere positivo).

La forza impulsiva nel punto di contatto dovrebbe far aumentare la quantita di moto,
che in realta cambia segno. Quindi deve essere presente anche una reazione impulsiva
orizzontale della parete, che dovra essere diretta verso sinistra (e maggiore in valore
assoluto di quella del punto di contatto).
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Domanda 4

A destra di A abbiamo
Y mugR _2 i)

T+ mR2 3R

Scriviamo 'energia nella forma

E:%(I—FmRQ)wz

ma se 'urto ¢€ elastico questa si conserva, e quindi la velocitd angolare cambia segno. La
variazione del momento angolare rispetto ad un polo preso nel punto di contatto ¢

AL = -2 (I+mR2)w

ma 'unica forza impulsiva con momento non nullo é la reazione della parete, quindi deve
essere

—2(I+mR*)w=—RJ

2(I+mR?) [ 2w,
5= 2 (L2 — oy

e quindi

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Lo stato C' & collegato da una isoterma allo stato B e da una adiabatica allo stato A.
Quindi

_1 _1
VoTy ' = Wi

3
_ Tya\-1 Ta\2
VC_VO<TB> _VO<TB)

Il lavoro da fornire ¢ dato da

da cui

L=Lcsp+ Lasc

dove
Vo ‘/0
Lo_.p= PdV =nRIplog —
Ve Ve
Lasc =ncy (Ta—Tp)
da cui

T
L:§nR TBlog—B—(TB—TA)
2 Ty

@ 180 versione del 22 marzo 2018



1.32. 4 FEBBRAIO 2016
Domanda 2
La variazione di entropia del gas ¢
T
ASyus = ney log °B
Ta
mentre quella della sorgente a temperatura Tz
Q 1
ASp=——"=— — (T —-T
B= g = o (T —Ta)
e quindi
Tp 1 L
AS = log— — — (Tg —Ta)| = —
S ncy |1log TA TB( B A) TB

Domanda 3

Detto Q1 il calore fornito al gas e Q2 quello sottratto alla sorgente alla temperatura T

abbiamo dal primo principio
W =Q2s—Q1=0Q2—ncy (Tp —Ta)
Per operare reversibilmente deve essere AS = 0, quindi

/TB nevdl  Qy

=0
Ta T Tg

cioé T
Q2 = ncyTplog B
Ty
e quindi
Tp
W:ncv TBIng - (TB—TA) =1L
Ty
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Problema 1
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Figura 1.27.: Il recipiente cilindrico dl problema, nello stato di equilibrio iniziale e finale.

Un recipiente cilindrico, chiuso da un pistone scorrevole di sezione S e massa trascura-
bile, contiene una mole di un gas perfetto monoatomico e non permette trasmissione di
calore. Una molla di costante elastica k e lunghezza a riposo nulla é fissata tra il fondo
del recipiente e il pistone come in Figura [[.27] Inizialmente la temperatura del gas & Tp.
All’esterno del recipiente c’¢ il vuoto.

1. Calcolare la pressione e il volume iniziale del gas.

2. Si pone una massa M = ¢~ '\/kRTp sul pistone, e si attende il ristabilirsi dell’equi-
librio termodinamico. Calcolare il volume finale del gas.

3. Considerando nuovamente il sistema nel suo stato iniziale, calcolare il massimo
lavoro che é possibile ottenere avendo a disposizione una macchina termica e un
bagno termico alla temperatura Tp.

Problema 2

Una guida parabolica liscia é descritta in coordinate cartesiane dall’equazione

dove £ ¢ una costante positiva dalle opportune dimensioni. Una sbarretta sottile di
lunghezza b e massa m é vincolata a muoversi con i due estremi fissati alla guida. Per
descrivere la posizione della sbarretta si consiglia di utilizzare I’angolo 6 che questa forma
con la direzione orizzontale. Nel seguito interessera il comportamento del sistema per
0 < 1.

1. Sotto quale condizione la posizione 6§ = 0 ¢ di equilibrio stabile?
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2. Scrivere I’energia cinetica del sistema in funzione di una unica coordinata e della
sua derivata.

3. Determinare la frequenza delle piccole oscillazioni attorno alla posizione 8 = 0 se
di equilibrio stabile.
Soluzione problema 2
Domanda 1
Dall’equilibrio meccanico del pistone troviamo

v

e inoltre

da cui

Ponendo T' = Ty otteniamo

Domanda 2

Per la conservazione dell’energia del sistema gas+molla+massa abbiamo

k VP Vy
con
kV?2 Vo
Up=cyTo+ -2 + Mg—
0=cv 0+2S2+ QS

3
= <CV + 2R> T()
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Inoltre nello stato finale

Vi, Mg

Pr=k —
f S2+S

Vi\? v,
PV =k <Sf> +Mgg = RIT;

Sostituendo troviamo, ponendo
Vi Vg k
r= — = — _—
Vo SV RIy
Cy 1 2 (CV ) Cy 3
vV oz Vo = (X2
( R + 2) x°+ R +1)x I + 5
Risolvendo 'equazione di secondo grado troviamo la soluzione positiva

-+ +2y—-1 3
xTr = —_ —

1+~ 4

dove la seconda uguaglianza é valida per un gas monoatomico. In conclusione
3
Vi=-W
F=3'

Domanda 3

Detti Q1 e Q2 i calori ceduti al sistema e al bagno termico abbiamo

W=-0Q1—-Q2

Ma per il sistema il calore fornito ¢ uguale alla variazione dell’energia. Quest’ultima
all’equilibrio si puo scrivere nella forma

1., V2 R
U_CVT+2]€‘S2_<CV+2)T
e quindi

Q1= <Cv + g) (Ty, — To)

Operando reversibilmente deve essere

QZ Ty ‘f
AS = —= +cylog— + Rlog —= =
S T c ogTO Rogv0 0
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12 ma dato che V/S = /RT/k otteniamo

1 Ty
= T, — log —
Q2 b <CV + 2R> og T
e quindi
1 T
W = - Tylog — — (T}, —
<cv+2R>[bogTO (Ty

Questa quantita non ¢ mai negativa, infatti W = 0 per Tj =

aw

ar,

log Lb
O —_—
g

1
cv + =R
(ov+2%)
quindi la W é crescente per Ty, > T e decrescente per Tj <

Soluzione problema 2

Domanda 1

-

Tp come € ovvio, inoltre

Th.

Dette Zem, Yem le coordinate del centro di massa della sbarretta possiamo scrivere le

coordinate degli estremi nella forma

T1 = Tem — 50030

b .
Y1 zycm—ism9

b
9 :xcm+§cos«9
b .
Y2 :ycm'i_ESlna

Imponendo che questi si trovino sulla guida, abbiamo

)

b . 1 b 2
Yem — 58111(9 = z (-Tcm - 2COS0)
bt b o 2
Yem 9 smo = 7 Tem 9 COs
Svolgendo i calcoli troviamo
. L/ oo v
ycm_ismg:Z xcm—i—zcos 0 — xembcosd
b 1 v?
Yem + 5 sinf = 7 <$gm + a1 cos? 0 + Tembcosl
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Sottraendo membro a membro troviamo

14 /
Tem = 5tan9: 59—1—0(03)

Sommando e sostituendo ’espressione precedente abbiamo infine

b2
(xgm + 1 cos? 0)

b2
(tan2 0+ 2 cos® 0>
2 2
<;+ﬂ?—;¥>+cm¢)

L’energia potenziale della sbarretta ¢, a meno di una costante,

Yem =

12

N NN s

1
U= ZMggycm
~ Lge o 0%+ 0 (6%
T4 Iz

ed ha un minimo per § = 0 quando b < £.

Domanda 2

L’energia cinetica della sbarretta si puo scrivere nella forma

1. , 1M,
K= M (Fen + em) + 53750

Derivando le coordinate del centro di massa rispetto al tempo troviamo

! .
Lo =~ =0
Tem =75
Yem = 0

L’energia totale ¢ quindi

1MEZ ., 1 v\

Domanda 3

L’energia ottenuta precedentemente é quella di un oscillatore armonico con

1 /3¢ b2
U 25(1_e2>
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Problema 1

Figura 1.28.: La sbarra e il pendolo, nella configurazione iniziale.

Una sbarra sottile di massa m e lunghezza ¢ é vincolata ad un suo estremo in un punto
A, attorno al quale ¢ libera di girare. Sempre ad A ¢é fissato un pendolo ideale di massa
m e lunghezza d < £, come in Figura Inizialmente il pendolo ¢ in quiete nella sua
posizione di equilibrio, e la sbarra é ferma ma inclinata rispetto alla verticale di un angolo
fy. Si lascia libera la sbarra, che urta elasticamente la massa del pendolo.

1. Considerando noti i valori di 6y, £ e m determinare d in modo che dopo l'urto la
sbarra sia in quiete.

2. Calcolare I'angolo massimo di inclinazione raggiunto successivamente dal pendolo,
assumendo per esso la lunghezza d precedentemente determinata.

3. Invece del pendolo si ha adesso una seconda asta di massa m e lunghezza xf.
Detto 6 il valore minimo di 6y al quale la seconda asta compie un giro completo,
determinare la funzione 6j(x).

4. Per quale valore di x ’angolo 6 assume il valore minimo?

Problema 2

Un elastico di gomma si pud descrivere da un punto di vista termodinamico utilizzando
la tensione 7, la lunghezza ¢ e la temperatura 7. Si sa che valgono le leggi

3
ity - T 1_@)]
U, T)=CT

dove a, C' sono costanti dalle opportune dimensioni e £y é la lunghezza dell’elastico in
assenza di tensione. Supponendo che in assenza di tensione l’elastico si trovi ad una
temperatura T = Ty
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1. Determinare la capacita termica a tensione costante 7 = 1y dell’elastico.

2. Supponendo che in assenza di tensione T' = Ty determinare T'(¢) per una trasfor-
mazione adiabatica reversibile.

3. Partendo dallo stato A con T' = T e £ = £ si esegue un ciclo reversibile operando le
seguenti trasformazioni: espansione adiabatica fino ad uno stato B con T' = T > T,
espansione isoterma fino ad uno stato C, trasformazione adiabatica fino ad uno stato
D ed infine trasformazione isoterma fino allo stato iniziale. Rappresentare il ciclo
nel piano S — T e dire quale ¢ la sua efficienza.

4. Rappresentare il ciclo nel piano £ — T' (convenzione: ¢ & I’ascissa e T l'ordinata).

Domanda 1 Dalla conservazione dell’energia e del momento angolare rispetto al punto
di sospensione, nell’ipotesi che 'asta si fermi, deve essere

1
2

1
T2 = §md2w2

Twy = md?w

dove wy € la velocita angolare dell’asta prima dell’urto. Dividendo membro a membro la
prima equazione iniziale per il quadrato della seconda si trova

11
© md?
e dato che I = mf?/3 troviamo
1
d* = ¢
3

Notare che in questo caso particolare la velocitd angolare immediatamente dopo 'urto é
uguale a quella immediatamente prima dell’urto:

S
md2 ™" = 342

w = Wy = Wo

Domanda 2 Assumendo il valore di d determinato precedentemente, dalla conservazione
dell’energia segue subito che

l
—mgy cos g — mgd = —mgd cos 0 — mg;

e quindi
4
(1 —cosf) = 2d (1 — cosby)

o[t VB %
51112— 2dSlIl2— 2 Sl:(l2
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Domanda 3 Dalla conservazione dell’energia e del momento angolare adesso abbiamo

dove wy € la velocita della prima asta immediatamente dopo 1'urto, wy quella della seconda.
Risolvendo troviamo

I (wo — w1) (wo +w1) = I'wj
I(wo — wl) = I/LUQ
e quindi

(wo +w1) = wo

Il
I(wo — wl) = 70.)2
Risolvendo troviamo
I'—1
W) = ——w
Ly
21
wo = 71 I,wo

Affinché la seconda asta faccia un giro completo € necessario che
Lr? d
51w > mg

ossia )

(I+1)

411
D’altra parte ’energia cinetica della prima asta immediatamente prima dell’urto vale

1
§Iw3 > mgd

14
5[@)3 =mg; (1 —cosby)

e quindi deve essere

L 08 d(I+1)?

S T TaIr
(@2+1)° 1/, 1
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Domanda 4 Derivando 'espressione ([1.34.1]) rispetto a x troviamo la condizione per il
minimo valore dell’angolo
308 4227 —1=0

e quindi
Il valore del minimo &

cioe 0y ~ 122.7°.

Problema 2

Domanda 1 Dal primo principio troviamo

dQQ =dU —tdl =CdT — 1 ((gj{)TdT

or
c-=c - (gr),

Per calcolare la derivata possiamo scrivere

e quindi

da cuil

Quindi

Domanda 2 Ponendo d@ = 0 nell’espressione del primo principio troviamo

cdl’ = rdf

@ 190 versione del 22 marzo 2018



1.34. 27 GIUGNO 2016

e quindi ,
2]
Integrando otteniamo
2
R GROR
e quindi )
T = Toexp{aéo % <;0> + (i?) — g] }

Notiamo che la funzione 7'(¢) ha un minimo quando

N
A V4

cioé per £ = {.

T
C B
no e
0 0 4
D A
S

Figura 1.29.: Il ciclo rappresentato nel piano S —T'. Notare che per ottenere lavoro positivo
il verso di percorrenza deve essere invertito rispetto a quello indicato.
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Domanda 3 1l ciclo ¢ un ciclo di Carnot, quindi si rappresenta nel piano S — T come
un rettangolo, come in Figura (1.29)). Il rendimento ¢ quindi

Il verso di percorrenza si determina osservando che in una espansione isoterma

_dQ _ 7dt

as T T

e quindi l'entropia diminuisce (per 7 > 0): I'elastico cede calore.

Domanda 4 1l ciclo si rappresenta nel piano £—T notando che le isoterme sono rette oriz-
zontali, e le adiabatiche corrispondono alla funzione T'(¢) determinata precedentemente.
Il grafico ¢ riportato qualitativamente in Figura (1.30))

T

‘0 0

Figura 1.30.: Il ciclo considerato nel piano ¢ — T
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1.35. 23 Settembre 2016

Figura 1.31.: L’asta in caduta libera.

Esercizio 1 Un’asta di massa m, lunghezza £ e momento di inerzia I si trova inizialmente
in caduta verticale sotto I’azione di una forza gravitazionale costante F = —mgz. La
massa non ¢ distribuita uniformemente, ma il centro di massa si trova comunque nel punto
medio dell’asta. Durante la caduta 1’asta non ruota, e si trova nel piano x = 0, formando
con la verticale un angolo ar. Ad un certo istante un estremo dell’asta urta il piano rigido
z =0, ed in quel momento la velocita del centro di massa dell’asta & ¥, = —vp2. Salvo
che per 'ultima delle domande che seguono si pud considerare 1'urto elastico.

1.

2.

Calcolare la velocita angolare w dell’asta dopo 1'urto.

Come deve essere distribuita la massa sull’asta in modo da rendere minima in
modulo w?

Per quali valori di «, se esistono, il centro di massa & fermo immediatamente dopo
I'urto?

. Calcolare 'impulso applicato dal piano all’asta durante I'urto.

. Se I'estremo che urta il piano resta vincolato ad esso, con 'asta libera di ruotare,

quanto vale la velocita angolare dell’asta immediatamente dopo 'urto?

Ty

Qi
-—

Figura 1.32.: Il recipiente descritto nell’esercizio, nella configurazione iniziale in presenza

del foro.
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Esercizio 2 Un recipiente cilindrico di sezione S & diviso in due scomparti da un setto
mobile. Nello scomparto inferiore si trova una mole di un gas perfetto monoatomico, in
quello superiore una massa m di liquido di densita p. Sia il recipiente che il setto non
permettono il passaggio di calore. Sul liquido agisce la pressione atmosferica P, .

Sapendo che il sistema € inizialmente in equilibrio, che il gas si trova ad una temperatura
Ty e il liquido ad una temperatura T}

1. Calcolare il volume occupato dal gas.

2. Calcolare il lavoro massimo che é possibile estrarre dal sistema con una macchina
termica ciclica che utilizzi il gas e il liquido come sorgenti. Si consideri costante
la capacita termica del liquido C, e si trascurino gli scambi di calore tra questo e
I’atmosfera.

3. Se nello scomparto superiore & praticato un foro laterale, all’altezza del livello iniziale
del liquido, calcolare il calore minimo necessario da fornire al gas per far fuoriuscire
tutto il liquido.

Soluzioni

Domanda 1.1 Si conserva la quantitd di moto orizzontale, il momento angolare
rispetto al punto di contatto e 'energia. Quindi

0=mu,
g si d si cosa + 1
—Mmug= SIn @ = My = Sin o — MU, — «o w
09 v v
1 1 1
imvg =5m (vZ+v7) + 5[@)2
Dacuiv,=0c¢
Tw?
2,2 _
UO Uy 7"’)’][
n 21w
v+ Uy = ———
0 Y ml sin «
Dividendo membro a membro otteniamo
Yo s
v — vy = —% (1.35.1)
21w
= 1.35.2
Vo + Uy ml sin « ( )

e sommando membro a membro troviamo

4vg sin av

==
s 02 41
4 Sin a‘f‘m
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Domanda 1.2 Per rendere minimo in modulo w si deve avere il pit grande valore
possibile di I compatibile con i vincoli del problema. Quindi si deve distribuire la massa
sugli estremi, meta per parte per avere il centro di massa nel punto medio dell’asta. In
questo caso

52
I=m—
4
e quindi
4vg  sina

w=———a
¢ sinfa+1

Domanda 1.3 Ponendo v, = 0 nelle equazioni precedenti abbiamo

fw sin «
v99= ———
2
21w
Vo= ———F7—
mb sin «

e dividendo membro a membro (sina # 0) troviamo

41
-2
=—<1
sin” o = —o

Il caso I = 0 va trattato a parte, e si vede immediatamente che non ammette soluzioni.

Domanda 1.4 Calcoliamo la velocita del centro di massa dopo 1'urto, sottraendo
membro a membro le equazioni (1.35.1)) e (1.35.2):

<m€2 sin? o — 4I>
vy = w

4m/l sin o

sin? o — %
="V 4l
sIn” o + peay 2

Dato che 'impulso trasferito é uguale alla variazione della quantita di moto del sistema

sin? o — %
J = —m’UOﬁ + muvg
siIn” « + mez

4I
2
| me 2mug
sin? o + 2L
me?

Domanda 1.5 In questo caso 'unica quantita conservata ¢ il momento angolare
rispetto al punto di contatto. Quindi

l . I 2
— —si — R
mv025na —|—m4 w
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da cui
2ug
w —% sin «
1+oe
Domanda 2.1 La pressione ¢ data da
mg
e quindi
R1Ty
Vp= 9
T 4P,

Domanda 2.2 Durante la trasformazione il gas rimane a pressione costante. Detto
d@q il calore ad esso fornito e d@o quello fornito al liquido potremo scrivere il lavoro
prodotto dalla macchina come

dW = —dQy — dQ>

dQ, = cpdT

Per il liquido
dQo = dU + P, Sdly; — Py Sdl

dove P, ¢é la pressione alla superficie superiore e P; quella alla superficie inferiore, /5 e
1 1 corrispondenti livelli. Ma dato che Py — P, = —mg/S e dU = CdT + mgdh, dove
h = (41 + ¢2)/2, abbiamo (dly = dl; = dh = dV/S)

av
= CdT
Integrando fino alla temperatura finale abbiamo

W:CP(To—Tf)—I—C(Tl—Tf)

Per determinare la temperatura finale imponiamo la reversibilita. Abbiamo

_dQy | dQ
dS = T + T
dT’ dT
= terp =0

e integrando troviamo

Ty =T, P T P
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Domanda 2.3 Dal primo principio applicato al gas abbiamo
dQ = cydl + PdV
Ma la pressione del gas é funzione del suo volume:
P = P, + pgh

L’altezza del liquido & una funzione lineare del volume del gas

CR-P V-V

h
Py S

e quindi

dQ:wﬂ#(%—Mv_%)W
Integrando otteniamo

Q = ey (T — Tp) + PyAV — LI A2

25
* mg P9 2
=y (T - T4 Gf RJAV——AV
cv ( 0) + g T 99
dove AV ¢ il volume del liquido
AV ="
P
La temperatura finale del gas é data da
o _ Pa(Vo+AV)
N R

Quindi

m (cy evly | mPg
=2 (F+1) R - +
@=7(F+1)n 1558 38
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Primo problema (15 punti)

P P
/N ]
//
Vi
LM// ~
// LM
// =
,,-/f =
Y LM

Figura 1.33.: Le aste prima dell’urto (a sinistra) e la struttura a L (a destra).

Un’asta omogenea di lunghezza L e massa M ¢é appesa per un estremo e puo oscillare
liberamente.

Quando arriva nella posizione verticale il suo estremo libero si incastra nell’estremo
di un’altra sbarra della stessa lunghezza e massa, inizialmente orizzontale, formando con
esse un profilo rigido a forma di L. Il piano orizzontale sul quale appoggiava la seconda
sbarra viene rimosso e da quel momento la struttura ¢ libera di oscillare.

1. Se la prima asta parte dalla posizione orizzontale, quale é la velocita angolare con
la quale il profilo ad L si mette in moto subito dopo 'urto?

2. Trovare il valore assoluto massimo raggiunto dall’angolo 6 (definito in Figura[1.33)
durante il moto successivo.

3. Determinare la frequenza delle piccole oscillazioni del sistema rispetto alla sua
posizione di equilibrio stabile.

Secondo problema (15 punti)

Un recipiente munito di pistone scorrevole contiene n moli di un gas perfetto monoatomico,
ed una massa M di ghiaccio ad una temperatura iniziale Ty < 7', dove T ¢ la temperatura
di fusione. Ghiaccio e gas sono in equilibrio termodinamico, e la pressione del gas é F.
Recipiente e pistone sono impermeabili al calore.
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1. Si fa compiere al sistema una compressione adiabatica reversibile, che viene inter-
rotta non appena tutto il ghiaccio si é sciolto. Calcolare il lavoro fatto sul sistema
e la pressione finale.

2. Partendo dalla stessa condizione iniziale si applica bruscamente una forza esterna al
pistone, che viene scelta in modo tale da raggiungere uno stato finale di equilibrio
dove T' = T e tutto il ghiaccio si ¢ sciolto. Calcolare la pressione finale.

3. Nei due casi considerati calcolare la variazione di entropia del sistema.

Soluzioni

Domanda 1.1 Dato che durante I'urto 'unica forza impulsiva esterna é la reazione
vincolare in P, si conserva il relativo momento angolare. La velocita angolare dell’asta
libera immediatamente prima dell’urto si trova utilizzando la conservazione dell’energia:

1 L
0= ilw%—Mgg

dove I = ML?/3 ¢ il momento di inerzia di questa rispetto a P. Quindi

o 39
VL

Il momento angolare prima dell’urto &

M?2L3
L1 = le = g
3
e dopo l'urto

LQ = IL(.UQ

dove Iy, = I + I' & il momento di inerzia della struttura ad L. Utilizzando il teorema di
Steiner calcoliamo il momento di inerzia della seconda sbarra, sempre rispetto a P,

2 2
I’:MfQ+M<L+L2> :éMLQ

4 3
da cui .
I = §ML2
Ponendo L1 = Lo otteniamo infine
1 1 /3¢
Wy = —wi = -4/ —
Tt sV L

@ 199 versione del 22 marzo 2018



1.36. 16 GENNAIO 2017

Domanda 1.2 Applicando la conservazione dell’energia dopo 'urto otteniamo

1 L L L
ileg—Mgg — MgL = —Mg§COSQ—|—Mg —LCOSQ+§Sin9

da cui ]
5 =3 —3cosf +sind

Ponendo t = tang otteniamo

29 , 1
42— =0
50 T3

e quindi le due soluzioni

t:2—19<—5i3\/6)

La soluzione negativa é quella in valore assoluto maggiore, e corrisponde al valore di
cercato, che viene raggiundo quando la struttura si ferma per la seconda volta. L’angolo

corrispondente é
0 = 2arctant = —0.267

L’altra soluzione corrisponde al valore raggiunto la prima volta che la struttura si ferma,

e vale
0 = 0.057

Domanda 1.3 Utilizzando ’espressione precendente dell’energia scritta per un angolo
generico

1 1
E= 5[,;02 + EMgL (sin® — 3 cosb)

troviamo il valore di # corrispondente alla posizione di equilibrio stabile, che corrisponde
al minimo dell’energia potenziale

Ug) = %MgL (sin® — 3cos @)

cioé alla soluzione di

au 1
— =-MgL i =
75 = 3My (cosf 4 3sinf) =0
ossia
1
tanfy = —3

Introduciamo adesso una nuova coordinata, corrispondente a una piccola variazione
rispetto alla posizione di equilibrio:

0=0y+¢
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In termini di questa il potenziale si scrive
1 :
U= ngL [sin (6p + &) — 3cos (6 + €)]

ed espandendo al secondo ordine troviamo

1 1 3
U= ngL ) sin (Ap) + 5 cos (60) | €2

1 1 3
U= ngL sin Oy + € cos 6y — 552 sinfy — 3 cos By + 3esin by + 552 cosby+ o (52)

Il termine lineare in ¢ si annulla nella posizione di equilibrio e a meno di una costante
irrilevante otteniamo

1 (3 1
U= §MgL 500590 — 2sin00] 2

1
=-MgL
B g

-%COSQQ—%SiHQU 9
\/ cos2 Ay + sin? 6

1 [ 3 _Lltang
= - MgL |22 0152

2 _\/1+tan2¢90

1 5
= -MgLy/=€?
2 g\[f

L’energia nella approssimazione di piccole oscillazioni si scrive quindi

1 1 5
E = -I¢? ML\[Z
21;5 —1—2 g 25

e corrisponde ad un oscillatore armonico di frequenza

s L MgL\/S_l 3 g
c2m\ I V2 o 27\ VI0L

Lo stesso risultato si poteva ottenere direttamente osservando che abbiamo a che fare
con un pendolo fisico con momento di inerzia I, massa totale 2M e distanza tra punto
di sospensione e centro di massa uguale a

1 /5
d=—-y/2L
2V 2

f— 1 [2Mgd 1 3 g
o7 I  2r\| VioL

Di conseguenza
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Domanda 2.1 1l lavoro fatto sul sistema corrisponde alla variazione della sua energia
interna, dato che la trasformazione ¢ adiabatica. Quindi

W = (ney + Mc) (T — To) + AM

dove A ¢ il calore latente di fusione.
Per una trasformazione adiabatica d@) = 0. Fino a quando non viene raggiunta la
temperatura di fusione si ha

0= (ncy + Mc)dT + PdV

ed usando la legge dei gas perfetti

dr d
0= (ncv—i—Mc)?—i-nRvV

Integrando otteniamo

T V;
(ney + Mec) logi +nRlog — =0
T Vo

oppure, in termini del rapporto tra le pressioni,

T F
(ncp + Mec) log?;c —i—anogF(l) =0

dove P; e V1 sono i valori della pressione e del volume quando il ghiaccio inizia a sciogliersi.

Quindi
)
To
dove
r— ncp + Mc
nRk

Durante lo scioglimento del ghiaccio il gas subisce una trasformazione isoterma. Il
lavoro fatto dal gas deve quindi essere uguale al calore ceduto al ghiaccio:

/ PdV = —-\M
quindi, dato che
TLRTf
dV = — P2 dP
abbiamo 5
2 dP
nRT / — =M
f p P
ossia

AM
Py = PlenRTf
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dove P, ¢ la pressione finale cercata. In conclusione

TN\ 2w
P,=F <T£> e BTy

Domanda 2.2 1l volume iniziale é

nRTO
Py

Vo =

e detto V' il volume finale, abbiamo un lavoro fatto sul sistema uguale a
W =P (Vb — V’)

dove P’ ¢ la pressione finale, legata alla forza esterna applicata. Questo deve essere uguale
alla variazione dell’energia interna, e quindi

P' (Vo =V') = (ncv + M) (Ty — Tp) + AM

Utilizzando la legge dei gas perfetti troviamo

o, T
nRP' (PE B Pf> = (ney +eM) (Ty = To) + AM

e risolvendo otteniamo la pressione finale

+cM T AM T
p_p (v (L -f
’ |:< nR TO + nRT() + TO

Domanda 2.3 Nel primo caso la variazione di entropia ¢ nulla, dato che il sistema
compie una trasformazione adiabatica reversibile. Nel secondo caso abbiamo

AS — ASgas "'I_ ASghiaCC’iO

dove

!/

T
ASgqs = ney log i + nRlog K

T Vo
T T, P,
= ncy log ?é + nRlog Té?o’
Tf necy + cM Tf M Tf
1cp 108 T[) nkt 8 [( nR ) <T0 ) + TLRTO + T()
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T M

ASghiaccio = M +
ghiaccto TO T Tf

=cMlo &ﬁL—
I PR

Dato che la trasformazione ¢ irreversibile sara AS > 0.
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Esercizio 1

n

m, R

‘!7 ’—Cl_l>—‘ Y ()

m, R

IIV,
M ®

Figura 1.34.: Il sistema descritto nel problema.

Un supporto di massa M ¢ appoggiato su un piano orizzontale privo di attrito. Sul

N

supporto ¢ montato un cilindro di massa m e raggio R, libero di ruotare attorno al
proprio asse. Un filo inestensibile di massa trascurabile ¢ avvolto attorno al cilindro, e
all’estremo libero ¢ applicata una forza F' costante che lo mantiene orizzontale, come in

Figura[1.34}(a).

1.

Si blocca il supporto a terra. Se inizialmente il cilindro & fermo, calcolare la sua
velocita angolare quando il filo si € srotolato di un tratto £.

. Il supporto viene lasciato libero di muoversi. Calcolare la sua accelerazione.

. Calcolare I’accelerazione angolare del cilindro, ancora nel caso in cui il supporto €

libero di muoversi.

. Ad un certo momento la rotazione del cilindro viene impedita: quanto vale da quel

momento 'accelerazione del supporto?

. Calcolare I’accelerazione del supporto e ’accelerazione angolare del cilindro se il

sistema ¢ modificato come nella Figura [1.34}(b).

Sempre per il sistema in Figura m-(b), quanto vale I'accelerazione del supporto
se la rotazione del cilindro viene impedita?
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Esercizio 2

P

P

Va Ve Vb Ve

Figura 1.35.: La trasformazione considerata nell’esercizio.

Si consideri la trasformazione ciclica rappresentata in figura, costituita da due trasfor-
magzioni isobare e due trasformazioni adiabatiche di n moli di un gas monoatomico. Le
pressioni delle trasformazioni isobare P, e P» sono note, ed anche i volumi V4 e Vg = 2Vy4.

1. Calcolare i volumi Vo e Vp, e la temperatura massima e minima raggiunta dal gas
durante il ciclo, nell'ipotesi che tutte le trasformazioni siano reversibili.

2. Calcolare il rendimento del ciclo, ed esprimerlo in funzione del rapporto p = P;/Ps.

3. Si consideri adesso un ciclo modificato, nel quale la pressione applicata esternamente
varia bruscamente da P, a P; (sulla adiabatica B — C') e da P; a P, (sulla adiaba-
tica D — A). Ancora una volta sono noti P;, Py, V4 e V. Calcolare nuovamente

VC (§] VD.

4. Per quali valori di p il ciclo modificato ha rendimento positivo?
Soluzione esercizio 1

Domanda 1 Possiamo applicare il teorema delle forze vive: la variazione dell’energia
cinetica del cilindro & uguale al lavoro fatto. Quindi

1
glw’ = Ft
Dato che I = mR?/2 troviamo
~ VmR2

Domanda 2 L’accelerazione del supporto ¢ la stessa dell’accelerazione del centro di

massa del sistema, dunque
F

M+m

ag —
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Domanda 3 Per quanto riguarda 'accelerazione angolare del cilindro, sara

Domanda 4 Se la rotazione del corpo viene impedita I’equazione scritta per il centro di
massa (domanda 2) resta valida, e quindi a; ha lo stesso valore calcolato precedentemente.

Domanda 5 In questo caso

(M+m)as=T
la,=-TR
m' (as — a.R) =m'g—T

dove T ¢& la forza dovuta alla tensione del filo. Risolvendo troviamo

2m/(m + M) g
Qe = — =
c (m+M)m+ (3m+2M)m’ R
mm/
ag = ;9

(m+M)m+ (3m+2M)m
Domanda 6 Se il cilindro ¢ bloccato le equazioni diventano

(M +m)as =T

/ !/
mas=mg—"T

ed in questo caso

Notare che Iy
T <+m) mlg < mlg

Soluzione esercizio 2

Domanda 1 Dato che le adiabatiche sono reversibili possiamo scrivere

RV] =PV}
BV = PV
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da cui

P\ 1
w=i(7) =

P\ 1
o=V (7) =

Considerando che la pendenza di una adiabatica ¢ maggiore in valore assoluto di quella
di una isoterma si vede che la temperatura massima si raggiunge in B, quella minima in
D. Entrambe si possono calcolare utilizzando la legge dei gas perfetti:

o _ PV _ PV (P2

b= nR  nR \ P
P,Vp

Th —

B nR

Domanda 2 1l calore viene assorbito dal sistema solo sulla isobara A — B, e vale

Qass = ncp (TB - TA)
Il lavoro totale & dato dalla somma di

Lasp =P (Vg —Vy)
Lpc=—-AUp_.c =ncy (I —Tc)
Losp =P (Vp— Vo)
Lpsa=—AUp_g=ncy (ITp —Ta)
Quindi
Py (VB — VA) + P (VD — Vc) + ncy (TB —Tc+Tp — TA)
nep (Tp — Ta)

77:

Domanda 3 In questo caso non & piu possibile utilizzare I’equazione dell’adiabatica
reversibile. Sappiamo pero calcolare il lavoro fatto sul sistema durante B — C e D — A,
che sara uguale e opposto al lavoro fatto dal gas e, per il primo principio, uguale alla
variazione dell’energia interna. Quindi

Py (Vg — V) =ney (Tc — 1)
Py, (Vp — V) =ncy (Ta —Th)
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Dalla legge dei gas perfetti troviamo
cy
P (V= Ve) = bl (PAVo — P2Vp)
c
Py (Vo Vi) = % (PaVa — V)

e risolvendo

1 1
%=<%+—4>%
gl p

gl
Vp=(——V
¥ <7+p—1> .

Domanda 4 1l calore assorbito & lo stesso del caso reversibile. Per il lavori abbiamo

invece
Lap =P (Vp—Va)
Lo =P (Vo —Va)
Lep =P (Vp— Vo)
Lpsa=P(Va—Vp)
Quindi

(P —PR) (Vb —Vp)
ncp (TB — TA)

- mw [ )

v—1 v+ 2p—2
=0 (T
gl Y+p—1

Per avere rendimento positivo dovra essere

v 1
1—L=-
P=i757%
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Esercizio 1

4

my

Un’asta € imperniata in un punto attorno al quale puo ruotare liberamente rimanendo
in un piano orizzontale. La massa dell’asta é trascurabile. Le lunghezze dei due tratti della
sbarra, dai due lati del perno, sono rispettivamente £1 e £5. Nel sistema di riferimento in
figura, la sbarra si trova inizialmente orientata lungo 1’asse y.

Una massa puntiforme meo si trova inizialmente a contatto con un estremo della sbarra,
mentre una massa mq si muove verso ’altro con velocita ¥ = vgZ. Studiare i casi che
seguono.

1. La massa mq & fissata alla sbarra e la massa m; rimane attaccata ad essa durante
I'urto. Calcolare la velocita angolare finale del sistema.

2. La massa mo € libera. Supponendo che la massa m urti elasticamente la osbarra
calcolare le velocita finali delle due masse supponendo 1'urto istantaneo.

3. Se la massa my € libera e la massa m; rimane fissata alla sbarra dopo l'urto, quanta
energia puo essere dissipata al massimo in questo?

Esercizio 2
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Una trasformazione ciclica quasistatica di n moli di un gas perfetto monoatomico &
costituita da due trasformazioni isocore e due trasformazioni isobare, come in figura a
sinistra. La temperatura massima e minima raggiunta durante il ciclo é rispettivamente
T2 (§ T1.

1. Tra tutte le trasformazioni del tipo descritto, mostrare che per fissate 17 e T il
lavoro & funzione del solo rapporto z = Vg /Vp. Determinare per quale valore di x
il lavoro fatto dal gas & massimo. Calcolare il rendimento per tale valore di x, e dire
se si tratta del rendimento massimo.

2. La trasformazione determinata viene realizzata ponendo alternativamente in con-
tatto termico il recipiente contenente il gas con due bagni termici a temperatura
Ty e T, e mantenendo opportunamente costanti pressione e volume. Si ottiene
una trasformazione quasistatica facendo fluire il calore in modo sufficientemente
lento con una opportuna resistenza termica. In quali fasi si ha contatto termico con
il bagno 77 e in quali con il bagno 757 Calcolare infine la variazione di entropia
dell’'universo in un ciclo.

3. Si realizza adesso la trasformazione sostituendo alle resistenze termiche delle mac-
chine reversibili come in figura, a destra (al centro é rappresentato il contenitore
con il gas perfetto). Il tratto B — C' — D viene realizzato attivando la macchina
termica Mo, il tratto D — A — B attivando la macchina termica Mj. Determinare
il segno dei lavori Wy, W5 e L prodotti dalle due macchine termiche e dal sistema in
un ciclo di quest’ultimo. Determinare l'efficienza complessiva della trasformazione,

definita come
B L+ Wi+ Wy

7 Qs

giustificando il risultato.
Soluzione esercizio 1

Domanda 1  Durante l'urto si conserva il momento angolare del sistema rispetto al
perno. Di conseguenza
—myvol1 = (mlﬁf + ngg)w
da cui
B myvoly
B m1€% + mQE%

Domanda 2 In questo caso si conserva il momento angolare rispetto al perno, I’energia
e le quantita di moto lungo y delle due masse che rimangono nulle prima e dopo. Di
conseguenza

1 5 1 9 1 2
§m1v0 = §m101 + §m2v2
—myvply = —myvily + maovaly
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Risolvendo otteniamo

mlﬁf — mQE%
= —F—>57
mlf% + TRQZS 0
2€1€2m1
Iy ar—— L
m1€1 + TTL2£2

Domanda 3 Il momento angolare del sistema rispetto al perno € ancora conservato.

Quindi

—m1€1v0 = mlﬁ%w + m2£21}2

—m1l1vg — malavy

TrL1€%

Sostituendo nell’energia finale

1 1
Ef = —mavs + —mil3w?

2 2

1 9 1 9 mil1vg + molovo 2
= —mavs + —mql

2 22 T 1< my (2

Determiniamo il minimo derivando rispetto a vo:

£ mlff
Vg = —Vpg———5———>
2 mﬂ% + mgﬁg

Da notare che questo significa

mlﬁf Vo
mlﬁf + mﬂ% 0y

cioé

Vo = ng
in altre parole la massa mo ha inizialmente la stessa velocita dell’estremita dell’asta con
la quale € in contatto. Sostituendo troviamo

Etmin=| ————
fymin <m1€% + mﬂ%

e quindi la massima energia dissipata €

mgﬁg > 1

2
———— | —myvj
mléf + mQK%

Ediss,mar = ( 9
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Soluzione esercizio 2

Domanda 1 1l lavoro fatto dal gas in un ciclo si scrive

L= (Pp—Pp)(Vp—Vpg)
= PpVp + PgVe — PpVg — PgVp

v, v,
= nR(Ty +Ty) — nRTy -2 — nRT,-2
Vi Vs

1
=nR(Ty +T>) —nR (sz + Tla:)

ed a temperature estreme fissate é funzione del solo rapporto tra volume massimo e
minimo. Il lavoro massimo si ottiene ponendo

dL 1
— =_nR <T2 —T12) =0
x

dx
_Jh
T = T
L=nR (T2 + Tl) —2nRA/T1T5

Il calore assorbito vale invece

cioé

e vale

Qass = ney (Te — Tg) +nep (Tp —T¢)
=nTy (1 — z) [zey + cp]

da cui efficienza

C Nh(1-1)+T(1—=x)
" %DTQ—%/Tl—TQJZ

Derivando troviamo la condizione di efficienza massima

1AL L dQu
dz  Quss dx 2 o dx

ass

Dato che per il valore di  che rende massimo il lavoro dL/dx = 0, anche 'efficienza sara
massima se contemporameamente dQqss/dr = 0. Ma

dQCLSS
dx

= —nRI5

e quindi il ciclo di efficienza massima corrispondera ad un valore di z maggiore.
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Domanda 2 1l calore deve fluire spontaneamente, quindi si manterra il recipiente in
contatto col bagno termico a temperatura 75 nel tratto B — C — D e con il bagno
termico a temperatura 77 nel tratto D — A — B.

In un ciclo I’entropia del gas non cambia, quindi é sufficiente considerare le variazioni
di entropia dei bagni termici. Per il secondo abbiamo

ASy = _ Quss =-n(1l—2x)[zcy + cp]
2
e per il secondo
chd
AS) =
S1 T,

Il calore ceduto vale

Qced = nep (To —Ta) +ney (Ta — 1)

nT1 <1 — 1> [1013 + CV:|
x X
ASl =n (1 - 1) |:1CP + CV:|
X X

_ _ 2
AS = AS) + AS, = nld ng ~)

(1 —2)(1 —22) (5 + 3x)
222

da cul

In conclusione

lcp + xcy]

=nR

Domanda 3 Dato che sia in B — C — D che nel tratto D — A — B il calore
fluirebbe spontaneamente abbiamo Wy > 0 e Wy > 0. Sappiamo gia che L > 0. Infine,
Pefficienza complessiva della unica macchina termica reversibile che lavora tra i due bagni
termici deve essere equivalente all’efficienza di un cicli di Carnot, e quindi
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Problema 1

Figura 1.36.: La cavita cilindrica del problema con la struttura al suo interno. Le pareti
della cavita sono fisse.

In una cavita cilindrica di raggio R & posta la struttura costruita come in figura,
utilizzando tre aste rigide di massa M e lunghezza R —r e tre cilindri di massa m e raggio
r. Le tre aste sono saldate rigidamente e perpendicolarmente tra loro, mentre i cilindri
possono ruotare liberamente attorno all’estremo dell’asta al quale sono fissati, mentre
rotolano senza strisciare sulla superficie interna della cavita. L’asse della cavita cilindrica
é orizzontale, ed é presente un campo gravitazionale costante §.

1. Supponendo che inizialmente il sistema si trovi nella sua posizione di equilibrio
stabile, come in figura, determinare la velocita angolare iniziale minima delle aste
che permette alla struttura di fare un giro completo.

2. Detta w la velocita angolare delle aste, calcolare la componente del momento ango-
lare del sistema nella direzione parallela all’asse della cavita cilindrica, scegliendo il
polo nel centro della cavita. Dire se si conserva in assenza di gravita, giustificando
la risposta.

3. Calcolare la frequenza delle piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio
stabile.
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v

Figura 1.37.: La trasformazione termodinamica considerata nel problema.

Problema 2

Una mole di gas perfetto monoatomico subisce la trasformazione rappresentata in figura,
formata da una adiabatica reversibile e dalla retta

P—Py V-Vy

Pg—Py V—Va

che unisce lo stato A e lo stato B. Si conoscono la pressione Pg e il volume Vg nello stato
B e il volume V4 nello stato A.

1. Determinare P4. Nelle domande successive sara sufficiente esprimere i risultati in
funzione di Py, P, V4 e Vp.

2. Determinare la temperatura massima T;,,, € minima 7T,,;, raggiunta dal gas e il
lavoro L fatto dal gas in un ciclo, esprimendo queste quantita in funzione di Py,
Pg, Vie Vp.

3. Determinare in quali fasi del ciclo il gas assorbe calore e in quali lo cede.

Soluzioni
Domanda 1.1

Possiamo utilizzare la conservazione dell’energia. Detta w la velocita angolare delle aste,
determiniamo quella dei cilindri. Usando la condizione di rotolamento puro vediamo che
deve essere

w(R—7r)=—wer
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da cui
r—R

r

We = w

L’energia cinetica si puo scrivere nella forma

1 1
K=3 §Ia5mw2 + ilcwf

dove
1 P
Lista = §M (R—r)

¢ il momento di inerzia di ciascuna asta rispetto ad un suo estremo e

3
I. = imr2

il momento di inerzia di ciascun cilindro rispetto al punto di contatto.
Calcoliamo la distanza del centro di massa del sistema dal centro della cavita. Abbiamo

m(R—r)+ M3 (R—r)

d —
oM 3m + 3M
m—i—%M
- 12" (R—
3m a7

Detto 6 I'angolo tra ’asta posta ortogonalmente alle altre due e la direzione verticale

abbiamo
3 r—R\?
Ezi [Iasta+Ic< >
r

1
=3 [M—i—gm] (R—71)*w? =3 (m + M) gdey, cos 0

w? =3 (m+ M) gde, cos 0

Usando la conservazione dell’energia abbiamo la condizione

3 r—R\?
Iasta+Ic< r >

3 w2—3(m+M)gdcm:3(m—|—M)gdcm

da cuil

\/4(m+M)gdcm
w =
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Domanda 1.2

Possiamo scrivere

1
L=3 [Iasmw + Emr2wc +m (R — 1")2 w}

:SK;M—i—m) (R—r)—mr] (R—r)w

In assenza di gravita L si conserva: infatti le uniche forze che possono avere momento
non nullo rispetto al polo sono le componenti tangenti Fr; alla superficie della cavita
delle forze di contatto. Se consideriamo i cilindri, vediamo che il loro momento angolare
relativo al centro di massa deve soddisfare

§mr2d)c = Fp;r
e quindi tutte le Fr; hanno lo stesso valore. Infine

dL 1 1 .
= = 3 [<3M—f—m> (R—r)— 2m’l”:| (R—r)w=3Fr;R

di conseguenza

1 1 — 1
[<3M—|—m> (R—r)— 2mr} RR To= —MTW,

(;MJr;m) (1—%)@:0

ma questo € possibile solo se w = 0.

Pitt semplicemente si pud notare che dalla conservazione dell’energia in assenza di
gravita segue w = w, = 0. Segue che nessun momento puod essere applicato ai cilindri,
relativamente al centro di massa, e quindi le componenti delle reazioni vincolari parallele
alla superficie della cavita devono essere nulle.

ossia

Domanda 1.3

Per piccole oscillazioni I'energia vale, a meno di una costante,

3 ~R\%| ., 3
E=2 Iasm+Ic<T > 62 + 2 (m + M) gdemb?
2 r 2
3[M 3 2 3 )
=S5 +5 ~ S(m+M
2[3+2m](R 7“)9+2(m+ ) gdemb
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di conseguenza

1 (m+ M) gdem
2m Iasta+Ic (TﬁR)2

T

1 M +2m g
S 2n\[ 2M +9m (R — )

Domanda 2.1

Dato che A e B appartengono alla stessa adiabatica avremo

Va
Domanda 2.2
Dato che su una adiabatica
T— K
= 771

cony > 1e K > (latemperatura minore sara sul punto a maggiore volume dell’adiabatica
del ciclo considerato, ciod in A. Di conseguenza

1
Tmin = EPAVA

La temperatura massima sara sul punto della retta BA tangente ad una isoterma.
Partiamo dall’equazione della retta

Py — Pp
P =P —(V =V
B-I-VA_VB( B)
abbiamo
RT =PV
P4y — Pg
=PgV+—-—-(V-VB)V
B -I-VA_VB( B)

La temperatura massima si ottiene quando

_ 1 P4V —PpVy

%
2 Pp—Py

e vale

o _ 1 (PsVa—PaVp)’

AR (P — Pa) (V4 — Vp)
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Calcoliamo il lavoro

Va
Lp_a= PdV
|42

= % (PA + PB) (VA — VB)

Sulla adiabatica
Lasp=Us—Up=cy(Ta—1Tg)

In conclusione

c 1
W:%Gm@4m@+ﬂm+%ﬂm—@)

Domanda 2.3

Sull’adiabatica non avviene alcuno scambio di calore. Dal primo principio abbiamo
0Q = cydT + PdV

e quindi il gas assorbira calore quando

dT
— +P>0
cy qv + £ >
D’altra parte
Py — Pp
PVZPBV—Fi(V—VB)V:RT
Va—Vp
e quindi
dT Py— Pp
R— =P — 2V -V,
av ety Ty, )

In conclusione dovra essere

Py—P Py—P
YPp+ A B v vy | + Py A2
Va-VB

A—B V—Vg)>0
R Vi— Vg ( 5)

cioé
v PpVjy—PsVp
v+1 Pp—Py

V<
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Problema 1

Una piattaforma di massa M = 5m é appoggiata su un piano orizzontale privo di attrito.
Sulla piattaforma ¢ posto un cilindro di massa m e raggio r, che rotola senza strisciare
su di essa. Attorno al cilindro & avvolto un filo che viene mantenuto orizzontale e ad una
tensione costante 7' riavvolgendolo con un apposito dispositivo A, come in Figura [T.38]

T

O~ .

M

Figura 1.38.: La piattaforma appoggiata e il cilindro considerati nel problema.

1. Calcolare I’energia cinetica del sistema quando il filo é stato riavvolto per una
lunghezza ¢.

2. Calcolare la velocita v, e la velocita angolare w,. del cilindro quando quest’ultimo si
é spostato di un tratto d relativamente al sistema inerziale fisso rispetto al piano.

3. Quando la velocita del cilindro raggiunge il valore determinato precedentemente
il filo si spezza. Successivamente la pedana urta elasticamente contro un ostacolo.
Determinare la velocita v, e la velocita angolare w], del cilindro dopo 'urto.

Problema 2

Figura 1.39.: La trasformazione del sistema rappresentato nel piano QQ — T'.

Una mole di un gas perfetto monoatomico subisce una trasformazione reversibile rap-
presentata nel grafico in Figura Sull’asse orizzontale é riportata la temperatura, su
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quello verticale il calore trasferito al gas. Si conosce la temperatura 77 del gas negli stati
che corrispondono ad A e D e la temperatura To negli stati che corrispondono a B e C.

1. Determinare (Qp in modo che la trasformazione A — B sia una isobara, e Q¢ in
modo che la trasformazione complessiva A — B — C' — D sia ciclica.

2. Con i dati a disposizione e assumendo i valori Qp e Q¢ calcolati precedentemente
calcolare il rendimento del ciclo e la variazione di entropia AS4_,p del gas da A a
D.

3. Assumendo per @p il valore determinato precedentemente e Qo = 0 calcolare il
lavoro compiuto dal gas e la sua variazione di entropia ASa_p.
Soluzione
Problema 1

1. La forza dovuta alla tensione del filo é applicata ad un punto del cilindro che si
muove, per il puro rotolamento, con la stessa velocita del filo stesso. Di conseguenza
per il teorema delle forze vive I'energia cinetica del sistema & data da

K=1T¢

2. La prima equazione cardinale per il cilindro da
ma. =T — F,

dove F, é lattrito statico tra cilindro e piattaforma. La seconda equazione cardinale,
prendendo il polo nel centro di massa del cilindro da

%mrQac =-—Tr — Fyr
e la prima equazione cardinale per la piattaforma da
Ma = F,
Infine la condizione di puro rotolamento fornisce la relazione
Ge = @ — QT

Ricavando a e F, dalle ultime due relazioni

a = Qe + QT
F,=Ma.,+ Mao,r
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e sostituendo nelle prime due otteniamo
(m+M)a.+ Mra, =T

1
Ma. + <2m—|—M> rae, = —T

e risolvendo

(m+4M)
= —2=T
e m(m + 3M)
2(m+2M)
o=
¢ m(m + 3M)r

Il cilindro si sposta di un tratto d al tempo

2d
t=14/=
ac
e in quell’istante avremo
d(m + 4M)
2d T
e (m + 3M)
21dT
8 m

m(m + 3M)(m + 4M)r?
ld

\/ 8d(m + 2M)?
We = .t =

%

Notare che la forza di attrito applicata alla piattaforma é negativa,

2M
F,=—— """ T
(m+ 3M)

e quindi questa ha una accelerazione negativa

F, 2
Ja_ %
M (m +3M)

3. Dopo che il filo si & spezzato si conserva l’energia cinetica e il momento angolare
del cilindro rispetto al punto di contatto. Imponendo l'uguaglianza di queste due
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quantita prima e dopo 'urto abbiamo

1 2, 1 o 1 5 1 2 1 2, 1. p

§M'U + §mvc + §Iwc = §MU/ + 577’“]2 + 5[{,0(,:
—mrve + Iwe = —mrol, + Iw),

Usando le condizioni di rotolamento puro

Ve =V — WeT

r_ /
v, =V —w,r
possiamo eliminare le velocita della pedana ottenendo il sistema

M (ve + wer)* + mv? 4+ Tw? = M (vr. + wér)Q + mv? + Tw!?

/ /
—mrve + [we = —mrv, + Iw,
Risolvendo troviamo
, 4v. + rw,
W, =——7""
3r

1
vl = 3 (ve — 2rwe)

Problema 2

1. Se la trasformazione A — B ¢ una isobara deve essere ) = ¢, (' — 1) di conse-
guenza

Qp=cp(Tr —T1)

Se la trasformazione A - B — C' — D é ciclica A e D devono corrispondere
allo stesso stato termodinamico. Sappiamo gia che hanno la stessa temperatura:
possiamo imporre che anche la pressione sia la stessa. Da A a B la pressione rimane
costante, mentre sull’isoterma

v
Qc —Qp = Lp_c = Rl>log 70
B

P
= RTlog FA
C

da cui )
PC — PAe_TB(Qc_QB)

o
Infine sull’adiabatica PTT-v ¢ costante e quindi deve essere

i A —X —X 1 —
PDTll—'y — PCT21—'y — T21—’y PAe_ RT, (QC QB)
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Imponendo Pp = P4 otteniamo

Y T2
—OQp— ) RTylog [ 22
Qc=QsB 7_1R 2Og<T1>

T
:%aa—ﬂ)—771RBngé)

2. Dato che la trasformazione ¢é ciclica la variazione di entropia é nulla. Per quanto
riguarda il rendimento abbiamo che nella trasformazione viene assorbito un calore
@B e ceduto un calore QQp — Q¢, quindi

@ —-Qc _ Qc
QB QB

T R )

= —_ O —_—

7 -1 °\T

3. Il lavoro compiuto dal gas ¢ la differenza tra calore assorbito e calore ceduto, cioé
Qc. Di conseguenza in questo caso é nullo. Per quanto riguarda ’entropia, abbiamo

n=1-

cioé

T
ASasp = ASasc = cplog 7 - C%f

T, T
=cp <logTi+T;—1>
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Problema 1

/B
N

Una guida a forma di spirale & descritta nel piano, in un opportuno sistema di riferimento
inerziale e in coordinate polari, dalla relazione

r = roe’?
dove 1o e 8 sono due parametri positivi e —oo < 6 < co. Un punto materiale di massa m
¢ vincolato a muoversi sulla guida, e gli attriti presenti sono trascurabili. Nel seguito si
indicheranno con 6, e 7, le coordinate polari che specificano la posizione di tale punto.

1. Allistante iniziale si ha 6,(0) = 0 e 6,(0) = wp. Determinare il modulo della velocita
della pallina vy (t).

2. Supponiamo che il sistema di riferimento non sia inerziale, ma ruoti con velocita
costante ) attorno all’origine. Se inizialmente 6,(0) = 0 e 6,(0) = 0 calcolare v,(t).
La forza di Coriolis influisce sul moto del punto?

3. Calcolare la potenza W (t) del motore che mantiene la guida in rotazione costante,
con le condizioni iniziali per il punto materiale specificate precedentemente.

Problema 2

Un tubo cilindrico di sezione S e lunghezza L, chiuso agli estremi, & diviso in due
parti inizialmente dello stesso volume, come in figura, mediante una massa m. Anche
la masse ¢é cilindrica, con la stessa sezione del tubo e altezza trascurabile. In ciascuna
delle due parti sono contenute n moli di un gas perfetto monoatomico, inizialmente alla
stessa temperatura 7. La massa permette scambi di calore, e si pud modellare come una
resistenza termica Rr.
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1. Si sposta molto lentamente agendo dall’esterno la massa, fino a quando il volume
del secondo scomparto non si dimezza. Calcolare la nuova temperatura del gas.

2. Determinare la frequenza delle piccole oscillazioni della massa attorno alla posizione
di equilibrio iniziale, supponendo che il moto sia abbastanza lento da poter definire
istante per istante pressione e temperatura dei gas nei due scomparti. Si supponga
inoltre che R — oo, in modo da poter considerare la massa isolante.

3. Cosa cambia nel problema precedente se Ry = 07 Si continui a considerare i
parametri termodinamici del sistema ben definiti.
Soluzione
Problema 1
Domanda 1
Dato che la particella é vincolata alla guida deve essere istante per istante

6
Tp = roe'B p

e derivando ‘ ‘
iy = BOproe’’r = 80,1,

Quindi
vp = \/7'“12) +r§9§
1

= lip] 1+ 52

Possiamo esprimere v, anche in funzione della velocita angolare
v =1 || V1 B

In particolare usando quest’ultima otteniamo
vp(0) = rowo/ 1+ B2

Ma dato che non si hanno attriti I’energia cinetica (e quindi il modulo della velocita) si

conservano, quindi
vp(t) = rowo/1 + 52

Domanda 2

Osserviamo che la forza di Coriolis é proporzionale al prodotto vettore tra velocita
angolare (ortogonale al piano) e velocita (parallela alla guida). Quindi é perpendicolare
al vincolo e non ha effetti sul moto.
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Aggiungendo un potenziale centrifugo possiamo scrivere I’energia totale conservata
nella forma

Derivando rispetto al tempo troviamo 1’equazione del moto

QQ 2
Tp — p Tp =
1432

che ha per soluzione
QB __98
= AeV1+82 + Be V1+82

Dalle condizioni al contorno segue che

Qp

rp(t) = 1o cosh ———=t
V1452
pre 08

(t) = sin t
0= e
e quindi
t
= |rp4/1 = |Qrgsinh —— 925 N
_|_
Domanda 3

Rispondiamo lavorando nel sistema di riferimento inerziale. La potenza é uguale alla
derivata dell’energia cinetica della particella. Questa si scrive nel sistema scelto

1 )

e in termini delle variabili nel sistema rotante

E= ;m[r 412 <9 +Q”
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Abbiamo gia calcolato 7, e r}, e sappiamo che ép = BlTpv'"p, quindi

1 2
i+ (ﬁfp + rpQ)

2
1 1+8%\ ., 2.
=gm [( 7 > 7'2% + Erprpﬂ + rgﬂz}

sinh?

1
E=-m

1
= —mQ?%rd t + cosh?

2

0B 97¢] 1 . 0B Qp
—_— t+2 sinh ———tcosh ———¢
V1+ 32 1+ 32 V1+ 52 V1+ 52 1+ 32
203 1 , 20
sinh
\/1+ﬁ2t+\/1+52 sin ﬁ-kﬁzt

Derivando rispetto al tempo otteniamo la potenza

1
= §m§22r(2) [cosh

29735 2008 205

1
sinh t+ cosh t
0/1+ﬁ2 /1+52 /1_|_52 /1_|_52

Per g = 0 la spirale si riduce a una circonferenza e W = 0.

W =mr

Problema 2
Domanda 1

Dato che sono possibili scambi di calore il gas nei due scomparti ha la stessa temperatura.
Possiamo scrivere per essi

dQ = nceydT + PdV;
—dQ = neydT + PodVs

Sommando membro a membro
0 = 2ncydT + PidVy + PydVs

e usando le equazioni di stato

T ()

Integrando otteniamo
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e quindi
(v=1)

M=

n()

Per risolvere il problema si poteva anche osservare che l’entropia totale non doveva
cambiare, dato che la trasformazione € reversibile e i gas non scambiano calore. Quindi

T W iV
AS = 2ncy logfo + anOgQ?OO +anog2700 =0

da cui segue lo stesso risultato.

Domanda 2

Possiamo scrivere 1’equazione del moto nella forma
mi =25 (P1 — PQ)

dove x ¢ lo spostamento del setto dalla posizione di equilibrio iniziale. Non si ha trasferi-
mento di calore tra i due scomparti, quindi i gas subiscono una trasformazione adiabatica.

Quindi

V07

P=F|

= (1)

VOW

Po=F |

" W\ (Vo)

=SSP ||+ -+

re=sn|(5) - (v)

B W (V% Y
_SPO[(%Jer) <Vo—5w>

2752P0
- X
mVo

2vS2Py s [3nT
w1 = =
! mVy RV

quindi

Per piccole oscillazioni

e quindi
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Domanda 3

In questo caso le temperature dei due gas sono istante per istante identiche. L.’equazione
del moto precedente si puo scrivere nella forma

mx:S(Pl—Pg)

1 1
= T —
nit S<V0+SQZ V[)—Sa})

ma per piccole oscillazioni il contributo tra parentesi é del primo ordine, e quindi si puo
porre T' = Tj. Segue che

2nRS?*Ty
e
mVO2

o — 2nRS?Ty  |8nRTy
S A 7R Y o

e quindi

Notare che w; = |/qws.
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Problema 1

Figura 1.40.: Il sistema descritto nel problema.

Su un piano orizzontale é appoggiata una guida curva come in Figura [I.40] ottenuta
congiungendo due tratti rettilinei con un quarto di circonferenza di raggio r. La guida ha
una massa totale M ed é vincolata in modo che la parte a contatto con il piano orizzontale
non si possa staccare. Una massa m viene lanciata verso la guida con velocita iniziale 7y,
ed entra in essa. Tra piano orizzontale e guida e tra piano orizzontale e massa non c’¢
attrito mentre ci puo essere attrito tra la guida e la massa.

1-a. Trovare eventuali quantita conservate giustificando la risposta.

1-b. Si osserva che per un certo modulo della velocita iniziale v; la massa arriva all’altra
estremita della guida con componente verticale della velocita nulla. Calcolare la
componente orizzontale.

D’ora in poi si pud supporre che non vi sia attrito tra guida e massa.
2-a. Trovare eventuali quantita conservate giustificando la risposta.

2-b. Calcolare il minimo modulo della velocita iniziale v,,;, che permetta alla massa di
uscire dall’altra estremita della guida. Quanto vale la componente orizzontale della
velocita della massa al momento della fuoriuscita?

3. Preso || = v3 > Upmin calcolare la massima altezza (dal piano orizzontale) raggiunta
dalla massa.
Problema 2

Un recipiente cilindrico di sezione S e impermeabile al calore viene chiuso da un pistone,
pure impermeabile al calore e collegato al fondo del recipiente da una molla di lunghezza
a riposo nulla e costante elastica k. All’interno del recipiente si trovano n moli di un gas
perfetto monoatomico mentre la pressione esterna € trascurabile.

1. Inizialmente il sistema si trova all’equilibrio a una temperatura 7Ty. Calcolare la
pressione e il volume totale occupato dal gas.

2. Si applica ora al pistone una forza orizzontale di modulo F' e si attende che si
ristabilisca 'equilibrio grazie agli attriti interni. Calcolare la nuova temperatura.
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Figura 1.41.: 1l cilindro con il pistone e la molla descritti nel problema.

3. Calcolare di quanto é cambiata I’entropia del sistema.

Soluzioni Problema 1
Domanda 1.a

Dato che non si ha attrito tra piano orizzontale e guida e tra piano orizzontale e massa
tutte le forze esterne applicate al sistema massa+guida sono verticali. Si conserva quindi
la quantita di moto orizzontale del sistema.

Domanda 1.b
Dalla conservazione della quantita di moto orizzontale segue che
muy = (m + M)vy

dove vy ¢ la velocita finale orizzontale comune alla massa e alla guida. Quindi

Domanda 2.a

Per le considerazioni fatte nella prima domanda la quantita di moto orizzontale del
sistema si conserva ancora. In assenza di attriti si conserva anche l’energia meccanica
totale, inserendo in essa l'energia potenziale gravitazionale della massa.

Domanda 2.b
Usando la conservazione dell’energia nel sistema del centro di massa si trova

1
ilu'vgm'n = mgh

dove p € la massa ridotta del sistema,

mM
m+ M

/’L:
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vmm:“m:]h: 2gh<1+%>

Al momento della fuoriuscita le velocita orizzontali di guida e massa sono uguali. Per la
conservazione della quantita di moto orizzontale si trova, analogamente ai casi precedenti,

Di conseguenza

m
Vorizzontale = Umin
m+ M

Domanda 3

In questo caso

1
fpwg = mgh’
2
dove h' & I'altezza massima raggiunta, che vale quindi
h/ — /“)g
2mg

Soluzioni Problema 2
Domanda 1

Preso come positivo il verso da sinistra a destra abbiamo per I'equilibrio meccanico del
pstone

%
PyS — kgo =0
e dalla equazione dei stato dei gas perfetti
PyVy = nRTy

Troviamo quindi

1
Py = g v nkRTy

Domanda 2

Usando il primo principio e tenendo conto che non si ha scambio di calore con 'esterno
abbiamo

AU =W
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dove W ¢ il lavoro fatto sul sistema. Includendo nel sistema anche la molla possiamo
scrivere esplicitamente

k F
352 (VP =V§) +nev (Ty — To) = <5 (Vs = W)

Dalla legge dei gas perfetti e dalle condizioni di equilibrio meccanico per il pistone troviamo

2

\%4 F
f
prf = <kS2 — 75 Vf) = nRTf
k 2
Vo Py = —SZVE) =nRTy

e quindi

252(Vf—V0)+R<k52—S2VO—SVf =5 (Vs =W
Questa ¢ una equazione di secondo grado per Vy

V2_2FS vy 2FS~ -1
P77k y+1 7T Tk 41

Vo—Vg=0
Risolvendo troviamo
FS ~ FS ~ \? 2FS~ —1
Vi=——— —_— |7/ p— Vi
/ k’y+1+\/<k7+1>+0 k y+1°

4
—Vk+\/V,3+VO2— =ViVo

dove si & posto
5 S

A

Di conseguenza la temperatura, sostituendo in

k 7
I = Rrs? (Vf B 5Vk) i

Vi

Domanda 3

La variazione di entropia si pud ottenere dalla espressione generale

14;

T
AS = ncy log Tg + nRlog 7

ed é positiva, dato che la trasformazione considerata é irreversibile.
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Esercizio 1

Figura 1.42.: Il pendolo fisico descritto nel problema.

Un pendolo fisico e costituito da una sbarra sottile di lunghezza ¢ e massa m, saldata ad
un estremo ad un disco di uguale massa e raggio R = 2¢ , ed appeso all’estremo opposto.

1.

2.

Calcolare la distanza tra il punto di sospensione ed il centro di massa del pendolo.

Calcolare il momento di inerzia del pendolo rispetto ad un asse perpendicolare al
piano di oscillazione e passante per il punto di sospensione.

. Calcolare la frequenza delle piccole oscillazioni wp rispetto alla posizione di equili-

brio stabile.

. Si fa oscillare orizzontalmente il punto di sospensione P secondo la legge

xp(t) = acosQt

Scrivere ’equazione del moto per l'inclinazione del pendolo e risolverla cercando
una soluzione con lo stesso andamento temporale di xp(t).

. Determinare 2 in modo che a regime il centro del disco rimanga fermo, supponendo

che 'approssimazione di piccole oscillazioni resti valida.

Soluzione

Domanda 1

Combinando i contributi del disco e della sbarra abbiamo

m& +m (0 + R) _7,
2m 4

d =
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Domanda 2
Sommando i contributi di disco e sbarra, e utilizzando il teorema di Steiner, abbiamo

2

I:m%-i- %m(2£)2+m(€+R)2

Domanda 3

La seconda equazione cardinale si scrive
160 + 2mgdd =0

da cui

2mgd 21g
:2 = —_— = _ =
wp = 2nf \/ 1 68 ¢
Domanda 4

Nel sistema di riferimento solidale al punto di sospensione la seconda equazione cardinale
si scrive adesso, per piccole oscillazioni,

16+ 2mgdf = —2mdip
Cerchiamo una soluzione della forma
0 = 6y cos Qi

Sostituendo abbiamo
—0216y + 2mgdby = 2mad?

da cui
2mad? wl% a$)?

07 2mgd — 102 Wi —02 g

Domanda 5
Nel sistema di laboratorio il centro del disco si muove orizontalmente come
xozxp+(€+R)9

ossia
xo =acosQt + (¢ + R) Oy cos Qt

e quindi é fermo quando
a—+ (f + R) 90 =0
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Sostituendo troviamo la condizione

02 _ 2mgd _ 99
I—((+R)2md T7¢
Esercizio 2
P
! P/: AT
pl B o
A
n T

Figura 1.43.: Il ciclo termodinamico descritto nel problema.

Si sottopongono n moli di un gas perfetto monoatomico alla trasformazione termodina-
mica ciclica e quasistatica rappresentata in figura nel piano PT. Il tratto A — B avviene
ad una temperatura costante Ty, il tratto B — C' ad una pressione costante Py e sul
tratto C' — A vale P = 8T dove 8 € una costante nota di opportune dimensioni.

1. Rappresentare la trasformazione nel piano PV.
2. Determinare la temperatura massima 7},,, ¢ minima 7;,;, raggiunta dal gas.

3. Supponendo che il sistema possa scambiare calore solo con due bagni termici esterni
alle temperature T, € Thae calcolate precedentemente, determinare la variazione
di entropia del gas in un ciclo.

4. Nelle stesse condizioni precedenti, calcolare la minima variazione di entropia dei
bagni termici in un ciclo.

Soluzione
Domanda 1

La trasformazione C' — A & isocora, infatti

da cuil
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La rappresentazione nel piano PV & riportata in Figural.44]

P

Pyl

Ty

Figura 1.44.: 1l ciclo nel piano P — V.

Domanda 2

La temperatura aumenta sulla isobara all’aumentare del volume, e sulla isocora all’au-
mentare della pressione. Quindi T}, = Tp €

P,
Tmax = TC = FO

Domanda 3

Dato che entropia ¢ una funzione di stato, dopo un ciclo non é cambiata per il gas, dato
che questo torna nello stesso stato iniziale.

Domanda 4

Nella trasformazione A — B il bagno termico a T;,;, scambia con il gas il calore

Va
QA—)B = nRTin lOg 7
B
ed aumenta la propria entropia di
Qa-B 0
AS) = =nRlog ——
! Tm'm 8 BTO

Nella trasformazione B — C' il bagno termico a T}, scambia con il gas il calore
QB—>C = ncp (Tmzn - Tma:):)
e riduce la sua entropia di

QB%C Tmin - Tmaac
= nNnCcp——

ASy =
2 Tmax F Tmax
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Nella trasformazione C' — A infine il bagno termico a T}y, scambia con il gas il calore
QC—)A = ncy (Tmax - Tmzn)
e aumenta la sua entropia di

QC—>A Tmax - Tmin
AS3 = =ncy —————

La somma di queste variazioni ¢ anche la variazione totale di entropia dell’universo[p
AS = AS;] + ASy; + AS;

P Toni T
—anog0+n0p< o 1) +ncv< mar _ 1)
0

/BT Tmaz min
Py BTy Fo
:anog—i—ncP(—l +ney | — —1
BTo Fo BTo
!Questa ¢é sempre positiva. Ponendo = = % abbiamo

AS =nRlogz + ncp (1 - 1) +ney (z — 1)
x

Per x = 1 abbiamo AS = 0. Ma

cp +xev) (x —1)
22

d (
L AS =
e S=n

quindi AS(x) & crescente per z > 1 e decrescente per z < 1. Quindi AS > 0.
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Esercizio 1

m

|
A

: o Yy
. i
g | z T
M,R
0

Figura 1.45.: Il sistema considerato nel problema.

La meta di un cilindro di massa M e raggio R ¢ appoggiato su un piano orizzontale nella
posizione di equilibrio stabile rappresentata in Figura [[.45] Una particella di massa m
viene lasciata cadere verticalmente in modo da urtare lo spigolo del semicilindro con una
velocita di modulo vg. L’urto é completamente anelastico e istantaneo, e il semicilindro
ruota senza strisciare sul piano. Il cilindro ¢ omogeneo, quindi il suo centro di massa si
trova ad una distanza d = ?,)—f dall’asse.

1. Calcolare il momento di inerzia Ip del mezzo cilindro rispetto ad un asse passante
per il punto O di contatto col piano e parallelo all’asse z del sistema di riferimento
riportato in figura.

2. Calcolare il momento angolare del sistema rispetto ad un polo opportunamente
scelto immediatamente prima e immediatamente dopo 'urto.

3. Calcolare I'energia dissipata durante I'urto.

4. Per quale valore minimo di vg il punto di impatto A riesce ad arrivare a terra?

Soluzione
Domanda 1

Detto Icps il momento di inerzia del semicilindro rispetto al suo centro di massa, dal
teorema di Steiner abbiamo

1
§MR2 = Icy + Md?

Io = Ica + M (R — d)?
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da cui
1
Ip = 5MR? + M (R—d)? — Md?

:;MR2—2MRd
3 8
=(Z——)MR?
<2 37T>

Domanda 2

Se poniamo il polo in O, durante 1'urto il momento angolare si conserva perché le uniche
forze impulsive esterne sono le reazioni del piano orizzontale, che hanno braccio nullo.
Quindi sia prima che dopo 'urto
L =muyyRz
_ 2
mugR = (ZmR + Io) w
da cui

" mugR
" 2mR2 + Io

Domanda 3
Dopo l'urto il momento angolare si pud scrivere nella forma
L= (2mR2 + IO) w2
Otteniamo quindi I'equazione
mugR = (2mR2 + Io) w
che permette di calcolare la velocita angolare del sistema dopo 'urto

muoR
w= -
2mR2 + IO

L’energia prima dell’urto vale

e dopo
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L’energia dissipata ¢ dunque

Bi= By =gmuo (27nR2+10

Domanda 4

Dopo l'urto vale la conservazione dell’energia meccanica, dunque
1 m2R?

22mR? + Io

Nell’equazione precedente Up,qy € il massimo dell’energia potenziale tra § =0 e 6 = 7/2,
dove 6 ¢é I'inclinazione della faccia superiore del semicilindro. Dato che

U(2) - Mdg Z Umax

U(f) = —Mgdcosf — mgRsin 6

vediamo che si ha solo un minimo nell’intervallo considerato. Possiamo quindi considerare
il valore del potenziale a § = 7/2. Se

U(r/2) = —mgR < —Mdyg

il punto A tocca terra indipendentemente da vg. Questo ¢ quanto accade se

4
> —M
m= 3
In caso COIltI'aI'iO deve essere
1 m?R?
Wi > Mdg— R
29mR2 + I, 0 = 9T
cioé
4 M I
|29 (srm — 1) (2 + m%2>
U
0= mRR2
Esercizio 2

Due corpi di capacita termica C' = o1 si trovano inizialmente alle temperature 17 e T5.
1. Si mettono in contatto i due corpi. Calcolare la temperatura finale di equilibrio.
2. Calcolare la variazione di entropia del sistema.

3. Considerando nuovamente lo stato iniziale, calcolare il massimo lavoro che é possibile
estrarre dal sistema.
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Soluzione
Domanda 1
Dato che il sistema dei due corpi ¢ isolato, la somma dei calori assorbiti deve essere nulla.

Quindi
Ty Ty
/ aTdT + / aTdl =0
T T,

da cui
1
Tr=1/5 (17 +T3)

Domanda 2

Ty Ty
AS = adT + / adT

T Ty
T, + T
=2« <Tf— 1—; 2)

:m( [T2 4 T2 _T1+T2>
2 2

Domanda 3

Per ottenere il massimo lavoro si deve procedere reversibilmente, quindi AS = 0. Questo
significa
1
Ty = 3 (T + 1)
Detti Q1 e Q)2 i calori ceduti ai due corpi, dal primo principio abbiamo
Q1 +Q2+W =0
dove W ¢ il lavoro ottenuto. Di conseguenza

W= —Qi—Q: =5 [I7 + 13 - 217]
1, o oy 1 2
=« i(Tl +T2)— [2(T1+T2):|

«
=7 (Ty — Tp)?
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2.1. 10 gennaio 2007

Primo problema (15 punti)

Vo

| —
m M

b

L

Nel sistema in figura tra il blocco di massa M e lunghezza b e la massa m ¢ presente
un attrito descritto da coefficienti statici e dinamici pus e pg. Inizialmente la particella si
muove sul piano a sinistra (privo di attrito) con velocita vg. Il blocco ¢é libero di muoversi
nella scanalatura, anche essa priva di attrito, e arrivando al bordo a destra vi rimane
attaccato.

1. Supponendo che la particella non cada nella scanalatura calcolare la velocita del
centro di massa del sistema massa+blocco. Rimane la stessa anche dopo 'urto?

2. Per quali valori di ug la particella cade nella scanalatura?

3. Se la particella si ferma relativamente al blocco prima dell’arrivo di questo sul
bordo destro, cosa accade al momento dell’urto? In generale sotto quali condizioni
la particella passa oltre il bordo destro, e con che velocita?

Secondo problema (15 punti)

La particella di massa m & vincolata alla guida circolare di raggio R posta in un piano
orizzontale. Inoltre ¢é fissata ad una molla di costante k e lunghezza a riposo ¢y. L’altro
estremo della molla ¢ fissato a un punto posto a una distanza R/2 dal centro della guida.

m

D
S
NN
N
S
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1. Se ¢y = 0 determinare la minima velocita che deve avere la particella nel punto di
minimo allungamento della molla per poter percorrere completamente la guida.

2. In funzione di £y > 0 discutere le posizioni di equilibrio del sistema.
3. Scelta una opportuna coordinata scrivere le equazioni del moto per il sistema, sempre
per £y generico.
Soluzione primo problema
Domanda 1

La quantita di moto del sistema blocco+massa si conserva durante il moto nella scanala-
tura. La velocita del centro di massa é quindi uguale a quella iniziale, ossia

_ muvgy
C om+ M

Vem

La conservazione cessa di valere durante l'urto, perché sul sistema agisce una forza
orizzontale, la reazione vincolare della parete. Dopo 'urto in effetti avremo

muv
Vem =
m + M

dove v ¢é la velocita della particella dopo I'urto. Ma v < vg perché parte dell’energia si ¢
dissipata per attrito.

Domanda 2

La particella cade nella scanalatura se percorre una distanza b relativa al blocco prima
dell’'urto con la parete. La forza di attrito applicata al cuneo vale

Fy = pamg

quindi il moti del cuneo e della particella sono uniformemente accelerati, dati da (y =

1 2
s = wvot — S pagt
2
1
S = Symagt’.

Il tempo 7, necessario a percorrere una distanza relativa b é determinata da
1 2
S—S:’U()Tb—§,ud(1 +7)grm; =b
e quello a cui avviene 'urto da

1
S = 57/%197'“2 =L—-b.
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Segue che
Lo wEVE - 2ua()g
pa(1+7)g
2(L—b
Ty = ALY .
YHag

La soluzione accettabile per 73, & la piu piccola, corrispondente al segno negativo. Abbiamo
quindi la condizione 7, < 7, ossia

vp — /3 — 2bpg (L +7) g < \/2(L — byt (1+9)%g.
Per discutere questa equazione conviene introdurre i parametri adimensionali

o= 2rag(1+7)b

>0
vg B
¢ 1 L
ﬁ:ﬂ<—1)zo.
0% b

La disequazione diviene

1—VI—z<+/Bz

che ha per soluzione

4
0 <2 < min [1,6]

(1+p)?

ossia

2 4 L_ 1
0§ud<v70min 1, gl +7)(b 2) .
g(1+ )b ~

Domanda 3

Se la particella si ferma relativamente al blocco prima dell’urto, immediatamente dopo
continuera a muoversi con la stessa velocita relativa al sistema di laboratorio. Questa
¢ data dalla velocita del centro di massa del sistema prima dell’urto determinata in
precedenza.

Condizione necessaria per passare oltre il bordo destro ¢ ovviamente quella di non
cadere nella scanalatura, cioé per quanto visto al punto precedente

el

Se inoltre x > 1 la particella é ferma rispetto al blocco prima dell’urto, con una energia

T > min [1,
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cinetica nel sistema di laboratorio di

e 1 muvg 2
=-m
2 m+ M
Per poter passare oltre il bordo destro questa dova essere maggiore del lavoro che verra
fatto dalle forze di attrito dopo 'urto sul tratto non ancora percorso sul blocco. Il tratto

gia percorso si pud trovare eguagliando I'energia disponibile nel centro di massa al lavoro
fatto sul sistema dall’attrito:

1

106 = pamg (6 = A)

dove § e A sono gli spostamenti di particella e blocco. Ma nel sistema del centro di massa
md+ MA =0

per cui
1 m
106 = pamyg (1 + M) 5

5_11)(2) M 2
C 2pqg \m+M)

La velocita finale si otterra quindi dall’equazione

1 mug \® 1 1 v} M \?
Kzf = - —_—_——_—
2m(m—|—M> 2" —|—,udmg[ 2 pgg \m+ M

e v2 > 0 corrispondera alla condizione per la quale la particella passa sul bordo. Quando
x < 1 avremo sicuramente il passaggio del bordo, e la valocita finale si potra ottenere
semplicemente da

e quindi

1
mug = §m112 + pgmgL

v = \/vg—Z,udgL.

| =

da cui

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Possiamo scegliere come coordinata ’angolo # tra il raggio corrispondente alla posizione
della particella e quello corrispondente alla posizione di massimo avvicinamento. I’energia
cinetica si scriverd quindi

1 )
K= —-mv?= §mR292
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e quella potenziale
1
U= 51{:(5 — 60)2

L= \/R2sin29+(Rcos«9—R/2)2 :RUZ—COSH.

Nel nostro caso £y = 0 quindi

Con

1 . kR?> (5
E=K = mR%? 4+ [ Z .
+U 2mR«9—|— 2 <4 cosH)

Eguagliando ’energia nel punto di massimo e di minimo avvicinamento otteniamo

1 1 1
“mog + ikﬁ > k(2

9 min 9"Vrmaz

da cui

vo = \/:1 (ggnax - e?nzn)

ossia

Domanda 2

Se sulla molla vi & tensione, una posizione sara di equilibrio solo quando questa ¢ ortogonale

al vincolo. Cio ¢ possibile chiaramente soltanto in 6 =0 e 6 = .

L’altra possibilita é che non vi sia tensione. Questo accade quando la molla ¢é alla sua

lunghezza di riposo, il che significa

2 = R? (i — cosé’)

cosa possibile solo se

lh<n<ln
Il relativo angolo é dato da
cosf = 5 ﬁ
4 R%
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Domanda 3

Possiamo ottenere le equazioni del moto derivando ’energia totale rispetto al tempo:

2
L d |1 k[ [5
E = o 2le9 +2<R 1 cos 6 €0>
ino .
— mR%0+k R,/§—cos9—eo ST g
4 9./5

2 —cos 6

da cui

mR2§+§ R— fo sinf =0.

g —cos 0
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2.2. 18 giugno 2008

Problema 1 (15 punti)

m
vy

L

Un proiettile di massa m viene lanciato con velocita vg contro un cuneo di massa M
e lunghezza L. Tra proiettile e cuneo in moto relativo si esercita una forza di attrito
costante Fp, ed il cuneo ¢ libero di muoversi su un piano orizzontale senza attrito

1. Per quale velocita iniziale vy minima il proiettile attraversa il cuneo?
2. Calcolare e rappresentare graficamente I'energia dissipata in funzione di vg.

3. Calcolare la velocita finale del cuneo nel limite vy — oo.

Problema 2 (15 punti)

Per spostarsi da un punto all’altro della terra si pensa di scavare un tunnel rettilineo
che unisca la partenza e la destinazione, come in figura. Una cabina di massa m viene
lasciata libera di muoversi nel tunnel, accelerata dalla forza di gravita. Si suppone di
poter trascurare gli attriti. Nel seguito si tenga presente che vale la seguente proprieta:
all’interno di un qualsiasi guscio sferico di densitd omogenea le forze gravitazionali sono
nulle. Assumere uniforme la densita della terra.

1. Immaginare di voler fare un viaggio agli antipodi, scavando quindi una galleria
passante per il centro della terra. Determinare I’energia potenziale gravitazionale
della cabina in funzione della sua distanza dal centro della terra e calcolare il tempo
necessario al viaggio.

2. Adesso si vuole viaggiare da Roma (longitudine= 12°27’, latitudine= 41°55’) a New
York (longitudine= —70°15', latitudine= 40°45"). Calcolare anche in questo caso il
tempo necessario al viaggio.

3. Alternativamente, si vuole fare uno dei due viaggi precedenti (a scelta) su una
cabina lanciata in orbita circolare al livello del suolo (trascurare anche in questo
caso qualsiasi forma di attrito). Calcolare nuovamente il tempo di percorrenza.
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Soluzione primo problema
Domanda 1

Domanda 2

Domanda 3

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Domanda 2

Domanda 3
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2.3. 18 luglio 2008

Problema 1

Vo

Un punto materiale di massa m € vincolato a muoversi sulla guida in figura, in assenza
di attrito e sotto l'azione della forza di gravita. Il tratto compreso tra A e B & un quarto
di circonferenza di raggio R. Inizialmente di trova nel tratto orizzontale, con velocita vg.

1. Supponendo il vincolo bilatero, calcolare la velocita della particella nell’istante in
cui arriva in B.

2. Considerando adesso il vincolo monolatero, calcolare per quale angolo 6 il punto si
stacca dalla guida.

3. Sempre nel caso di vincolo monolatero esiste la possibilita, per una data velocita
iniziale vg, di disegnare la guida tra il punto A e il punto B in modo tale da evitare
il distacco? Motivate la vostra risposta e in caso positivo trovate un esempio.

Problema 2

M
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Una particella di massa m € posta all’interno di un contenitore cilindrico. Inizialmente
¢ in movimento con velocita iniziale vy in modulo su una traiettoria inclinata di un angolo
0 rispetto all’asse del cilindro, come in figura. Le basi del cilindro sono due setti separati
inizialmente da una distanza L, quello a sinistra ¢ fissato, quello a destra puo scorrere ed
¢ di massa M. La particella urta elasticamente in un tempo trascurabile su pareti e setti,
tra il setto mobile e pareti c’é attrito.

1. Inizialmente anche il setto di destra viene bloccato. Mostrare che la media temporale
della forza esercitata su un setto dalla particella é proporzionale alla sua energia
cinetica, e trovare la costante di proporzionalita.

2. Con le stesse condizioni iniziali si lascia il setto di destra libero di muoversi. Calcolare
I’angolo 6 della traiettoria della particella dopo un rimbalzo su ciascuno dei due
setti, e la sua energia dopo un gran numero di urti.

3. Muovendo con velocita costante molto piccola il setto si riduce della meta il volume
del recipiente. Trovare una quantitd conservata durante il processo, e calcolare
I’energia cinetica finale della particella.

Soluzione problema 1
Domanda 1
Domanda 2
Domanda 3
Soluzione problema 2
Domanda 1
Domanda 2

Domanda 3
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2.4. 11 settembre 2008

Problema 1 (15 punti)

Un punto materiale é vincolato a muoversi sotto l'azione della gravita su una superficie

liscia, la cui equazione in coordinate cilindriche & p = az?.

1. Determinare le quantita conservate.

2. Studiare l’esistenza di orbite circolari p = r. e determinarne la velocita in funzione
di re.

3. Calcolare la frequenza delle piccole oscillazioni radiali attorno alle orbite circolari.

Problema 2 (15 punti)

Un pendolo di lunghezza ¢ e massa m é montato su un blocco di massa M poggiato su un
piano orizzontale. Tra blocco e piano ¢ presente solo attrito statico ps (g = 0). Il blocco
e il pendolo sono inizialmente in moto con velocita vy, col pendolo nella sua posizione di
equilibrio, e urtano frontalmente un secondo blocco in modo elastico. In seguito all’urto
il primo blocco si arresta.

1. Determinare la massa del secondo blocco.

2. Supponendo pus abbastanza grande da impedire strisciamenti, determinare il valore
minimo di vy affinché il pendolo percorra un giro completo (il vincolo del filo si
intende monolatero).

3. Per vg = +/5gf determinare il minimo valore di 4 affinché il blocco resti in quiete.
Volendo ¢ possibile considerare solo il caso M > m, dando il risultato al primo
ordine in m/M.

Soluzione primo problema
Domanda 1

Domanda 2

Domanda 3

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Domanda 2

Domanda 3
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2.5. 21 gennaio 2009

Problema 1 (15 punti)

Un cultore di Bungee Jumping (m = 80 kg) vuole lanciarsi da un ponte sospeso ad una
altezza di h = 152m, utilizzando un cavo elastico di lunghezza a riposo ¢y e costante
elastica k. Nel seguito si ignori qualsiasi forma di attrito e la massa del cavo, tenendo
conto del fatto che quest’ultimo ha effetto solo quando in tensione.

1. Che relazione deve valere tra i parametri in gioco per essere certi di non toccare
terra dopo il salto?

2. Calcolare la massima tensione sopportata dal cavo e ’accelerazione minima e
massima della massa sospesa.

3. Calcolare il periodo T delle oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio, dicendo
in particolare se T' dipende dall’ampiezza.

Problema 2 (15 punti)

my vy

® -

my

Nel sistema in figura il pendolo costituito dalla massa meo e da una bacchetta rigida
di massa trascurabile si trova, al momento dell’urto con la massa mi, in quiete nella
posizione indicata, parametrizzata dall’angolo 6.

1. Supponendo l'urto istantaneo e completamente anelastico, trovare se esistono even-
tuali quantitd conservate durante esso.

.....

della massa m; vale vg.

3. Per quali valori di 8y I'energia dissipata nell’urto ¢ massima e minima?
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Soluzione primo problema
Domanda 1

Domanda 2

Domanda 3

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Domanda 2

Domanda 3
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2.6. 12 febbraio 2009

Problema 1 (15 punti)

Il piano inclinato in figura, di massa M e inclinato rispetto all’orizzontale di un angolo
0, é inizialmente fissato al suolo. Una particella di massa m é lasciata cadere da un’altezza
h (misurata rispetto al punto in cui il piano verra urtato).

1. Calcolare la velocita della particella dopo 1'urto (elastico) con il piano inclinato, in
modulo, direzione e verso.

2. Stessa domanda, supponendo adesso che il piano inclinato non sia piu fissato, ma
libero di scivolare senza attrito sul piano di appoggio.

3. Supponendo che tra piano inclinato e suolo sia presente un attrito statico con
coefficiente ugs, per quali valori di us e € il piano inclinato rimane in quiete dopo
I'urto?

Problema 2 (15 punti)

Una particella di massa m pud muoversi su una semicirconferenza di raggio R, collegata
inoltre al punto P in figura da una molla di lunghezza a riposo nulla e costante elastica
k. P si trova sulla verticale del centro della semicirconferenza O, e PO = h. Inizialmente
la particella si trova nel punto Q).

1. Supponendo h = 0 (quindi P coincide con O) trovare per quale valore mini-
mo di k la particella pud arrivare fino al piano orizzontale senza staccarsi dalla
semicirconferenza, se inizialmente viene spostato di poco da Q.

2. Per un fissato h, con 0 < h < R per quali valori della costante elastica ) ¢ una
posizione di equilibrio stabile?
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3. E possibile scegliere h e la velocita iniziale della particella in modo che questa
percorra il quarto di circonferenza senza staccarsi da essa, e senza che vi sia alcuna
reazione vincolare?

Soluzione primo problema
Domanda 1

Domanda 2

Domanda 3

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Domanda 2

Domanda 3
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2.7. 23 giugno 2009

Problema 1 (15 punti)

\a
Una nave spaziale di massa M con propulsione a reazione mantiene la direzione del
getto di gas inclinata di un angolo « con la direzione del suo movimento, come in figura.

Il gas viene emesso con velocita costante V' relativa alla nave, e anche la quantita di gas
emessa per unita di tempo m é costante. Data una velocita iniziale vg:

1. Calcolare il modulo della velocita della navicella in funzione della massa di gas
emessa.

2. Nel caso particolare a = w/2 determinare la traiettoria della nave

3. Considerando adesso il caso a@ = m, la nave inizialmente ferma espelle la meta
della sua massa raggiungendo una data velocita finale, quindi riorienta i propulsori
ponendo « = 0. Calcolare la massa che é necessario espellere per fermarsi.

Problema 2 (15 punti)

La calotta sferica in figura, di raggio R e massa M, ¢ mantenuta in accelerazione
costante a mediante una opportuna forza esterna F'. Un punto materiale di massa m puo
scivolare senza attrito sulla sua superficie.

1. Determinare la posizione di equilibrio del punto materiale.

2. Supponendo che questo venga spinto leggermente lontano dalla posizione preceden-
temente determinata, determinare gli angoli di distacco.

3. Nella situazione precedente determinare la forza esterna F' nella condizione iniziale
e al momento del distacco.

Soluzione primo problema
Domanda 1

Detta ¢ = v7 la velocita della nave, abbiamo che la velocita del gas si potra scrivere

Ug = (Vsina)n+ (Vcosa+v) 7 (2.7.1)
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dove 7 & un versore normale e i un versore tangente alla traiettoria. Dato che la quantita
di moto del sistema comprendente nave spaziale e gas espulso si conserva, possiamo

scrivere
(M —m) v = (M —m—dm) (T + dv) + dm, (2.7.2)
ossia di
v — —
(M —m) e (U — y) (2.7.3)

Prendendo il prodotto scalare con ¥ troviamo

di
(M—m)ﬁ-%zﬁ-(ﬁ—ﬁg) (2.7.4)
ossia 2 p
1 v v
(M -—m)—=(M — — = 2.7.
5 ( m) - ( m)vdm Vvcosa (2.7.5)
che si puo integrare direttamente
bod
v:vo—Vcosa/O Mir_nrn:vo—i—Vcosalog(l—ﬁ) (2.7.6)
Domanda 2
Dall’equazione scritta precedentemente troviamo
dv
M — — =-Vn 2.7.77
(M —m) 22 =~V (27.7)
Scriviamo esplicitamente
7 = (cosf,sin ) (2.7.8)
e
n = (—sinf, cosh) (2.7.9)
otteniamo " J
(M —m) (vdmﬁ + mff) = -V (2.7.10)
da cui segue che il modulo della velocita é costante, mentre
1% m V m
0=-log(1-27) = log (1- 17t 2.7.11
- log ) = g les ( " > (2.7.11)
e quindi
dr dfdr mV. o dr cos 6
e . A i ) 2.7.12
dt ~dtdo Mv°  do '\ sing (27.12)
r ko [ cosb
5= —Be < in g > (2.7.13)
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dove per brevita si & posto

v M2
k‘:— =
v’ B mV

Integrando otteniamo ’equazione della traiettoria in forma parametrica

P L eh? (kcosf +sinf) — k
T < Yo > C(1+K2) ( et (—cosf + ksind) + 1 (2.7.15)

(2.7.14)

Scegliendo opportunamente la posizione iniziale otteniamo infine
xr\_ B ::9 (kcos¢9+si1.19) (2.7.16)
y (1+k2) \ e"(—cosf+ ksinf)

che si pud anche scrivere, introducendo

k 1
— 08 = ——e (2.7.17)

z et sin(0 T
( y > - m( — cos(0 + ¢) > (2.7.18)

quindi la traiettoria ¢ una spirale.

sin ¢ =

Domanda 3

Usando le equazioni precedenti vediamo che dopo aver espulso meta della sua massa la
nave ha raggiunto la velocita
v="Vlog2. (2.7.19)

Dopo avere orientato nuovamente i propulsori avremo

v="Vlog2+ Vlog (1 - ?\Z) (2.7.20)
e quindi la nave si fermera nuovamente quando
2 1
1- MM =3 (2.7.21)
cioé per una massa espulsa
W= % . (2.7.22)

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Nel sistema solidale con la calotta, il punto materiale sara sottoposto alla reazione

vincolare
N = N (ycos + &sinf) (2.7.23)
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ed a una forza data da
F = —mgy — maz (2.7.24)

Si trovera in equilibrio quando reazione vincolare e F saranno uguali e opposte, quindi
dovra essere a
tanfey, = — (2.7.25)
g

Domanda 2

Possiamo sempre ragionare nel sistema solidale con la calotta, considerando la direzione
verticale quella nella quale si trova la posizione di equilibrio, e una accelerazione di gravita

apparente di modulo ¢’ = \/a2 + ¢2.
Scriviamo l’energia totale, utilizzando come coordinata a = ¢ — 6,. Avremo

1
E = EmRQO'zZ +mg' Rcosa = mg'R (2.7.26)

da cui possiamo ricavare
/
a2 = 29
R

Consideriamo adesso ’equazione del moto in direzione radiale. Avremo

(1 —cosa) (2.7.27)

—mdé?R = —mg' cosa+ N (2.7.28)
e la condizione per il distacco sard N = 0, cio¢
cosa = - (2.7.29)

Il distacco avverra quindi per
2
0 = f.q £ arccos 3 (2.7.30)

Domanda 3

Nella condizione iniziale il punto materiale accelera insieme alla calotta, quindi sara
F=(M+m)a (2.7.31)
al momento del distacco la sola calotta sara accelerata, quindi

F = Ma (2.7.32)
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2.8. 13 luglio 2009

Problema 1 (15 punti)

La scodella semisferica in figura ha massa M e raggio R, e pud traslare liberamente
sul piano orizzontale. Sul fondo si trova una particella di massa m. Non vi sono attriti.
Viene comunicato istantaneamente alla scodella un impulso orizzontale I.

1. Quanto vale la velocita iniziale della scodella e del punto materiale? Quali sono le
quantitd conservate del sistema?

2. Determinare I'impulso minimo I necessario a far giungere la particella al bordo
della scodella.

3. Determinare ’angolo che la particella forma con l'orizzontale al momento del
distacco, quando I > 1.

Problema 2 (15 punti)

Una particella viene lanciata con velocita iniziale vy su una guida liscia descritta
dall’equazione y = f(x) in presenza di gravita. Si osserva che la sua velocita varia nel

tempo secondo la legge
v(t) = voe N (2.8.1)

dove X é una costante positiva.
1. Quanto spazio viene percorso in totale?

2. Determinare una possibile f(z).
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—

3. Determinare un possibile f(x) in presenza di una forza di attrito viscoso F= —a,
con « scelto a piacere (ma non nullo...).

Soluzione primo problema

Domanda 1

Domanda 2

Domanda 3

Soluzione secondo problema

Domanda 1

Domanda 2

Domanda 3
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2.9. 17 settembre 2009

Problema 1 (15 punti)

Un punto materiale si muove su una rotaia parabolica verticale con equazione y = ax?

in presenza di gravita. La velocitd v lungo 1’asse orizzontale é costante.
1. Si calcoli il modulo dell’accelerazione in funzione del tempo.

2. Esiste una velocita per la quale la rotaia non esercita una reazione vincolare? Se si,
se ne calcoli il valore in funzione di « e v.

3. Si consideri adesso la stessa rotaia accelerata orizzontalmente con accelerazione co-
stante a. Trovare le possibili posizioni di equilibrio per un punto materiale vincolato
ad essa, in assenza di attriti.

Problema 2 (15 punti)

Un proiettile di massa m e velocita v colpisce un bersaglio fermo di massa M ignota.
L’urto ¢ elastico e il proiettile rimbalza all’indietro con velocita v’.

1. Si calcoli la massa del bersaglio.

2. Un altro proiettile con stessa massa e velocita colpisce il bersaglio. Si osserva che la
massima velocita del proiettile dopo 1'urto nella direzione trasversale ¢ v”. Si calcoli
la massa del bersaglio, sempre nel caso di urto elastico.

3. Si osserva ora che il proiettile viene deviato di un angolo 6. L’urto ¢ elastico. Per
una fissata velocita finale del proiettile si stabilisca la relazione tra M e 6.
Soluzione primo problema
Domanda 1

Derivando il vettore posizione

—

R = (x,an) (2.9.1)

troviamo la velocita
V = (%,2axt) = v(1,2ax) (2.9.2)

e derivando ulteriormente abbiamo ’accelerazione
A = (0,200?) (2.9.3)

che quindi ha modulo |A| = 2av? costante nel tempo.
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Domanda 2

Le equazioni del moto si scrive

mi = N,

miy = Ny—mg

e sostituendo quanto trovato precedentemente abbiamo

Ny
2mow? = Ny —mg
Per avere N, = N, = 0 deve essere
g
=4y /- 2.9.8
v 50 (2.9.8)

che & quindi possibile solo se o < 0.

Domanda 3

Avremo equilibrio quando la somma della forza di gravita e della forza apparente nel

sistema solidale alla rotaia
F = (—ma, —myg) (2.9.9)

¢ normale al vincolo. Un vettore tangente alla guida ¢ dato da

dR
- = (1,2cu) (2.9.10)
e quindi deve essere
dR =
e F = —ma —2azmg = (2.9.11)
e quindi
a
= - 2.9.12
T " 3ng ( )

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Imponendo la conservazione dell’energia e della quantita di moto abbiamo

mv = —mv + MV (2.9.13)

1 1 1
imv2 = imvl2—|—§MV2 (2.9.14)
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da cui

e quindi, se v # v’

da cui

Domanda 2

Scriviamo nuovamente la conservazione di energia e quantita di moto,

myv = muy+ MV,
0 = muy+ MV,
1 1 1
57711)2 = gm (v2 + UZ) + 5]\4(1/902 + Vy2)

Eliminando V;, V,, dall’'ultima equazione abbiamo

2_ .2 2, m 2, M o
v —UI‘F’Uy‘f‘M(U—UQ;) +ny
Ricaviamo la velocita trasversale
M m
2 2 2
vl = vi—vi— —(v—v
vy M4+m [ T M ( r) }

e massimizziamo rispetto a vy:

dv? 2M {E(v—vz)—vm}:o

E M +m LM
da cui
m
Vyp = )
Y M+4+m
Sostituendo troviamo la massima velocita trasversale
! _ M v
M +m

(2.9.15)

(2.9.16)

(2.9.17)
(2.9.18)

(2.9.19)

(2.9.20)
(2.9.21)

(2.9.22)

(2.9.23)

(2.9.24)

(2.9.25)

(2.9.26)

(2.9.27)
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e quindi la massa del bersaglio

v
M = p— (2.9.28)
Domanda 3
Scriviamo ancora le leggi di conservazione, in forma vettoriale:
M -
v—vr = —V 2.9.29
U — Uy - ( )
1 1 1
imUQ = 5mv§ + §MV2 (2.9.30)
Elevando al quadrato ambo i membri della prima equazione abbiamo
2 2 M?_,
-2 0=—V 2.9.31
v” + vy — 20vf cos 3 ( )

e eliminando la velocita del proiettile usando la conservazione dell’energia otteniamo

M
2,2 2 _ 2
-2 0=— — 2.9.32
v° + v§ — 2vvy cos - (v? —v%) ( )
da cui S
v* + v% — 2vvscosl

M=m— = (2.9.33)

v? — vf
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2.10. 21 gennaio 2010

Problema 1

Un punto materiale di massa m viene lanciato a t = 0 con velocita iniziale vy in modulo
e con una direzione che forma un angolo 6 con il piano orizzontale y = 0. Fino a quando
non ricade sul piano, il suo moto si svolge sotto I'azione di una forza ﬁ(w, y) non nota
secondo le leggi orarie

x = at (2.10.1)
— bsinkt (2.10.2)

dove k é una costante nota.
1. Determinare a e b in termini di vg, k e 6.
2. Trovare la traiettoria, e discutere i valori possibili della gittata.

3. Determinare ﬁ(x, Y).

Problema 2

Una particella di massa m viene lasciata libera nel punto A con velocita iniziale nulla,
e scivola sulla guida priva di attrito fino al punto B. La guida ha il profilo superiore di un
quarto di circonferenza di raggio R, massa M, pud muoversi sul piano orizzontale liscio
ed é pure inizialmente ferma. Il punto B é ad una altezza h da terra.

1. Determinare lo spostamento della guida quando la particella arriva in B.

2. Determinare la velocita della particella quando, dopo essersi staccata dalla guida
in B, arriva a terra.

3. Se nel punto B avviene un urto completamente anelastico con un ostacolo attaccato
alla guida, dopo il quale la particella rimane fissata ad esso, determinare la velocita
finale del sistema.
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Soluzione primo problema
Domanda 1
Derivando si ottengono le componenti della velocita

i(t) = a (2.10.3)
y(t) = bkcoskt (2.10.4)

ed ponendo #(0) = vy cosf e §(0) = v sinf si trova

a = wvgcosh (2.10.5)
- U—kosine (2.10.6)

Domanda 2

Sostituendo t = x/a nella seconda equazione si trova

k in g k
y = bsin <;> % Skl;n sin <UO Czw) (2.10.7)

Per calcolare la gittata poniamo y = 0. Questo significa (supponendo 0 < 0 < 7/2)

d= %”0 cos 6 (2.10.8)

quindi la gittata ¢ tanto maggiore quanto piu piccolo ¢ 6, al limite d = mvgy/k.

Domanda 3

Derivando due volte rispetto al tempo si trova

P =0 (2.10.9)
= —bk?sinkt (2.10.10)

ossia
F = mii + mijj) = —mk>yy (2.10.11)

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Dato che si conserva la quantita di moto orizzontale del sistema ’ascissa del centro di
massa non cambia. Calcolando quest’ultimo all’inizio e alla fine abbiamo

(4) (4) L8+ M(XD LA
xcm:mx +MX :m(ac + )—i— ( + ) (2.10.12)
m+ M m+ M
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dove si ¢ indicato con § e A gli spostamenti orizzontali finali della particella e della guida.
Inoltre lo spostamento orizzontale finale della particella relativo alla guida vale

0—A=R (2.10.13)
e sostituendo §() nella prima relazione abbiamo

A=— R (2.10.14)

Domanda 2

L’energia del sistema si conserva, e si pud scrivere nella forma

1. 1 ) ) 2 )
E = §MX2 + g™ {(X + RO sin 0) + R?6? cos? 9} —mgRsinf (2.10.15)

dove si sono scelte come coordinate la posizione orizzontale della guida e ’angolo in figura.
Anche la quantita di moto orizzontale si conserva, e vale

P, = MX +m (X + Résin 9) (2.10.16)

Inizialmente £ = 0 e P, = 0. Quando la particella arriva in B (6 = 7/2) avremo quindi

(M +m)X +mRf =0 (2.10.17)
e
1 o 1 ) N 2
SMX? 4 om (X + Re) —mgR = 0 (2.10.18)
da cui
) mR .
X = - 0 2.10.19
m+ M ( )
: 2g m
0= 2+ 1) 2.10.2
i + i (2.10.20)
Infine
) . M
vy = X+R951ng - \/2gR <M+m> (2.10.21)
v, = —Rf cosg =0 (2.10.22)
Il moto che segue sara a velocita uniforme lungo z, e uniformemente accelerato (a = —g)
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lungo y. Quindi al momento di arrivare a terra

vy = \/2gR <M]\ﬁm> (2.10.23)

v, = —/2gh (2.10.24)

Domanda 3

La velocita del centro di massa in direzione orizzontale é sempre nulla, quindi dopo 1'urto
il sistema ¢ fermo.
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2.11. 12 febbraio 2010

Problema 1

Un irrigatore da giardino espelle un getto d’acqua da un ugello di lunghezza h orientato
come in figura. La velocita dell’acqua relativa all’ugello é costante e vale vg, e in tutte le
domande che seguono si pud considerare il limite A — 0.

1. Come si deve orientare 1'ugello per irrigare il piti lontano possibile? Quanto vale la

distanza raggiunta in tal caso?

. Supponendo che 6 percorra molto lentamente tutto l'intervallo —7/2 < 6 < 7/2
determinare la regione nella quale una mosca di passaggio corre il rischio di bagnarsi,
nella forma y < Ymaz(2)..

. Calcolare la massima distanza raggiunta dall’acqua se I'orientazione dell’'ugello varia
secondo la legge

o(t) = g (—1 + %t) (2.11.1)

nell’intervallo 0 < t < 2h/u, dove u & una costante.
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Problema 2

Tp

Un punto materiale di massa m ¢ fissato ad un estremo di un’asta di lunghezza /.
L’altro estremo dell’asta, che é priva di massa, ¢ fissato all’origine di un sistema di
coordinate cartesiane, ma libero di ruotare. Inoltre la massa e collegata mediante una
molla di lunghezza a riposo nulla e costante elastica k ad un punto posto sulla verticale
dell’origine, ad un’altezza h > 0.

1. Sotto quali condizioni # = 0 & una posizione di equilibrio stabile?

2. Nel caso h = mg/k la particella si trova nella posizione § = 0 con velocita vy.
Determinare dopo quanto tempo 6 = .

3. Nel caso h = %mg/k: la particella si trova inizialmente in # = 0 con velocita
praticamente nulla. Calcolare la forza applicata dalla sbarra alla particella per
6 = /2, sapendo che ¢ diretta orizzontalmente.
Soluzione primo problema
Domanda 1 Le equazioni del moto sono, per un dato 6,
r = wvpsinft

1
y = wvgcoslt— §gt2

e il tempo di volo si trova ponendo y = 0:

_ 2vgcos b
g

t*
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Sostituendo troviamo la gittata

() 202sinfcosf  v3sin260
xr = =
g g

che ¢ massima per § = 7 /4. In tale caso vale

v2
Tomae(t*) = =2 (2.11.2)
g
Domanda 2 La traiettoria si scrive
y=— A—— (2.11.3)

— — T
tan 6 21)% sin? 0

e a fissato x possiamo determinare I'altezza massima raggiunta dall’acqua, massimizzando
rispetto all’angolo 6. Conviene riscrivere la traiettoria nella forma

y::vcote—;;g (1—{—00‘520) 2 (2.11.4)
e derivare rispetto a cot 6:
djiezx—gv?cotGZO (2.11.5)
Sostituendo si trova L /2 )
Ymao(@) = 5 (1;0 - ‘f’é) (2.11.6)

Domanda 3 Osserviamo che 'ugello ruota con velocita angolare costante (infinita nel
limite h — 0)

U
w=—=
2h

e la sua estremita con velocita vy = Fu. Il modulo della velocita del getto d’acqua

all’istante in cui esce dall’'ugello sara quindi

2
VOZVUS+%U2

Per quanto riguarda la direzione, osserviamo che 'angolo ¢ tra il getto e la verticale assu-
mera sicuramente il valore 7/4 corrispondente alla massima gittata, e quindi quest’ultima
sara data semplicemente da
V2 24 T2
d=-0 20" 47
g g

(2.11.7)
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Soluzione secondo problema

Domanda 1 Scriviamo ’energia potenziale, come somma di quella gravitazionale e di
quella elastica:

1
U = mglcosf + §k (h — Lcos0)* 4 (%sin? 0| = ¢ (mg — kh) cos 0 + costante

Per la stabilita é necessario che essa abbia un minimo in 8 = 0. Questo accade se

mg
h _ 7
~

Domanda 2 Se h = mg/k il potenziale & costante, in altre parole ’energia ¢ solo quella

cinetica 1
E = 5 mﬁz 92

e ’equazione del moto da

6 =0

Quindi la velocita angolare é costante, e la particella si muove di moto circolare uniforme.
Il tempo necessario a percorrere meta circonferenza sard quindi

¥4
Vo

T =

Domanda 3 In questo caso 'energia si scrive
1 1 1
E = va2 + §mg£ cosf = imgﬁ

Possiamo scrivere quindi
v? = gl (1 — cosf) (2.11.8)

che calcolato in §# = 7/2 da il quadrato della velocita quando la particella arriva nella
posizione finale desiderata.
Scriviamo ’equazione del moto nella direzione orizzontale che deve valere in tale istante:

112

—m=y =F —kt (2.11.9)

dove I ¢ la forza cercata. Sostituendo troviamo

F =kl —mg (2.11.10)
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2.12. 23 giugno 2010

Problema 1

Yo

b

Q =

Una pallina di massa m, che si pud approssimare come un punto materiale, si trova

inizialmente in quiete su in piano orizzontale privo di attrito. Un corpo della forma in

figura (il profilo superiore ¢ un quarto di circonferenza di raggio R), di uguale massa,
viene lanciato verso di esso con velocita iniziale vg.

1. Per quale valore della velocita iniziale vj la pallina giunge alla sommita del corpo?

2. Supponendo vy < v determinare la velocita del corpo quando la pallina raggiunge
I’altezza massima.

3. Supponendo adesso vy > v, determinare la forza applicata dalla pallina al corpo
al momento del distacco da esso.
Problema 2

Un punto materiale di massa m si muove in un piano orizzontale, confinato in una regione
circolare di raggio R da una parete cilindrica su cui pud rimbalzare elasticamente. Il punto
é inoltre fissato al centro della regione da una molla di costante elastica k e lunghezza a
riposo nulla. Ricordiamo che in assenza della parete le orbite sono ellittiche.

1. Per quali valori dell’energia Ej e del momento angolare iniziale Ly (valutato rispetto
al centro della regione) la particella urta le pareti?

2. Per quali valori del momento angolare sono possibili orbite circolari?

3. Calcolare I'impulso ceduto alle pareti in un urto, in funzione di Ey e Ly.

Soluzione primo problema
Domanda 1

Usando la conservazione dell’energia nel sistema del centro di massa abbiamo

2

1 *
bl (vg)” =mgR
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dove = m/2 ¢ la massa ridotta. Segue
vy = V49R

Domanda 2

Quando la pallina raggiunge I’altezza massima si muove con la stessa velocita V' (orizzon-
tale) del corpo. Dalla conservazione della quantita di moto orizzontale troviamo

mug = 2mV

e quindi

Domanda 3

Detta X la posizione orizzontale del centro dell’arco di circonferenza, e # I’angolo che
determina la posizione della pallina su di esso come in figura, possiamo scrivere la quantita
di moto orizzontale come

P:m<2X+Récos0)

Da questa seconda relazione otteniamo
.1 )
mX = 3 (P — mR0 cos 9)
e derivando abbiamo la forza applicata al corpo
.1 . .
F=mX =z (mR6?sin 6 — mRjcos o)
Al momento del distacco § = 7/2 e quindi
1 .
F = imRQQ

Ricaviamo 62 dalla conservazione dell’energia. Nel momento del distacco I’energia nel
sistema del centro di massa vale

1 . 1
E= §,LLR292 + mgR = i;wg
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e quindi
g2t 49
R? R
da cui m
F=o0 (vg — 4gR)

Notare che F' = 0 se vg = v.

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Senza le pareti possiamo scrivere l'energia totale (conservata) nella forma

dove L ¢ il momento angolare rispetto al centro, pure conservato. Il massimo e il minimo
allontanamento dal centro sono determinati da 7 = 0, ossia

Risolvendo troviamo

Domanda 2

In un’orbita circolare la distanza massima e minima dal centro coincidono. Dall’equazione
scritta precedentemente segue che deve essere

B _ 1§
k2 km
Inoltre
2 Fo _ Lol

k vVEkm

da cui si trova che orbite circolari saranno possibili per

|Lo| < R*VEkm
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Domanda 3

Quando arriva ad urtare contro la parete la particella ha una quantitd di moto radiale

pr = m7 determinata da
2 2
Pr ko Lg
Ey=—"+-R
0= om T2 TR

k L?
— _Yp2 0
pr—\/2m <E0 2R 5 RQ)

Nell'urto p, cambia di segno, mentro la quantita di moto tangenziale resta costante.
L’impulso ceduto, in direzione radiale. & dunque

k L2
Ap, 2\/2m (EO 5 R 52 )

ossia, risolvendo,
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2.13. 14 luglio 2010

Problema 1

U1

;>.

Una schema molto semplice di bicicletta é rappresentato in figura. I due punti di con-
tatto con il suolo A e B si muovono istante per istante con velocita ¥ e U, parallelamente
alla direzione della ruota. Poniamo a = AB e indichiamo con # I'angolo di rotazione del
manubrio.

1. Trovare la relazione tra |U;| e |U2|, in funzione dell’angolo 6.

2. Determinare per dati || e 6 la legge oraria del punto B in un sistema di riferimento
con origine nel punto A, e assi in direzione fissa rispetto al suolo.

3. Determinare la traiettoria del punto A in un sistema di riferimento fissato al suolo.

Problema 2

Le due masse in figura sono collegate da un filo inestensibile di massa nulla, e la prima
é vincolata alla parete da una molla di costante elastica k e lunghezza a riposo nulla.

1. Si determini I’allungamento della molla all’equilibrio.

2. Determinare la frequenza delle oscillazioni del sistema, nell’ipotesi che la massa mq
non urti contro la parete.

3. Supponendo che il filo sia in grado di sopportare una tensione massima 7T}, deter-

.....

equilibrio per evitare che questo si spezzi.
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Soluzione primo problema

Domanda 1 Dato che la distanza tra A e B non pud variare deve essere

|Ua| cos 6 = |v1]

Domanda 2 Nel sistema di riferimento specificato il punto A ¢& fisso, e il punto B si
muove di moto circolare uniforme con velocita tangenziale

vl = |0 sinf = || tan @

quindi
Ty = acoswt
yp = asinwt
con |
U1
w=—tané
a

Domanda 3 Nel sistema di riferimento fisso al suolo il punto A si muove nella direzione
di B con velocita costante in modulo |#7]. La direzione quindi ruota con la velocita
angolare w determinata al punto precedente. Quindi

Ta = |U1]coswt

ga = |Vh]sinwt

ed integrando otteniamo, immaginando A inizialmente nell’origine,

1. . _
r4 = — |01]sinwt = acotfsinwt
w
1
ya = —|01| (1 —coswt)=acotf(1— coswt)
w

Possiamo riscrivere le relazioni precedenti nella forma

r4 = acotfsinwt

ya —acotd = —acotfcoswt
e sommando ambo i membri al quadrato otteniamo
2% 4 (ya — acot 0)* = a® cot? 0

La traiettoria ¢ quindi una circonferenza di raggio acot 6 e centro in (0, a cot 6).
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Soluzione secondo problema

Domanda 1 Deve essere

da cui

Domanda 2 Scriviamo le equazioni del moto:

mli = —kx+T

mox = mog—T
sommando membro a membro eliminiamo la tensione ottenendo

(mq 4+ mo)@ 4+ kx = mag

w—27rf—“L
B Vomg +me

Domanda 3 Dalle seconda delle due equazioni scritte in precedenza ricaviamo addesso
la tensione, ottenendo

da cul otteniamo

T =my(g— )
e dato che
rz = {4+ Asinwt
= Awcoswt
otteniamo
Aw = 19
e quindi
# = —Aw? sin wt = —wwp sin wt

Deve quindi essere
Ty > mo (g + wvo)

e quindi
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2.14. 10 settembre 2010

Problema 1 (15 punti)

La traiettoria di una particella nel piano é descritta in coordinate polari dall’equazione

. d
"~ cosf

dove d > 0 & una costante assegnata.
1. Rappresentare graficamente la traiettoria in un piano cartesiano.
2. Determinare il vettore accelerazione in coordinate polari, in funzione di 6, 6 e 6.

3. Determinare r(t) sapendo che il vettore velocita & costante ed ha modulo V', e che
r(0) = d.

Puo essere utile ricordare I'integrale indefinito

d
/ < =tanx + C

cos? x

Esercizio 2 (15 punti)

La cabina di un ascensore di massa M pud muoversi in direzione verticale, ed é tratte-
nuta da un cavo sottoposto ad una tensione 7. All'interno di essa ¢é fissato un pendolo
costituito da una massa m sospesa a un filo inestensibile e privo di massa di lunghezza ¢.
Inizialmente la cabina é ferma ed il pendolo compie oscillazioni di ampiezza angolare 6,
come in figura.

1. Determinare la massima e la minima tensione del cavo che regge 1’ascensore.
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2. Supponiamo adesso che le oscillazioni siano piccole, 8y < 1. Ad un certo istante il
pendolo si trova in posizione verticale, e I’ascensore viene trascinato dal cavo verso
I’alto, con accelerazione costante a. Calcolare la nuova ampiezza delle oscillazioni.

3. Appena il pendolo torna in posizione verticale ’ascensore smette di accelerare.
Calcolare il lavoro fatto sino a quel momento dal motore che trascinava il cavo.

Soluzione primo problema
Domanda 1 L’equazione si puod porre nella forma
d=rcosf =x

segue che la traiettoria é una retta verticale a una distanza d dall’origine.

Domanda 2 Dato che la traiettoria & rettilinea, ’accelerazione vale

a = jjéy
Dato che
y=rsinf = dtan6
troviamo
. d
¥= cos2 6
e .
. d s o dsinf
¥y= cos2 f cos2 §
e dato che
€y = €,sinf + égcost
troviamo

a= % <§+92sin0> (é,sin @ + égcosb)

Domanda 3 Per il vettore velocitd abbiamo
U =yge, = E£Veé,

Segue immediatamente che

e quindi
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che imponendo r(0) = d si riduce a

r(t) = Vd? + V22
Alternativamente si puo scrivere

d .
6 =
cos2 0 v

0(t)
[0y,
9(0) cos”0

da cui (6(0) = 0 dato che r(0) = d)

ed integrando

dtanf(t) =Vt

d
cosf

— d\/1+tan26 = /d2 + V22

r =

Soluzione secondo problema

Domanda 1 La tensione del filo deve equilibrare la somma della forza peso della cabina
e della componente verticale della tensione Tp del pendolo. Scrivendo 1’equazione del
moto di quest’ultimo nella direzione del filo abbiamo

mlb? = Tp — mgcos
ossia _
Tp = mlO? + mgcos o

Dalla conservazione dell’energia abbiamo

émﬂéz — mgl cos = —mgl cos g

6% = 279 (cos @ — cos by)

e quindi
Tp =mg (3cosf — 2cosby)

In conclusione

T = Tpcosh+ Mg
= mg(3cosf —2cosby)cosf + Mg
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da cui

Tyvax = mg(3—2cosby)+ Mg
Tvyin = Mg

rispettivamente per # = 0 e § = 6.

Domanda 2 Lavoriamo nel sistema di riferimento dell’oscillatore. Prima dell’accelera-
zione, che supponiamo iniziare a t = 0, abbiamo

0 = g sin wot

w=\f
l

Dopo l'accelerazione sara, tenendo conto della continuité,

con

0 = 61 sinwqt

dove
g+a
4

w1 =
Imponendo anche la continuita di 8 troviamo

wo
0, = —6g
w1

Domanda 3 1l pendolo tornera in posizione verticale a

e da quel momento oscillera secondo la legge
§ = Acoswy (t —7) + Bsinwg (t — 7)

Imponendo la continuita di 8 e 8 troviamo A =0 e B = 6. Quindi 'oscillatore si muove
nuovamente con 'ampiezza iniziale. L’energia del sistema sara aumentata di

1
AE = —(M+m)d®r?+ B (M + m) ga®7?

N |

2

= 72 (M+m)!t a4
g+a

che corrisponde al lavoro fatto dal motore.
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2.15. 10 febbraio 2011

Problema 1 (15 punti)

Una particella si muove su una circonferenza di raggio R con velocita tangenziale
v(t) = Asinwt
1. Calcolare 'accelerazione in modulo, direzione e verso.

2. Calcolare il valore massimo raggiunto dal modulo dell’accelerazione.

3. Per quale valore minimo di | A| la particella percorre completamente la circonferenza?

Problema 2 (15 punti)

ma k ms
—_— —_—
U1 (%

Due masse my, mg sono collegate da una molla con lunghezza a riposo nulla e costante
elastica k. Inizialmente le due masse si trovano ad una distanza 2a.

1. Se le velocita iniziali delle masse sono nulle, v; = v9 = 0, dopo quanto tempo queste
si urtano?

2. Calcolare il massimo allungamento della molla se v =0 e vy = V.

3. Supponiamo adesso che le velocita iniziali siano identiche, v1 = vo = V. Dopo
quanto tempo le due masse si urtano? Se I'urto ¢ completamente anelastico e le due
masse rimangono attaccate, qual’é la velocita finale del sistema?

Soluzione primo problema
Domanda 1

Abbiamo una accelerazione centripeta e una tangenziale, date da

v
a = —Eer + veg
e quindi
2
a= & sin® wt é, + Aw coswt ég

@ 290 versione del 22 marzo 2018



2.15. 10 FEBBRAIO 2011

Domanda 2

Il modulo quadro dell’accelerazione vale
o At 2 2 2
a” = o sin wt + A“w* cos” wt

che possiamo anche scrivere come

A4
a’ = ﬁxQ + A% (1 —x)

con z = sinwt, 0 < z < 1. Questa funzione ha un minimo all'interno dell’intervallo, il
massimo quindi sara per x =1 o0 x = 0, cioé

Il primo valore andra scelto se

altrimenti il secondo.

Domanda 3

Lo spazio percorso ¢ dato da

s(t) = /v(t)dt = —%coswt

e perche tutta la circonferenza sia percorsa deve essere almeno

A
2u =2nR
w

ossia

|A| = 7Rw
Soluzione secondo problema
Domanda 1
L’equazione per il moto relativo si scrive

ui = —kx
che ha per soluzione

z(0) .
z(t) = x(0) cos wt + sin wt
w
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Nel nostro caso la velocita iniziale relativa é nulla, e la separazione relativa 2a, quindi
z(t) = 2a coswt
e l'urto avviene al tempo 7 dato da wr = /2,

T
T=—
2w

Domanda 2
Usando la conservazione dell’energia disponibile nel centro di massa abbiamo

1 k k
5#‘/2 + 5(2@2 = 54?\4,4)(

cioé
Cyiax = 4a2+%V2

Domanda 3

Nel sistema del centro di massa il problema é equivalente a quello visto alla prima

domanda, e quindi
w

T=—
2w

La velocita finale del sistema sara quella del centro di massa, cioé V.
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2.16. 2 marzo 2011

Problema 1 (15 punti)

A

v

m

Una massa m ¢ vincolata a muoversi su una retta, ed é collegata ad un estremo di una
sbarra di lunghezza ¢. L’altro estremo di quest’ultima ¢ collegato ad un disco di raggio
R < ¢, come in figura. Entrambi gli estremi sono liberi di ruotare e non é presente alcun
tipo di attrito. Se il disco ruota con velocita costante w,

1. determinare la velocita della massa in funzione del tempo;
2. dire se la velocita angolare della sbarra pud annullarsi, e quando;

3. calcolare, sempre in funzione del tempo, la forza esercitata dalla sbarra sulla massa
nel limite ¢ > R.

Problema 2 (15 punti)

Un piano inclinato di un angolo « e di massa M ¢é appoggiato su un piano orizzontale
privo di attrito. Sopra ad esso si trova una particella di massa m, vincolata all’estremo
superiore da una molla di lunghezza a riposo nulla e costante elastica k, come in figura.

1. Determinare la lunghezza della molla all’equilibrio.
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2. Se inizialmente la massa si trova ferma nel punto piu alto del piano e viene lasciata
andare, quanto vale il massimo allungamento della molla?

3. Calcolare la frequenza delle oscillazioni del sistema.

Soluzione primo problema
Domanda 1

La posizione della massa rispetto al centro della circonferenza si scrive
r = Rcoswt + V{2 — R?sin? wt

e derivando troviamo la velocita

. . R Rw sin wt cos wt
T = —Rwsinwt — —

¢ \/1—%sin2wt

Domanda 2

L’angolo « che la sbarra forma con 'orizzontale € legato a wt dalla relazione
fsina = Rsinwt
e derivando rispetto al tempo troviamo

i cos v = Rw coswt

da cul
. Rwcoswt  Rw cos wt
i R 2
cosa 1-— I}— sin? wt

La velocita angolare €, a meno di un segno, ¢. Vediamo quindi che questa si annulla per
wt =m/2+ kn.

Domanda 3

La forza I esercitata dalla sbarra sulla palla é diretta parallelamente alla sbarra stessa.
Inoltre nella direzione orizzontale deve essere

mZ = F cos«

e quindi
m
F= x

2 .,
\/1—%81n2wt
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Nel limite R/¢ < 1 possiamo approssimare
T ~ — Rwsin wt

e quindi
# ~ —Rw? cos wt

Sostituendo otteniamo infine

2

F~— coswt ~ —mRw? cos wt

2 .
1—%s1n2wt

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Imponendo che le forze applicate alla particella parallele al piano siano nulle otteniamo
—kly +mgsina =0

da cui .
mgsin o

by = ?

Domanda 2

Dato che la quantita di moto orizzontale del sistema ¢ inizialmente nullo e si conserva,
il centro di massa non si sposta orizzontalmente. Sia all’istante iniziale che a quello di
massimo allungamento la velocita della particella relativa al piano si annulla, e quin-
di entrambi i corpi sono fermi. Possiamo allora applicare la conservazione dell’energia
ottenendo (ponendo h = 0 alla sommita del piano)

Eim'ziale =0
1 .
Efinale = *kEQ - mgfmw Sin o«

2 max

da cui POHeHdO Einiziale = Efinale

2mgsin «
gmax = T
Domanda 3
Scriviamo ’energia totale nella forma
1 1 1 k
E= §MV9”2 + imvg + imvg + 562 — mglsin o
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ma dato che la quantita di moto orizzontale si conserva ed é nulla possiamo anche scrivere,
applicando il teorema di Koenig

1 1 k
E= §,uvf7x + vaiy + 552 —mglsin o

dove v, 5 € v,y = vy sono le velocita della particella relativa al piano e yu = mM /(m+ M)
la massa ridotta. D’altra parte

Upy = Lcosa

Upy = —{sina
e quindi
E= % (pcos2oz + m sin? a) 2+ 262 — mglsin «
Derivando rispetto al tempo
E= (ucoszoz + m sin? a) 00 + k0l — mgésina =0
da cui possiamo ricavare le equazioni del moto
(ucos2oz + m sin? a) {4+ kl = mgsina

Il sistema esegue qundi oscillazioni armoniche attorno al punto di equilibrio ¢y calcolato
precedentemente, con frequenza

1 k
2

21\l pecos? a + msin®

@ 296 versione del 22 marzo 2018



2.17. 1 GIUGNO 2012

2.17. 1 giugno 2012

Problema 1 (15 punti)

Vo

Un punto materiale si muove su una guida della forma in figura, ottenuta prolungando
un quarto di circonferenza di raggio R con delle rette. Il modulo della velocita del punto
é costante e vale vy, inoltre z = 0 per t = 0.

1. Determinare la componenti v;, v, della velocita del punto nelle direzioni degli
assi in funzione del tempo nell’intervallo —mR/vy < t < mR/vg, e rappresentatele
graficamente.

2. Determinare la componenti a,, a, dell’accelerazione del punto nelle direzioni degli
assi in funzione del tempo nell’intervallo —mR/vy < t < mR/vg, e rappresentatele
graficamente.

3. Supponendo adesso che sia la componente z della velocita a mantenersi costante e
uguale a vg, calcolate il modulo dell’accelerazione totale in funzione del tempo per
t< &

Vo

Problema 2 (15 punti)

mgzM/2

g mQZM/Q
O

mle

Una massa m; = M é appoggiata su un piano orizzontale. Al di sopra di essa si trova
una massa mg = M /2, separata da una molla di costante elastica K e lunghezza a riposo
lp. Gli estremi della molla sono fissati alle massa. Infine una terza massa ms = M/2 ¢
appoggiata sopra a ma.

1. Determinare per quale compressione A/, della molla il sistema ¢ in equilibrio.

2. Si comprime ulteriormente la molla di un tratto 6. Se la massa my é incollata al
suolo, per quale valore minimo di § la massa mg si stacca da mo?
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3. Se le massa mg ¢ incollata alla massa ms calcolare per quale valore minimo di ¢ la
massa mj si stacca da terra.

Soluzione primo problema

Domanda 1

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 3 —Uy ___

Figura 2.1.: I grafici per le componenti z, y della velocita (sopra) e dell’accelerazione. La
componente x ¢ blu tratteggiata, la componente y rossa continua.

Abbiamo:

1. £ < 0, moto rettilineo uniforme,

Ve = o
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2. 0<t < %ﬂ'%, moto circolare uniforme,
X0
Uy = U COS Et
. Vo
vy = —Uypsin Et
3. t> %W%, moto rettilineo uniforme,
v, = 0
Uy = —o

Entrambe le velocita sono rappresentate in Figura (grafico superiore).

Domanda 2

Possiamo direttamente derivare le espressioni precedenti rispetto al tempo. L’unico

intervallo con accelerazione diversa da zero é 0 < t < %W%, nel quale
V3 . v ;
ay, = ——sin—
* R R
v% vo,
ay = —— COS—
v R R

Alternativamente si poteva osservare che in un moto circolare uniforme abbiamo solo
una accelerazione centripeta di modulo v% /R, da proiettare lungo i due assi. Entrambe
le accelerazioni sono rappresentate in Figura (grafico inferiore).

Domanda 3

Sappiamo che = = vyt, e che sulla parte curva della guida 22 4+ y? = R>.

y = R? — 212

g - . ut
R? — v3t?

i o= — R%g

(12— u2)""
e quindi

R%*»2
(B2~ u2) "
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Soluzione secondo problema
Domanda 1

Per avere equilibrio deve essere

KAleyg = Mg
cioé M
g
Al = —=
1K

Domanda 2

Se le due masse restano attaccate abbiamo una oscillazione armonica attorno al punto di
equilibrio del tipo
y = —0coswt

con w = /K /M. D’altra parte ’equazione del moto per la massa superiore ¢

M M
iy =——g+N
5 U3 29+

dove N ¢é la reazione normale, che puo essere solo positiva. Allore il distacco si avra se

M M
N:?(y3+g):?(5w2coswt+g) <0

e questo accadra per

Domanda 3

La massa m; si stacchera da terra se la forza della molla supererd Mg. Dato che, ancora
una volta, in assenza di distacco abbiamo una oscillazione armonica di ampiezza ¢ attorno
alla posizione di equilibrio dovra essere

Mg < K (6 — Aleg)

cioé M oM
5 > Tg + Al =Y
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Problema 1 (15 punti)

Vo
par)

Un pallone viene lanciato con velocita iniziale di modulo vy dalla sommita di un palazzo
di altezza h = 40m. La velocita iniziale & inclinata rispetto all’orizzontale di un angolo 6.
Nel rispondere alle domande che seguono si pud trascurare 'attrito dell’aria.

1. Se nello stesso momento un uomo inizia a correre dalla base del palazzo, con quale
velocita costante deve muoversi per riuscire a prendere il pallone?

2. Dopo quanto tempo il pallone tocca terra? Come si deve lanciare il pallone per
rendere massimo questo tempo?

3. Quanto vale il modulo della velocita quando il pallone arriva a terra?

Problema 2 (15 punti)

my

g my

\u

Una massa m; ¢ posta su un piano inclinato (di un angolo « rispetto all’orizzontale)
privo di attrito, ed é collegata come in figura ad un’altra massa meo tramite un filo
inestensibile. La seconda massa ¢é collegata al suolo con una molla di costante elastica k
e lunghezza a riposo nulla, come in figura.
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1. Sotto quale condizione nella posizione di equilibrio la molla é allungata?

2. Nel caso particolare « = /4 e m; = 2v/2ms calcolare la frequenza delle oscillazioni
del sistema attorno alla posizione di equilibrio.

3. Supponendo che la molla si spezzi, calcolare ’accelerazione successiva della massa
my.
Soluzione primo problema
Domanda 1

La velocita dell'uomo deve coincidere con la componente orizzontale della velocita del
pallone, cioé

v = vgcosf
Domanda 2

Le leggi orarie del pallone sono date da

r = wgcosOt

1
y = h+vysinft — 59752

Il pallone tocca terra quando
2 Mt _ % =0
g g
ossia per
v sin 6 ’U(Q) sin?f  2h
t= + - =
g g g

che & una funzione crescente di sin #. Il massimo si ottiene quindi per sin = 1, cioé per
0 =m/2, e vale
) vg 2h

tmax = — + 14/ 5 + —
g g g

Domanda 3

La velocita verticale é data da
1 = vgsinf — gt

Sostituendo il tempo trovato precedentemente abbiamo

vp = \/U%Sin2¢9—|—2hg

@ 302 versione del 22 marzo 2018



2.18. 10 SETTEMBRE 2012

Soluzione secondo problema
Domanda 1
Dalla condizione di equilibrio per la massa m; troviamo la tensione del filo
T =mgsina
mentre per la massa mo abbiamo
T—mog—kl=0
da cui

mq Sina — mo

! =
k

che risulta positivo per mo < mq sin a.

Domanda 2

Scriviamo le equazioni del moto per le due masse, usando come coordinata I’allungamento
della molla:

mgf = T —kl —mog

mlg migsina — T
Eliminando la tensione otteniamo ’equazione del moto

(m1 +ma) {4+ kl = (mysina —mg) g

che descrive oscillazioni armoniche di frequenza

UL S U S
2\ my+me 27 (1+2\/§)m2

attorno alla posizione di equilibrio

mq Sina — mo mo
fo = = 9=

Domanda 3
Riscriviamo ’equazione del moto precedente, ponendo k£ = 0. Otteniamo
(m1 +ms) £ = (mysina —ms) g

e quindi 'accelerazione ¢ costante e vale

mq Sina — mo
ay — ———
m1 + mo
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Problema 1 (15 punti)

Un punto materiale si muove in un piano con un’accelerazione e una velocita il cui modulo
¢ dato da |d| = a e |U] = v.

1. Se a(t) = ag e v(t) = vg, con ag e vy costanti, quanto vale '’angolo tra velocita e
accelerazione?

2. Per le stesse accelerazioni e velocita della domanda precedente determinare la
traiettoria.

3. Supponendo che per ¢ > 0 il modulo della velocita valga v(t) = ft, con [ costante
positiva, come si deve scegliere a(t) affinché la traiettoria sia identica a quella
precedentemente determinata?

Problema 2 (15 punti)
k

Hds ths
Due masse m1, mo sono appoggiate su un piano orizzontale come in figura, ad una
distanza £y I'una dall’altra e inizialmente in quiete. Sono inoltre collegate da una molla
di lunghezza a riposo nulla e costante elastica k. Tra piano e masse si ha attrito statico e
dinamico, caratterizzato rispettivamente dai coefficienti us e pg < ps.

1. Per quale valore minimo u? del coefliciente di attrito statico il sistema rimane in
equilibrio?

2. Supponendo s < p, per quale valore massimo 1 del coefficiente di attrito dinamico
le due masse arrivano a toccarsi?

3. Se ps < @i e pg = 2w/ (4 4+ m) introducendo un opportuno sistema di riferimento
dire in quale posizione e con che velocita relativa si scontrano le due masse.
Soluzione primo problema
Domanda 1

Se il modulo della velocita é costante, allora I'accelerazione tangenziale alla traiettoria
deve essere nulla. Quindi ’accelerazione ¢ perpendicolare alla velocita.
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Domanda 2

Per quanto visto al punto precedente I’accelerazione tangenziale é nulla. Quindi il modulo
dell’accelerazione € uguale al modulo dell’accelerazione normale, da cui

2
v
ag = 2
p
dove p ¢ il raggio di curvatura della traiettoria, che ¢ quindi costante. Il moto ¢ quindi
circolare uniforme, e la traiettoria una circonferenza di raggio R = v% /ag.
Domanda 3

Per avere ancora un moto circolare dovra essere

) 4(t) 2
@*(t) =00 + Ty =5 + B!

Soluzione secondo problema
Domanda 1
Le forze che agiscono orizzontalmente sulle due masse devono essere zero:

Fa71 + kby =
Foo—kty =
ma dato che |Fy ;| < p1sm;g avremo
feg min (my, ma) = ko
e quindi
. klo

Hs = gmin (mq,ms)

Domanda 2
Le equazioni del moto si possono scrivere nella forma

mlil + k (131 — xg) = —udgmig

mois + k(v —x1) = pamag
dove abbiamo approfittato del fatto che siamo interessati al solo caso in cui la velocita della
massa my é positiva e quella della massa ms & negativa. Per il moto relativo £ = z9 — x1

possiamo scrivere )
pl + kl = 2pqpg
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dove u € la massa ridotta. Ma questo é un oscillatore armonico su cui agisce una forza
costante, che possiamo descrivere con un’energia potenziale

k
U(l) = 552 — 2p1apgl

Dato che nella configurazione iniziale e in quella finale che ci interessa ’energia cinetica
si annulla, dovra essere U(¢y) = U(0) e quindi

k .
553 — 2pgpglo =0

da cui
Kty

pa =
¢ dpg

Domanda 3

L’equazione per la coordinata relativa é la stessa della domanda precedente. Per il centro
di massa abbiamo invece

e quindi un moto uniformemente accelerato. Ponendo 'origine del sistema di coordinate
nella posizione della prima massa abbiamo

mg&) 1 mo —m udgtz

Lem =

m1+ma  2m1+mg

Per determinare l'istante dello scontro risolviamo 1’equazione del moto per la posizione

relativa. Abbiamo
2pap09

k

0(t) = Acos Qt + Bsin Qt +

con 2 = \/k/p. Imponendo le condizioni iniziali

0t) = 21l + (Eo — 2udug) cos )t

k k
L’urto avviene al tempo 7 determinato da

2
cosQr = a9 T

kb — 2pqpg 4

cioé per
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e sostituendo otteniamo la posizione del centro di massa, che ¢ il punto nel quale avviene
la collisione

. n 1 = ( ) Lo
= |mo + = mg —my)| ————
cm 2 84+ 7 2 1 mi+ me
Per la velocita relativa abbiamo analogamente
. 2
o) = —Q <€0 - 'uzug> sin Q7

4 2
= 1o
U7V 16
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2.20. 22 giugno 2012

Problema 1 (15 punti)

Una massa m é sospesa a due punti posti alla stessa altezza e separati orizzontalmente
da una distanza 2d. La sospensione avviene tramite due molle di lunghezza a riposo nulla
e costanti elastiche ki e ko. Inoltre € presente un campo gravitazionale costante —gy.

1. In un opportuno sistema di riferimento determinare la posizione di equilibrio del
sistema.

2. Se la massa ¢ inizialmente ferma nel punto medio del segmento che unisce i punti
di sospensione determinare ’orbita successiva.

3. Determinare un punto dell’orbita nel quale I'accellerazione della massa si annulla e
dire dopo quanto tempo viene raggiunto.

Problema 2 (15 punti)

Una particella si muove sulla parabola y = az? mantenendo costante la componente

orizzontale dell’accelerazione, a; = 2.0ms™'. Si sa che la particella al tempo t = 0 si trova
nel vertice della parabola, e che la sua velocita vale ¥y = —10ms™'%.

1. Determinare la costante a sapendo che a t = 0 il modulo dell’accelerazione vale
ap = 4.0ms~! (supporre a > 0). Quali sono le dimensioni di a?

2. Quanto vale il modulo della velocita al tempo ¢t = 1s?

3. Ad un certo istante la particella si ferma. Determinare lo spazio percorso fino a quel
momento. Suggerimento: puod essere utile considerare il seguente integrale indefinito:

/\/1+m2dx:1[x\/1+x2+log<w+ 1+x2>}+C’

2

Soluzione primo problema
Domanda 1

Le forze che agiscono sulla massa sono
F=—mgj—h (7= d) ~ ks (7~ &)

dove 7 indica la posizione della massa e dy, ds indicano la posizione dei punti di sospensione.
L’equilibrio sara dunque dove F' = 0, ossia in

— krdy + kadz — mgj
e k1 + ko
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Ponendo l'origine in (d_i + afg) /2 abbiamo dy = —dy = (d,0) e quindi

x = k1 — k2d
“ k1 + ko
_ . mg

Yea k1 + ko

Domanda 2

Il moto del sistema consiste nella composizione di due oscillazioni armoniche indipendenti
di periodo
m
ki1 4+ ko

nelle direzioni orizzontali e verticali. Nel caso generale la traiettoria ¢ un’ellisse con centro
nel punto di equilibrio. Questa ellisse deve passare dal punto iniziale con velocita nulla.
Si tratta quindi di un’ellisse degenere: un segmento con un estremo nel punto iniziale e
con la posizione di equilibrio nel punto medio.

T =2n

Domanda 3

Se l'accelerazione é nulla allora la forza totale che agisce sulla massa deve essere nulla. Ci
troviamo quindi nel punto di equilibrio, che viene raggiunto in un quarto del periodo di

oscillazione:
r_ = [ m
4 2V ki + ko

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Dato che il moto avviene sulla parabola abbiamo

y = 2axT
y = 202 4 20
e quindi
ap = V#2 + 2 = V/i? + 40232
da cui
oo ag — i? _ ag — a2
432 4o}

Domanda 2

Il modulo della velocita vale
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v? =% + 9% = (1 + 4a%2?) &?
Dato che lungo « il moto ¢ uniformemente accelerato al tempo t = t; = 1s abbiamo
T = —vg+agty
Lo
r = —vot1 + §axt1
e sostituendo troviamo quanto richiesto.

Domanda 3

La particella si ferma al tempo to determinato da

—vg + azta =0
e quindi a
o
tg = —
Ay

Lo spazio percorso fino a quel momento sara la lunghezza dell’arco di parabola corrispon-

dente: . .
2 2
s = / vdt = / vV 1+ 4a222dx
0 0

con

1 2
To = —vptg + 5%752

Integrando abbiamo infine

1 2o 1
s =5 V14 u?du = o [204:}02\/1 +4a?x3 + log (2043:2 +4/1+ 40421'%)}
o Jo 0%
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2.21. 18 gennaio 2013

Problema 1 (15 punti)

Una automobile di massa m si muove in un piano tra un punto iniziale A di coordinate
(z,y) = (—a,—b) ad un punto finale B di coordinate (x,y) = (a,b) dove a > 0 e b > 0.
La velocita dell’automobile vale in modulo v; per < 0 e vy per z > 0. La direzione del
moto puod essere scelta arbitrariamente.

1. Calcolare il tempo necessario a muoversi da A a B supponendo di scegliere una
traiettoria rettilinea.

2. Calcolare il modulo della velocita media, ed il lavoro che ¢ stato fatto sull’automobile.

3. Considerando tra tutte le traiettorie del tipo rappresentato in figura (cioé rettilinee
sia per < 0 che per z > 0) quella corrispondente al tempo di percorrenza minimo,
trovare una legge che lega gli “angoli di incidenza” 61 e 05 indipendente da a e b.
Cosa succede se v1 = v9?

Problema 2 (15 punti)
é//////////////////////////////////////
. |

La massa m in figura ¢ in equilibrio, trattenuta da due fili inestensibili di massa nulla
e lunghezza ¢. Uno dei due fili é orizzontale, I’altro forma un angolo 6y = w/4 con la
verticale.

1. Calcolare le tensioni dei fili.

2. Si taglia il filo orizzontale, e il sistema inizia ad oscillare. Calcolare la velocita della
massa quando 6 = 0.
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3. Determinare la tensione del filo T'(#) in funzione dell’angolo durante I'oscillazione.

Soluzione primo problema
Domanda 1
La lunghezza della traiettoria rettilinea & 2v/a? + b2. Dato che meta viene percorsa con

velocitd v; e meta con velocita vo abbiamo

t = t1+1t
Va2 + b2 N Va2 + b2
1 vy

_ m<1+1>

v V2

Domanda 2

La velocitd media sara in modulo

2\/ a2 + b2 21)12)2
v = =

t V1 + V2

ed il lavoro, per il teorema delle forze vive,
L= 1m (v% - v%)
2

Domanda 3

Indicando con h l'ordinata del punto della traiettoria con x = 0 abbiamo adesso

t = t1+1

Va2 +0+h? a2+ (b—h)
N V1 + V2

Troviamo il tempo minimo:

dt h+0b

h—0b
— = + =0
dhwvi/a? + (0 +h)? ) Ja2 4 (b — h)?

che si puo anche scrivere

sinf;  sinfy

U1 V2

Se v1 = vy troviamo 61 = 05 cioé la traiettoria € rettilinea.
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Soluzione secondo problema
Domanda 1

Imponendo che la somma delle forze agenti sulla massa m si annulli abbiamo

~ A~

2
—T1£+T2\2[ (Z+9)—mgyg=0

da cui

T = mg\@

T = ?ngmg
Domanda 2

Per la conservazione dell’energia
L o
—mgl cos By = 5" — mgl

da cui

v =1/2g¢ (1 — cosby)

Domanda 3

Scriviamo 'equazione del moto nella direzione radiale:
02
—me = —T 4+ mgcos@

da cui
2

T =mgcosf + m%
D’altra parte dalla conservazione dell’energia abbiamo
v? = 29l (cos @ — cos )

e sostituendo
T =mg (3cosf —2cosb)
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3.1. 18 GIUGNO 2008

3.1. 18 giugno 2008

Problema 1 (15 punti)

All’interno di un cilindro di massa M, altezza h e raggio R si pratica una cavita, pure
cilindrica, di raggio r < R e uguale altezza. Gli assi dei due cilindri sono paralleli, e sono
separati da una distanza a < R — r. Il cilindro é appoggiato su un piano orizzontale su
cui ruota senza strisciare.

1. Calcolare il momento di inerzia del sistema rispetto ad un asse parallelo all’asse del
cilindro e passante per il centro di massa del sistema.

2. Scrivere ’equazione del moto, scegliendo una coordinata opportuna.

3. Supporre adesso che inizialmente il sistema si trovi nella posizione di equilibrio, con
una velocita angolare wy e in condizioni di rotolamento puro. E possibile che per un
valore abbastanza grande di wy il cilindro si stacchi dal piano? In caso affermativo
calcolare tale valore. L’attrito statico eventualmente necessario a mantenere il
rotolamento puro si pud immaginare grande a piacere.

Problema 2 (15 punti)

In ciascuno dei due scomparti del recipiente in figura, di volume totale V' = V; + V5,
sono contenute n moli di un gas perfetto monoatomico. Lo scomparto a destra ¢ isolato
termicamente, quello a sinistra ¢ in contatto termico con ’ambiente esterno, che pud
essere visto come un bagno termico a temperatura Ty. Il setto intermedio, impermeabile
al calore, é libero di scorrere. Inizialmente la temperatura del gas nello scomparto di
destra ¢ Th > Ty, e il sistema ¢ all’equilibrio.

1. Calcolare i volumi iniziali V; e Vs.

2. Applicando gradualmente al setto una forza F' lo si sposta dalla posizione di equili-
brio. Determinare il lavoro fatto sul sistema quando le temperature dei due scomparti
diventano uguali.
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3. Con F' = 0 si trasferisce calore dallo scomparto a destra a quello a sinistra mediante
una macchina termica reversibile. Calcolare il lavoro massimo estraibile.

Soluzione primo problema
Domanda 1

La densita del corpo &
B M
P T (R =)k
quindi se il cilindro fosse pieno avrebbe un momento di inerzia rispetto al suo asse
1 R?

2 2 1 2
(pmBh) R? = oM R

1 2

N | —

dove abbiamo indicato con M), la sua massa totale. Il cilindro mancante avrebbe invece
un momento di inerzia, sempre rispetto al suo asse,

Il centro di massa del sistema si trova ad una distanza

CN TRt

dall’asse del corpo, dalla parte opposta a quella della cavita. Infine il momento di inerzia
cercato si ottiene sottraendo il momento di inerzia del cilindro che occuperebbe la cavita da
quello del cilindro completo. Entrambi devono chiaramente essere riferiti all’asse passante
per il centro di massa, e quindi

I = Ip+Myd*—I,—m(d+a)’

E interessante notare che si poteva evitare il calcolo del centro di massa. Detta x una
posizione arbitraria presa sulla retta passante dai centri di cilindro e cavita avremmo
avuto rispetto ad esso

I, = Ip+Mpx2—Im—m(a:+a)2

ma, sappiamo che il momento di inerzia minimo si ottiene quando x coincide con il centro
di massa. Quindi

dl,

- = 2Mpz —2m (z+a) =0

e quindi
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In ogni caso svolgendo i calcoli si ottiene
1 r? a? r? 1 9
r=y | (14 ) 2 () <P“2)(1”>2 &
T R?

Domanda 2

Figura 3.1.: La coordinata scelta per descrivere il moto del sistema.

Scegliendo come coordinata ’angolo di rotazione possiamo scrivere I’energia nella forma
1. .,
E = 5]@9 — Mgdcos

dove Ip é il momento di inerzia del corpo rispetto al punto di appoggio. Questo si pud
ottenere applicando il teorema di Steiner al risultato della domanda precedente

Ip =1+ M??
dove £ ¢ la distanza del centro di massa dal punto di appoggio, ossia (vedere Figura
(* =d* + R* — 2Rd cos §
Di conseguenza
E = % [I + M (d2 + R?— 2Rdcos0)] 6% — Mgdcosf
Derivando rispetto al tempo
E=0[I+M(d*+R?-2Rdcosf)] § — §[MRdsin] 6> + §Mgdsin 6 = 0
otteniamo 1’equazione del moto

[I+M (d2 + R? — 2Rdcos€)] 0 — MRdf*sin 0 + Mgdsinf = 0
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Domanda 3

Al momento di un eventuale distacco la componente verticale dell’accelerazione del centro
di massa del sistema vale —g. Dato che

Yem = —dcos

abbiamo ) ‘
Yem = dfsin 0 + df? cos b = —qg

Dato che 6 non dipende da wy, e 62 cresce con wy, vediamo che ’equazione precedente
ha sicuramente soluzioni per wy abbastanza grandi e cos < 0.
Dalla conservazione dell’energia

% [I+ M (d® + R? — 2Rd cos0)] 6> — Mgd cos 6 = % [+ M (d*+ R* — 2Rd)| wj — Mgd
otteniamo

: I+M(d>+R*-2 —

02— + M (d*+ R Rd) 2Mgd (1 — cosf) _ F(9)

" T+ M(2+R?—2Rdcos0)° T+ M(d2+ R — 2Rdcos)

e derivando rispetto al tempo ambo i membri abbiamo

- 1dF
=5
Sostituendo otteniamo ’equazione
1dF(0) . g
-2\ F = _2
5~ a0 siné + F(0) cos 6 y

Per semplificare I’equazione assumiamo che il distacco avvenga a § = w. Otteniamo allora
F(m) = g/d ossia

I+ M (d+ R)? N AMd?
I+M(d—R?* I+M(d—R)?

wgzg

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Dato che le pressioni dei due scomparti sono identiche (equilibrio meccanico) abbiamo

L D

ViV
(]

Vi+Ve=V
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quindi
To
Vi = \%4
! To + T
b
Vo = %4
2 To + 15

Domanda 2

La trasformazione del gas nello scomparto a sinistra é isoterma, quella del gas nello
scomparto a destra adiabatica. Il lavoro fatto sul sistema ¢é fatto sul pistone, e deve essere
uguale e opposto al lavoro fatto, sempre sul pistone, dai due gas. Quindi

W =—-Li— Lo
Il lavoro fatto dal gas a sinistra vale
Vis qv Vig V — Vs
L1 = nR1T; — =nRIylog — = nRIjlog ———
1 n 0/‘/1 vV n 0108 Vl n 0108 Vl

e quello fatto dal gas a destra (tenendo conto che la sua temperatura finale & Tp)
L2 = —AUQ = ncy (T2 - To)

Determiniamo il volume finale V5. Dato che la trasformazione del gas a destra ¢ adiabatica
abbiamo
-1 -1
TV = TOVQ“}

1
T\ -1
ng:V2<Tz>
1%

-V
W = —nRTylog TQJ( —ney (Ty — Tp)
1

e quindi

In conclusione

v (R)

= —nRIjlog Vi
1

— ncy (T2 —TQ)
T .
-1
b ( 2>W
To

Detto d@q il calore ceduto allo scomparto a sinistra e d@s quello ceduto allo scomparto
a destra abbiamo

T
= —nRIjlog {1 + 22
1o

} — ncy (TQ — T())

Domanda 3
AW = —dQ2 — dQy
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e d’altra parte
dQo = dUs 4+ P2dVs

ma P» = P e dV5 = —dV} quindi

d
dQQ = TLCVdTQ — PldVl = TLCVdTQ — HRTQ%

Integrando abbiamo

-
W = —QQ—Q1ZnCV(Tz—T0)+nRT010g%—Q1

Per calcolare il calore totale ceduto allo scomparto a sinistra osserviamo che per ottenere
il massimo lavoro si deve operare reversibilmente, quindi ’entropia totale del sistema non
deve cambiare

ds

dS_T0+dS2_O

Integrando abbiamo
Q1= —ToASy

To Voy
ASy = ney log T + nRlog —= v
2

In conclusione

Viy To Vay
W =ncy (To — Ty) + nRTp log 7 + neyTplog T + nRTylog —+ %

Nello stato finale T7 = To = Ty e quindi otteniamo, utilizzando le formule ottenute nella
soluzione della prima domanda,

Vlf B 179+ 15
Vi 2 T
Vo  1To+ T
Vo 2 T

ed in conclusione

Ts Ts 1 /Ty T
W = T — —1) —log = Tol
ney 1y [(To > gTO] + nRTy og4 <T2 +T0>
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3.2. 18 luglio 2008

Problema 1

Una massa m é vincolata a muoversi come in figura lungo una sbarretta di lunghezza ¢
e momento di inerzia rispetto al centro I. La massa é fissata al centro O di quest’ultima
da una molla di lunghezza a riposo nulla e costante elastica k. La sbarretta é libera di
ruotare in un piano orizzontale attorno al suo centro. Si trascurino gli attriti, e per le
prime due domande si consideri £ molto grande.

1. Usando come coordinate la posizione x della massa rispetto ad O sulla sbarra e
I’angolo € in figura scrivere ’energia totale E e il momento angolare L rispetto ad
O del sistema. Dire se E ed L sono quantitd conservate, motivando la risposta.

2. Descrivere qualitativamente le possibili orbite della massa. Dire in particolare se
sono possibili orbite circolari di raggio R, e in caso positivo calcolarne la velocita
angolare w(R).

3. Si supponga adesso che inizialmente la massa sia nell’origine, e la sbarra stia ruo-
tando con velocita angolare wg. Una piccola perturbazione sposta la massa. Per
quali valori di k questa arriva all’estremo della sbarra e si sfila? Dopo che questo &
accaduto, il vettore posizione della massa resta parallelo alla sbarra?
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Problema 2

T T2

Il recipiente cilindrico in figura, impermeabile al calore, di lunghezza L e sezione S, &
diviso in tre scomparti da due setti mobili. Nello scomparto intermedio si trovano n moli
di gas perfetto, in quelli laterali ¢’¢ il vuoto. Gli scomparti sono collegati al recipiente da
due molle di lunghezza a riposo L e costante elastica k.

1. Sapendo che la temperatura del gas é Ty calcolare il volume da esso occupato e la
sua pressione.

2. Si elimina improvvisamente la molla a destra (ad esempio tagliandola). Calcolare
la variazione di entropia del sistema.

3. Trovare una funzione di stato del gas che rimane invariata nella trasformazione
precedente.
Soluzione problema 1
Domanda 1
Domanda 2
Domanda 3
Soluzione problema 2
Domanda 1
Domanda 2

Domanda 3
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3.3. 21 gennaio 2009

Problema 1 (15 punti)

La bacchetta rigida in figura, di lunghezza ¢ e massa m, ruota attorno all’asse verticale
con velocita angolare costante w. L’angolo 0 tra asse e bacchetta é fisso.

1. Calcolare ’energia cinetica del sistema.
2. Calcolare il vettore momento angolare del sistema, E(t)

3. Supponendo che a un certo istante il vincolo venga a mancare, e che la velocita di
ogni punto della bacchetta rimanga continua, discutere il moto successivo tenendo
conto dell’effetto della gravita.

Problema 2 (15 punti)

Sul fondo di un cilindro di sezione S munito di un pistone mobile e impermeabile al
calore si trova uno strato di materiale di capacita termica C. Nella parte superiore si
trovano n moli di un gas perfetto monoatomico. Inizialmente il sistema ¢é all’equilibrio
termodinamico, con pressione e temperatura Py e Ty note.

1. Si raddoppia molto lentamente la pressione. Calcolare la nuova temperatura.
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2. Partendo dalla stessa condizione iniziale si raddoppia istantaneamente la forza
applicata al pistone. Calcolare anche in questo caso la temperatura nello stato
finale di equilibrio.

3. Calcolare la variazione di entropia del sistema e dell’universo nei due casi precedenti.

Soluzione primo problema
Domanda 1

Domanda 2

Domanda 3

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Domanda 2

Domanda 3
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Problema 1 (15 punti)

Un disco di raggio R; e massa M; rotola senza strisciare su un’altro, di raggio Ry e
massa Ms. 11 secondo disco ¢ libero di ruotare attorno al suo centro. La distanza tra i due
centri ¢ mantenuta costante da una fune di lunghezza Ry + Ry come in figura. E presente
la gravita.

1. Si osserva che il primo disco rimane alla sommita del secondo. Quale relazione tra
le due velocita angolari deve valere perché questo sia possibile?

2. Inizialmente i due dischi sono in quiete, sempre nella posizione in figura. Con una
leggera spinta si mette il primo in movimento. Calcolare la velocita v; del suo centro
di massa nel momento in cui arriva nella posizione opposta.

3. Calcolare la tensione massima che il filo deve essere in grado di sopportare nella
situazione precedente, assumendo di conoscere v.

Problema 2 (15 punti)

"
E—

Il recipiente in figura di sezione S & impermeabile al calore e separato da due setti
scorrevoli di massa M, capacitd termica e spessore trascurabile. Il setto intermedio ha
una resistenza termica Rp, quello in alto é impermeabile al calore. In ciascuno dei due
volumi sono presenti n moli di gas perfetto monoatomico, inizialmente alle temperature
T1 (§] T2.
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1. Calcolare i volumi delle due parti nelle condizioni iniziali.
2. Calcolare le temperature finali (all’equilibrio) dei due gas.

3. Determinare la variazione di entropia rispetto allo stato iniziale in funzione del
tempo, assumendo che ciascun gas possa essere considerato istante per istante in
equilibrio termodinamico.

Soluzione primo problema

Domanda 1

La velocita relativa dei due dischi nel punto di contatto deve essere la stessa. Ma se il
primo disco rimane sulla sommita del primo questo significa

- LUQRQ = w1R1 (3.4.1)

Domanda 2

Detto 6 ’angolo che la retta passante per il centro dei due dischi forma con la verticale
abbiamo che la condizione di rotolamento puro si scrivera nel caso generale

- CL)QRQ = —(Rl + Rg)(g + w1R1 (3.4.2)
inoltre la seconda equazione cardinale applicata ai due dischi da

Loy, = FRy
Iowy = FRy

poiché la componente tangenziale della forza che il primo disco esercita sul secondo ¢
uguale e opposta a quella che il secondo esercita sul primo. Quindi

Roliun = Ri11lswo (3.4.5)

da cui segue che la quantita Roljw; — Rilawo sara conservata. Dato che é inizialmente
nulla, sara RgIloJl = R1]2(,U2.
Infine I'energia totale

1 1 1 .
E= §Ilw% + 512@ + oM (Ri + R2)? 6% + Myg(R1 + Ry) cos 0 (3.4.6)

sard conservata. Possiamo scrivere quest’ultima in funzione delle sole 6, 8 utilizzando la
condizione di rotolamento e la quantita conservata determinata precedentemente,
IR (R1 + Ra) ;
W = %9 (3.4.7)
I gRl +1 1R2
I Ry(Ry + Rz)é

3.4.8
LR+ LR (3:48)

w2
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da cui

1 11[2 2 )2
= - | —" 4+ M| (R Ry)“ 6 Mig(R R 0 3.4.9
2 IQR% n IlR% + 1} (R1 + R2) + Mig(R; + R2) cos ( )

ed equagliando il valore iniziale a quello finale otteniamo

-1

LI

U% = (Rl + R2)2 92 =4Mg |:
Sostituendo I} = M1R?/2 e I = MyR3/2 otteniamo infine

My + My

2 _
vi = 8¢g(R1 +R2)2M1 300,

(3.4.11)

Domanda 3

Nel punto pitt basso I'equazione del moto in direzione radiale per il primo disco da

Mlm =T — Mg (3.4.12)
che permette di ottenere direttamente
T =M, L Mig (3.4.13)
(R1 + R2)

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Per le pressioni nei due scomparti avremo, imponendo 1’equilibrio meccanico,

2M
Py = Pym + —Sg (3.4.14)
M
Py = Py + Tg (3.4.15)
e utilizzando 'equazione di stato otteniamo subito
nRT1
Vi = 3.4.16
1="p ( )
RT:
Vp = 02 (3.4.17)
Py
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Domanda 2

Per il primo gas avremo

dQ1 = nc,dTy + PydV; (3.4.18)

e per il secondo
dQo = ncydTy + PodVs (3.4.19)

ma dato che non viene scambiato calore con 'esterno d@Q1 + d@Q2 = 0, da cui segue che la
quantita
H =nc, (T1 + Tz) + PLV1 + PV, (3.4.20)

si conserva. Questa si pud anche scrivere perd

H =nc, (Ty + T») (3.4.21)

Confrontandone il valore tra situazione iniziale e finale otteniamo subito

T+ T3

Ty 5 (3.4.22)
Domanda 3
Il calore che fluisce da uno scomparto all’altro per unita di tempo ¢ dato da
d@1 dQz 1
—=——=— (T - T 3.4.23
dt a Ry T ( )
e quindi
dQ1 dTy 1
— = — = — (T —T; 3.4.24
a " TRy BT (34.24)
d dT: 1
@2, a2 1 g (3.4.25)

a """ a T Ry

Sommando e sottraendo membro a membro otteniamo due equazioni piu semplici da
risolvere:

% (T1+T3) = 0 (3.4.26)
i (Th —Tz) = - ! (Th — T) (3.4.27)
dt nep Re
da cui
Ty +Ty = Tig+Tao (3.4.28)
T\-Ty = (Tig—Tao)e ™fr (3.4.29)
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La variazione di entropia del sistema sard data da

inoltre

1 _ t _ t
Ty =7 [To+ Too+ (Tio —Tro)e "CPRT} {Tl,o +To0 — (Tro — Tao) € "C”RT}

(3.4.31)
e sostituendo troviamo la legge cercata

__t __t
[T (1677 ) 4 Ty (1 — o777

AS = 1
ncy log STeR,
_t ot
[Tl,ﬂ (1 —e "“T'RT) + Tz (1 +e mepfr )}
+ ncp log Moo
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3.5. 13 luglio 2009

Problema 1 (15 punti)

vy

Una particella di massa m si muove con velocita di modulo vy nel piano zy, paralle-
lamente all’asse x e a una distanza b da esso. Urta un disco di raggio R e momento di
inerzia I vincolato a ruotare attorno al proprio centro posto nell’origine del sistema di
coordinate e inizialmente fermo. L’interazione tra la particella e il disco si pud descrivere
dicendo che sulla prima é applicata la forza F = Fyvi. A Z dove Z & un versore normale
al disco e v, la velocita relativa ad esso. Nel seguito puo essere utile ricordare 'identita
anbAS) =b(G- &) —ca-b).

1. Mostrate che ’energia cinetica totale e il momento angolare totale si conservano.

2. Scrivere I’equazione del moto per il disco utilizzando coordinate opportune, e dedurre
da essa una terza legge di conservazione.

3. Per quali valori dei parametri b e vg la particella pud passare dal centro del disco?

Problema 2 (15 punti)

La radiazione elettromagnetica contenuta in un recipiente di volume V' puo essere trattata

come un sistema termodinamico descritto dalle grandezze P, V', T. Sapendo che ’energia

interna ¢ data da U = bVT* e la pressione da P = %%

1. Rappresentare nel piano P — V un ciclo di Stirling, composto da due isocore e due
isoterme, e calcolare il lavoro totale fatto sul sistema.

2. Rappresentare sullo stesso piano una trasformazione adiabatica reversibile.

3. Considerando il recipiente a volume V fissato ed a una temperatura iniziale T,
calcolare il massimo lavoro estraibile avendo a disposizione un bagno termico di
temperatura To < T'.
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Soluzione primo problema
Domanda 1

L’energia cinetica si conserva perché il lavoro totale fatto dalle forze é nullo. Infatti il
lavoro della reazione vincolare € nullo perché applicato ad un punto immobile. Il lavoro

fatto sulla particella &
dLy = Fy (U, A 2) - dr,

e quello fatto sul disco da
dLo = —Fy (177 VAN 2) - dry

dove dr), e dry sono gli spostamenti rispettivamente della particella e del punto del disco
nel quale si trova. Quindi

dL = Fy (17} A 2) . (dr_"p — dfd)
ma dr), — dry € lo spostamento relativo, quindi

dL D o
a:Fg(vT/\z)wr:O

Il momento angolare totale rispetto ad un polo posto nel vincolo si conserva perché le
uniche forze esterne (le reazioni vincolari) hanno momento nullo.

Domanda 2
Indicando con ¢ ’angolo di rotazione del disco abbiamo

1103 = =7, A (Foty A 2)
= —Fyt, (7 - 2) + Fo2 (7, - T,)

= Foz (7 - ¥y)

D’altra parte la velocita del disco nel punto in cui si trova la particella ¢ data da
Ug =W ATy

dove & = qﬁi ¢é la velocita angolare del disco. Di conseguenza
Up = Up — bz A Tp
Utilizzando coordinate polari per la particella abbiamo

Oy = 77 + 100 — gr (3 A7)

=7rr+r <0 — gb) 0
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e I’equazione del moto diviene

Iy = Fy (7, - Ty)
= Fo?“?'"

che si puo scrivere nella forma

d
I, —fF =
dt(dcb 07“> 0

La quantita
o1
Q = [d¢ — §F[)7°2

dunque si conserva.

Domanda 3

Scriviamo le tre quantita conservate. Abbiamo
1_ . 1 . 1
E = S1id? + 5m (2 +1%0%) = Zmof
L = I;jp + mr?0 = —mugb

Sl 1
Q=1;0— §F07~2 = —iFoRz

Possiamo ricavare ¢ e 6 dalle ultime due equazioni

)_L-Q R _1L(RE N R
o2 om 2\ 2m o 2m
. Fi Fi

b9 fon Lo 2 _ gy

Iy 21, 21,
e sostituendo nella prima otteniamo

1 FOQ2 1 (L-Q Fy \?
E=- — — 0
2mr+21d<Q+ ) +2m( r 2"

1 |: mUQb+F’()(R2_T2):|2

=-mr +7(R2—7“2) +—
2m
Possiamo considerare gli ultimi due termini come un potenziale efficace. Per poter
arrivare al centro del disco é necessario anzitutto che i due termini che divergono per
r — 0 si cancellino tra loro, e quindi

r 2r

FyR?
2m

Uob =
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Se questa condizione ¢ soddisfatta il potenziale efficace si riduce a

FOQR2 mR? 1 r2 2+ﬁ
1 R? R?

8m

Uerr =

e quindi deve essere
1, F2R

—muy — >0

2 08I,
ossia

FyR?
Vo
4 m[d
Notare che nel caso considerato
’Uob

b="T

. mugb [ 1?
¢ = R O |
Iy R?
cioé la velocita angolare della particella si mantiene costante.

Soluzione secondo problema
Domanda 1
Domanda 2

Domanda 3
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3.6. 17 settembre 2009

Problema 1 (15 punti)

All'interno di un disco di massa M e raggio R, ad una distanza a < R dal centro,
viene fissato un punto materiale di massa m. Il corpo rotola senza strisciare su un piano
orizzontale.

1. Determinare la posizione del centro di massa e il momento di inerzia rispetto ad un
asse passante per esso e normale al disco.

2. Se il punto materiale si trova a t = 0 nella posizione pitt bassa, determinare la
minima velocita angolare iniziale per la quale € possibile un giro completo.

3. Scrivere ’equazione del moto e trovarne la soluzione nel caso m < M.

Problema 2 (15 punti)

Un cilindro di sezione S e altezza h ha le pareti laterali impermeabili al calore, mentre le
due estremita sono mantenute a temperatura costante. All'interno del cilindro si trovano
n moli di un gas perfetto, di massa molare u e conducibilita termica o che si suppone
costante. Si deve tenere conto della gravita.

1. Supponendo che la temperatura dell’estremita inferiore sia 77 e quella dell’estremita
superiore To > T3 calcolare la pressione del gas in funzione dell’altezza in condizioni
stazionarie.
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2. Sempre in condizioni stazionarie calcolare quanta entropia viene prodotta per unita
di tempo.

3. Si porta la temperatura dell’estremita superiore a 17 e si attende che si stabilisca
I’equilibrio. Calcolare di quanto & variata l’entropia del gas.
Soluzione primo problema
Domanda 1

Per motivi di simmetria il centro di massa sara sul diametro del disco passante per il
punto materiale. Ponendo un sistema di riferimento con origine nel centro del disco e
punto materiale in (a,0) troviamo

OxM+axm m
T = = a
oM M+m M+m

d (3.6.1)

Per quanto riguarda il momento di inerzia, possiamo usare il teorema di Steiner per
calcolare il contributo del disco,

1 Mm?
2 2 2
Lgisco = Idzsco + Mz = §MR + 7( n )2a (3.6.2)
(abbiamo indicato con Igi,‘go il momento di inerzia del disco rispetto al proprio centro di

massa) e quindi aggiungere il contributo del punto materiale
1 Mm? mM?
I = Iy _ 2 R4 2y M fMR2 %ﬁéd
dzsco+m(a xCM) 9 +(M+m)2a (M+m) 3
1
= 5MR2 + Mad (3.6.4)

Domanda 2

Possiamo scrivere l'energia totale (che si conserva) nella forma

1
— (M +m) v, — mgacosf (3.6.5)

1 .
E = =167
2 +2(

dove 6 é ’angolo che il diametro del disco passante per il punto materiale forma con la
verticale. Per la velocita del centro di massa abbiamo, tenuto conto della condizione di
puro rotolamento,

Vemz = —RO + dfcosb
Vermy = dfsing

e quindi

E= % [I+ (M +m) (R2 + d? — 2Rd cos 9)] 02 — mga cos 6 (3.6.8)
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Eguagliando ’energia iniziale (punto materiale nella posizione piu bassa, velocita angolare
incognita) a quella finale (punto materiale nella posizione piu alta, velocita angolare nulla
nel caso limite cui siamo interessati) abbiamo

% [+ (M +m) (R*+d* - 2Rd) ] wg,MIN — mga = mga (3.6.9)

e quindi

4mga

(3.6.10)
[I + (M +m) (R2 — d)Q]

Wo,MIN =

Domanda 3

L’equazione del moto si ottiene rapidamente derivando l’energia determinata al punto
precedente:

E=[I+(M+m)(R*+d*—2Rdcos6)] 06 + (M +m) Rdsin 06 + mdf sin 6 = 0
(3.6.11)
da cui

[+ (M +m) (R? + d* — 2Rdcos )] 6 + (M + m) Rd6? sinf + mdsinf =0 (3.6.12)

Cerchiamo la soluzione nella forma 6 = 6y + 6, + O(m?/M?) dove 6 ¢ la soluzione
per m/M = 0 e #; una piccola correzione. Sostituendo nell’equazione differenziale e
eguagliando i termini dello stesso ordine otteniamo

;MR% =0 (3.6.13)
;MRQél + [Mad +mR?* — 2M Rd cos 6y 6y + M Rdf3 sin 6y = 0 (3.6.14)

La soluzione generale della prima equazione é
Oy = wot + ¢o (3.6.15)

che sostituito nella seconda da

;MRzél + M Rdw? sin (wot + ¢g) = 0 (3.6.16)

Questa equazione si integra direttamente

2d .
01 = 3R sin (wot + ¢o) (3.6.17)
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ottenendo

2d . m2
0(t) = wot + ¢o + 3 sin (wot + o) + O ( 173 (3.6.18)

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Dato che la sezione & costante allo stato stazionario la densita di corrente di calore &
indipendente dall’altezza, e data da

or

J=—-0— 3.6.19
ar» ( )
che si integra direttamente fornendo
T—a-?, (3.6.20)
o

Le costanti J e A si ottengono imponendo le condizioni al contorno, abbiamo quindi la
ben nota dipendenza lineare della temperatura dalla posizione:

T=T + % (T —T1) = Th (1 + k=) (3.6.21)

dove k & dato da:
1T,-T1 r—1

k= = 3.6.22
n h h ( )
dove si ¢ posto r = Ty /T pre brevita.
Per quanto riguarda la pressione abbiamo anzitutto
dP = —pgdz (3.6.23)
dove p é la densita di massa del gas, che possiamo scrivere come
n uP
=p— =1 3.6.24
P=Hly = RT (3.6:24)
e sostituendo nell’equazione precedente otteniamo
dpP pgP pgP
bl = _ 3.6.25
dz RT RTy [1 + kz] ( )
Questa equazione differenziale ¢ separabile, e possiamo integrarla direttamente
/ oo R (3.6.26)
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ottenendo
P(z)  pgh / /e de jugh
lo = —— = — log (1 4+ k 3.6.27
8 P(0) RTy )y 1+ TQT;lTlx R(T» —TY) 8! ?) ( )
ossia P(0) P(0)
P(z) = = = = 3.6.28
&) = AR ~ @) (3.6.28)
con L h
LR — (3.6.29)

“T RO, -T1) RL(r—1)

Per determinare la costante P(0) scriviamo la densita molare

P P(0)
= — = 3.6.30
Pm=RT ~ RDy (14 kz)*H! ( )
che integrata su tutto il volume deve dare il numero di moli totali
h h
SP(0)
n= Spmdz = —_dz 3.6.31
, $owtz= | e (3031

Utilizzando x = T'/T} come variabile di integrazione abbiamo (ponendo r = T5/T) per
brevita)

_SP(O) [T 1, SP0)r*—1
"= REkTy /1 2o T RET are (36:32)
e quindi
nar® RkTY
P — .0.
(0) a1 S (3.6.33)

Domanda 2

Dato che lo stato del gas non cambia, la produzione di entropia per unita di tempo sara
data dal contributo dei due bagni termici:
dQ  dQ

ds = -2+

6.34
LT (3.6.34)

Qui dQ ¢ il calore ceduto alla sorgente pit fredda, che allo stato stazionario deve essere
identico a quello assorbito dalla sorgente calda. In una unita di tempo abbiamo

dS 1 1\ d@ 1 1

b (e A e I 3.6.35
dt <T 1 T2> dt < ) ( )
e sostituendo la densita di corrente di calore abbiamo

ds  So (T - Ty)?

ao _ 0 3.6.36
i h T ( )

@ 338 versione del 22 marzo 2018



3.6. 17 SETTEMBRE 2009

Domanda 3

Dato che I’entropia é una funzione di stato, é sufficiente calcolare la differenza tra lo stato
iniziale e quello finale. Considerando uno strato del cilindro contenente dn moli del gas
perfetto, la sua entropia sara, a meno di una costante,

dS = (cplogT — Rlog P) dn (3.6.37)

e integrando su tutto il volume otteniamo (tenendo conto che dn/dV = p,,)

g PS
S= / (cplogT — Rlog P) ——d=z (3.6.38)
0 RT

Inserendo le espressioni esplicite per 1" e P otteniamo

P(0)S (" P(0) dz
S = RTY /0 (Cp logT — Rlog (T/Tl)o‘> T/T) (3.6.39)

Usando s = T'/T come variabile di integrazione abbiamo

_PO)S [T ds
s /1 (ep + Ra)logs + ¢y log Ty — Rlog P(0)] 5y (3.6.40)
da cui
P(0)S [ (¢p + R+ acplogTi — aRlog P(0)) (r* — 1) — a(¢p + Ra) logr
S(r) =
RTy ka2re
(3.6.41)
e (notare che «a, k e P(0) dipendono da )
AS =S(r)—S(1) (3.6.42)
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3.7. 12 febbraio 2010

Problema 1

Il disco in figura, inizialmente in quiete, ha raggio R e massa M. Attorno ad esso &
avvolto un filo inestensibile con densita lineare di massa A. La lunghezza della parte
avvolta € /£, ed il filo ¢ diretto verticalmente.

1. Dire se nella caduta successiva il filo rimane verticale, giustificando la risposta.

2. Scelta come coordinata la quota del centro del disco scrivete ’equazione del moto
del sistema, e risolvetela per A = 0.

3. Calcolare la velocita del centro di massa del sistema quando il filo si & completamente
dipanato, cioé quando il disco é sceso di un tratto ¢, per un valore generico di A.

Problema 2

Ty

Un corpo di capacita termica costante é posto in contatto termico con un bagno termico
di temperatura Tp mediante una sbarra di lunghezza L, sezione S e conducibilita termica
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o. Si vuole mantenere la sua temperatura ad un valore 7' = Tp/2 estraendo calore
mediante una macchina termica reversibile, come in figura.

1. Calcolare la potenza W che é necessario fornire alla macchina.
2. Determinare ’aumento di entropia dell’universo per unita di tempo.

3. Se inizialmente T' = T e alla macchina termica viene fornita la potenza W prece-
dentemente determinata, si riesce a raffreddare il corpo alla temperatura voluta?
Giustificare la risposta.

Soluzione primo problema
Domanda 1

Supponiamo che il filo resti verticale. Allora sul sistema filo+disco agiscono solo forze
verticali (la tensione e la forza peso), e il centro di massa non si muove orizzontalmente.
Se A = 0 il centro di massa coincide col centro del disco, quindi la caduta a filo verticale
& una soluzione accettabile. Se A > 0 invece il centro di massa accelera rispetto al centro
del disco durante la caduta anche in orizzontale, si ha quindi un’inconsistenza. Questo
effetto sara trascurabile se A\R/M < 1.

Domanda 2

Supponiamo che il moto avvenga veramente in verticale, e trascuriamo effetti legati al
dettaglio della distribuzione del filo sul disco. Fissiamo un sistema di riferimento con
origine nel punto in cui il centro del disco si trova inizialmente, ed indichiamo con z la
quota di questo ad un istante generico. Possiamo allora scrivere ’energia del sistema nella
forma

1 .
FE = 5I(z)e2 + Udisco(2) + Utito(2)
dove Uygiseo € il potenziale gravitazionale del disco, che possiamo scrivere come
Udisco(z) - MQZ
L’energia potenziale del filo si puo scrivere come somma di due termini:

Utito(2) = AL+ 2) gz + (—A2) gg
Il primo tiene conto dell’energia potenziale del filo ancora avvolto al disco, che corrisponde
ad una massa totale A (£ + z) ad una quota z. Il secondo tiene conto dell’energia della
parte di filo che si ¢ srotolato, corrispondente ad una massa —Az alla quota z/2 del suo
centro di massa. Si poteva arrivare allo stesso risultato calcolando il lavoro fatto dalla
forza peso sul centro del disco:

L’(z):/oz{—[M—i—)\(é—i—z)]g}dz
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dove il termine tra parentesi graffe & appunto la forza peso dovuta al disco ed al filo
ancora avvolto ad esso. Integrando si trova

2
—L(z) = [Mz + Mz + )\22] g

che corrisponde a Uf;o + Ugisco-
I(z) il momento di inerzia del disco e del filo ad esso avvolto rispetto al punto di
separazione del filo, istantaneamente immobile

I(z) = {;MRZJrMRQ} +{N(l+2)R* + X (£+z) R?}

Il primo termine tra parentesi graffe ¢ il contributo del disco (momento di inerzia rispetto
al centro di massa pit contributo dettato dal teorema di Steiner) e il second quello del
filo (come sopra, tenendo conto che tutto il filo si trova al bordo del disco). In conclusione
possiamo scrivere ’energia, tenendo conto del fatto che 2z = 9 /R, nella forma

1. 32 22
E_ﬁlﬁ—i_ [Mz+)\€z+)\2 g

Derivando rispetto al tempo (indichiamo con ’apice la derivata rispetto a z) otteniamo
E=1IR%:5+ %I’R‘2é3 + (M +M+X2)gz=0
dove si € indicato con ’apice la derivata rispetto a z:
I' = 2\R?
e quindi ’equazione del moto

3
oM +2X(+2) AP H(M+M+A2)g=0

Ponendo A = 0 questa diviene

%M}j—i—Mg:O
cioé
s 2

Domanda 3

Uguagliamo D'energia calcolata precedentemente tra la configurazione iniziale (z = 0,
2 =0) e quella finale (z = —¢, 2 = vp):

cm

1
0= SI(=0) R0z, — Mi(=)gl — Mz(—z)gg
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da cui

4 pVA
Vem = \/395 <1 + W)

Soluzione secondo problema
Domanda 1
11 flusso di calore Q3 ¢ determinato dalla legge della conduzione termica:

. So So
=—Tp-T)=—=T
Qs = (T —T) 57 1B
e se la temperatura del corpo resta stazionaria deve essere Q1 = Q3. Dal primo principio
abbiamo che

W=Q:— Q1
e dato che la macchina termica & reversibile deve essere
dQi  dQo
dS=—"—+—""=0
T + Tg
da cui 5 1
EQl = Tin

In conclusione

Domanda 2

Dato che lo stato termodinamico del corpo, della sbarra e della macchina ciclica non
cambia dopo un ciclo, dobbiamo considerare solo la variazione di entropia del bagno

termico: 40 40
ds — %3 | T2
5 Tg + Tg
da cui ) g
. . . o
S—g(@z-@:&)—g

Domanda 3

La risposta é positiva, perché il lavoro necessario ad estrarre una data quantita di calore dal
corpo diminuisce all’aumentare di T — T'. Piul in dettaglio, abbiamo come in precedenza
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per il primo principio, la legge di conduzione e la reversibilita

W = Qy—Q@Q (3.7.1)
Qs = %(TB—T)

1 . 1 .
7@ = T73Q2 (3.7.2)

e la variazione della temperatura del corpo sara data da
CT =Qs— Q1
dove C' ¢ la capacita termica. Dalle equazioni (3.7.1) e (3.7.2)) segue

T W TTp So

Ql:TB—T T Tp—T2L

(3.7.3)

e sostituendo nell’ultima otteniamo

- So TB—QT
T="2 (2
¢ 2L(TB—T> B

che permette di concludere che T < 0 per T' < Tg /2. Possiamo anche risolvere esplicita-
mente ’equazione differenziale:

Ts—T'\ ., SoTp
“BT N ar = t
/(TB—QT’> oLc A

(c1 & una costante di integrazione) ottenendo

Tt)—Tp 1 T(t) Solp
——— — “Tglog |[2— — 1| = t 74
2 4Bog[ T 2LC (8.7.4)
ed é chiaro che T
; _ B
tlg-nooT(t) - 2
Possiamo anche studiare ’andamento asintotico ponendo
T
T(t) = 73 + 6T
con 0T < 1, che sostituito nella soluzione fornisce
TB 250
T(t) ~ — —_ .
0T (t) 5 exp( LCt> (3.7.5)
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3.8. 2 marzo 2011

Problema 1 (15 punti)

Una sfera di massa M e raggio r rotola senza strisciare all’interno di un tubo di raggio
R > r come in figura. Il tubo si comporta come un vincolo monolatero.
Scegliendo I’angolo 6 come coordinata,

1. scrivere energia totale del sistema in funzione di 0 e 6;

2. supponendo che 6(t = 0) = 0, si determini il minimo valore di (¢t = 0) che permette
alla sfera di percorrere un giro completo senza staccarsi dal tubo;

3. determinare la frequenza delle piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio
stabile.

Problema 2 (15 punti)

Due corpi hanno capacita termica rispettivamente

Ci = /T
Cy = [T

con (1, Bo costanti positive, e si trovano inizialmente alla stessa temperatura Tj.

1. Determinare il minimo lavoro necessario per fare in modo che i corpi abbiano
temperature finali 77, Ty tali che T /T3 = 2, e determinarle.

2. Al termine dell’operazione precedente si pongono i due corpi a contatto, e si attende
I’equilibrio. Determinare la nuova temperatura finale.

3. Determinare la variazione totale di entropia del sistema tra la condizione iniziale e
quella finale.
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Soluzione primo problema
Domanda 1

La velocita del centro di massa del cilindro si scrive
Vem = (R —1)0
ma anche, usando la condizione di rotolamento puro,
Vem = —TW

dove w ¢ la velocita angolare del cilindro. Da queste due relazioni segue che

R—?“é

W = —
T

Possiamo adesso scrivere I'energia nella forma
Lo Lo o
E = §Mvcm + §Iw — Mg(R —1)cosf

1 o1 R\’
= —M(R—r)202+§l (1 > 6> — Mg(R —r)cosf
r

(R—r)?+ < f’)Q

= Z_M(R-1)%?— Mg(R—r)cosf

—r)cosf

dove si ¢ utilizzato il momento di inerzia della sfera, I = 2M7r?/5. Notare che il termine
cinetico si pud anche scrivere nella forma

1[7 (R—1)?, 1
E. == 7M2 2 :7]'/2
c 2& ﬂ[ 2 9] gt ¥

dove I' = 7TMr?/5 ¢ il momento di inerzia della sfera rispetto al punto di contatto.

Domanda 2

La componente radiale dell’equazione del moto del centro di massa della sfera si scrive
~M(R—7)0* = —N + Mgcosf

da cui é possibile calcolare la reazione vincolare.

N = Mgcos® + M(R — r)6>
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La sfera rimarra aderente al vincolo se N > 0, cioé
geosf+ (R—r)0> >0 (3.8.1)
Dalla conservazione dell’energia possiamo ora determinare (R — r)éQ in funzione di 6:

1 , 1 .
5%1\4(}2 —7)%02 — Mg(R—7) = §%M(R —7)%0? — Mg(R — ) cos §

da cui

(R—7)0? = (R —1r)0 — gg (1 —cosb)

e sostituendo nella (3.8.1]) troviamo

11 caso peggiore ¢ 8 = m, quindi deve essere

271 g

bl 2 5w

Domanda 3

La posizione di equilibrio stabile ¢ # = 0. Sviluppando ’energia al secondo ordine troviamo
a meno di una costante

o %gMu% 26 + %Mg(R )62+ 0 (6)

quindi la frequenza delle piccole oscillazioni é

1 5g

f:% T(R—7)

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Siano dQ1, dQ2 le quantita di calore cedute ai due corpi, e dW il lavoro fatto sul sistema.
Dal primo principio segue
dW = dQ1 + dQ2

e quindi
dW = C1dT1 + Codly = S111dT1 + BoTodT5

@ 347 versione del 22 marzo 2018



3.8. 2 MARZO 2011

Quindi integrando
n " 1 2 2 1 2 2
W = B TdT + BoTdT = =1 (IT — Ty) + = B2 (T5 — T§y)
To To 2 2

D’altra parte detta AS la variazione totale di entropia nel processo avremo

d d
as = T8+ % & — BudT: + fod T
1

ed integrando
AS = 1 (Th — To) + B2 (T2 — To)

Infine 77 = 275 per cui

W = %(451 + B2) T3 —%(51 + B2) T
AS = (261 +B2) o — (B1+ B2) To (3.82)

Eliminando 75 si trova

AS)?
e IR RSk

2
e il minimo lavoro si ha per la piu piccola variazione di entropia possibile, AS = 0, da cui

W:;(451+52)[

1 [ (481 + B2) (B1 + B2) }
W —=—- -1 T
2 [ (281 + B2)? (Bt B) Ty
Se AS = 0 dalla (3.8.2)) segue subito
B+ o
= 261+ B2 To, Ti=2D

Domanda 2
Sempre dalla conservazione dell’energia abbiamo
Tg T
61 TdT + BoTdT =0
T1 T2

dato che non si compie lavoro sul sistema. Integrando troviamo

S8 (I~ T9) + 560 (17~ T3) = 0
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da cui

o B1TE + BoT3 _ 4Bt ﬁQT
0 B+ B2 BL+Bs °

4B+ B Br+ B, (4P B2) (BL+ B2)
- mwl By 0 —\/ i my D (3.8.3)

Si poteva arrivare alla stessa conclusione senza integrare, usando il primo principio W =
AU, da cui

1 [(451 + B82) (B1 + B2)
2 (261 + B2)?

Risolvendo per T} si trova ancora il risultato (3.8.3).

_ 1} (BL+ Bo) T3 = %(51 + B2) (Tg? = T5)

Domanda 3

Dato che
dS = BidT + [2dT5

I’entropia del sistema vale, a meno di una costante,
S = BT + T3

e quindi

AS = (B1+ Ba2) (Ty — To) = (B1 + B2) To

\/ (481 + B) (Br + B2) |
(281 + B2)?
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4.1. 8 NOVEMBRE 2006

4.1. 8 novembre 2006

Problema 1 (15 punti)

FL.(N) F,(N)

Un punto materiale di massa m = 1 kg si muove in un piano, sotto l’azione di una
forza le cui componenti lungo due direzioni ortogonali hanno I’andamento riportato in
figura.

(0)

1. Inizialmente la velocita ha componenti v’ = 6 m/s e ’U?SO) = 8 m/s. Tracciare il
grafico delle componenti della velocita in funzione del tempo.

2. Per le suddette condizioni iniziali, determinare la traiettoria.

N

forma con la direzione y, determinare a(t = 14 s) in funzione di a(t = 0s).

Problema 2 (15 punti)

Un punto materiale di massa m si muove in un piano secondo la legge oraria, espressa in
coordinate cartesiane,
x(t) = Acos(wt + ¢)
y(t) = Bsin(wt)

1. Determinare la traiettoria del moto

2. Determinare la forza F agente sul punto, ed esprimerla in funzione della posizione
del punto

3. Determinare per quali valori dei parametri A, B e ¢ si ha |t] = costante.

Soluzione primo problema
Domanda 1

Non ci sono forze in direzione x, per cui il moto ¢ sempre uniforme:

Vp = U;O) .
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Lungo la direzione y si ha una forza costante tra t = t; = 4 e t = t3 = 6. Possiamo
scrivere quindi

v(t) = o t<y
F
vt) = ol + t—t)  h<t<t
F
v@t) = o+ Eta—t)  t>ts.
m
Numericamente questo significa
vy(t) = 8 t<4
vy(t) = 12—t 4<t<10
vy(t) = 2 t>10.

Il tutto é rappresentato nella figura che segue.

ve(m/s) vy(ms)

Domanda 2

Possiamo scrivere © = 6t e

dt
e quindi
dy 4
dy T
d:c() 2—% 24 <z <60
dy 1

@ose
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e integrando abbiamo

4
y(z) = 3% x <24
22
y(z) = 23:—5—1—01 24 <z <60
y(x) = g +c2 x> 60.

Le costanti ¢; si determinano imponendo la continuita della traiettoria:

4 1
— X 24 =2x 24— —(24)?
3~ % ) +a

1 1
2x60—6(60)2+01:§ x 60 + c2

da cui ¢; = —8 e co = 42. La traiettoria é rappresentata nella figura che segue.

Domanda 3

Ripetendo i calcoli iniziali abbiamo per ¢ > 10

vy(t) = wsina
0 + 21— 1)
v = wcosa+ —(ta —
Y m 2 1
da cui
v, (14) vsina sin «

tana’ = = = .
vy(14) vcosoz—i—%(tg—tl) COSCV"‘%(tQ—tl)

La traiettoria ¢ quindi un arco di parabola in 24 < x < 60 e una retta altrove,
rappresentata nella figura che segue.
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70 T T T T T T
f(x)

40 - .

30 - N

20 - N

10 - N

0 I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60

Rette e parabole si raccordano con continuita e con derivata continua.
Soluzione secondo problema

Domanda 1.

Possiamo scrivere

xr = Acoswtcos¢p — Asinwtsin g

= Bsinwt

e sostituendo la seconda equazione nella prima

x y

Acosd +Bcos¢s1n¢: coswt
14 = sin wt
B

e sommando i quadrati di ambo i membri

2 2
Y x Y
- =t =1.
Bt <Acos¢ B anqﬁ)

Questa ¢ un’ellisse con centro nell’origine, in generale con gli assi ruotati.
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Domanda 2

Derivando due volte rispetto al tempo abbiamo

F.

L =i = —Aw?cos(wt+ ¢) = —wix
m

F,

Y —j = —Buw?sin(wt) = —w?y.

m

Questo si pud anche scrivere nella forma

Domanda 3
Possiamo scrivere

v? = i% + 7 = w? [A2 sin?(wt 4+ ¢) + B2 cos2(wt)]

che non dipende dal tempo se

%02 =uw? [ZA2 sin(wt + ¢) cos(wt + ¢) — 2B? cos(wt) sin(wt)] =0.

Questo significa
A? sin(2wt + 2¢) = B?sin(2wt)

e una condizione necessaria ¢ che A% = B?, cioé A = +B. Se A = B = 0 abbiamo una
soluzione banale (particella ferma nell’origine). Se A = +B # 0 deve essere

2¢ = 2km
ossia ¢ = kw. Possiamo riassumere tutte le soluzioni nelle condizioni

A = +B
6 = 0.

In questo caso abbiamo delle circonferenze (di raggio A).
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4.2. 12 novembre 2008

Problema 1

Un carrello é libero di scorrere senza attrito su un piano inclinato di un angolo 6 rispetto
all’orizzontale. Su di esso ¢ montato un cannone di lunghezza trascurabile capace di
sparare proiettili con velocita di modulo v, orientato perpendicolarmente al carrello. Il
carrello € lasciato andare nell’istante dello sparo, e quest’ultimo non influisce sul suo
moto.

1. Calcolare lo spostamento del proiettile fino all’atterraggio sul piano inclinato.
2. Stabilire se il proiettile ricade sul cannone, giustificando la risposta.
3. Come cambiano le risposte precedenti se il carrello ha una velocita di modulo vg
nell’istante dello sparo?
Problema 2

Una formica di massa m si trova sul bordo di un giradischi di raggio R, che ruota con
velocita angolare w. La formica vuole raggiungere il centro, ed é capace di spostarsi con
una velocita di modulo costante vg > wR rispetto al giradischi.

1. Supponendo che la formica punti sempre il centro del giradischi, determinare la
sua traiettoria, in un opportuno sistema di coordinate fissato nel riferimento del
laboratorio.

2. Sempre nell’ipotesi precedente, determinare la forza risultante agente sulla formica
in funzione della sua distanza dal centro.

3. Se invece la formica volesse percorrere una traiettoria rettilinea, quanto tempo
impiegherebbe a raggiungere il centro?

Soluzione primo problema

Domanda 1

Domanda 2

Domanda 3

Soluzione secondo problema

Domanda 1

Domanda 2

Domanda 3
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4.3. 4 novembre 2009

Problema 1 (15 punti)

Q) o b ®

.....

all’orizzontale ed ha modulo V.. Al momento del lancio I'oggetto si trova ad una altezza
h rispetto al pavimento del vagone (in figura, a sinistra).

1. Determinate dopo quanto tempo 'oggetto arriva sul pavimento, in funzione di V..

2. Fissate adesso il sistema di riferimento R di un osservatore esterno, scegliendolo in
modo che all’istante del lancio 1'origine sia sul pavimento del treno e sulla verticale
dell’oggetto. Calcolate la gittata osservata in R.

3. Supponete adesso che vengano lanciati due oggetti dai due estremi del vagone (di
lunghezza ¢), sempre da una altezza iniziale h. La velocita dei due oggetti relativa
al vagone ha la stessa componente verticale ma componente orizzontale opposta
(in figura, a destra). Sotto quali condizioni, e dopo quanto tempo i due oggetti si
scontrano?

Problema 2 (15 punti)

Un punto materiale si muove nel piano con una legge oraria data, in coordinate cartesiane,

da
0= (36 )= (ainaty ) @3
dove A, B sono due costanti e §(¢) una funzione incognita del tempo, crescente e illimitata
superiormente.
1. Determinare la traiettoria del punto materiale.

2. Calcolare il raggio di curvatura della traiettoria, in funzione di 6.

3. Ponendo 0(t) = wt + 0y, con w e y costanti, mostrare che il vettore accelerazione &
proporzionale al vettore posizione, d(t) = K#(t), e determinare la costante K.
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Soluzione primo problema
Problema 1

La legge oraria per il moto in direzione verticale si scrive
. 1 5
y(t) =h+Vesinat — §gt (4.3.2)

e il tempo ty a cui 'oggetto arriva sul pavimento si determina ponendo y(ty ) = 0:

o 2Visino 2h

t ty —— =0 4.3.3)
g P ; (
Risolvendo si ottiene
ty = Vrsinai\/<Vrsina>2+2h (4.3.4)
g g g
dove la soluzione ty < 0 deve essere scartata. Quindi
V, si Vesina\?  2h
ty = ’”Slno‘+\/( ’"Slna> + = (4.3.5)
g g g

Problema 2

Nel sistema scelto le leggi orarie sono date da

z(t) = (Vecosa+ Vi)t (4.3.6)
1
y(t) = h+Vysinat— §gt2 (4.3.7)

La prima equazione descrive un moto uniforme con velocita data dalla somma della
velocita dell’oggetto rispetto al treno e di quella di quest’ultimo. La seconda un moto
uniformemente accelerato (I’accelerazione ¢é la stessa nel sistema di riferimento solidale
al vagone e in R, come anche la velocita verticale).

Considerando la seconda equazione si vede che il tempo di volo é quello determina-
to all’esercizio precedente. Sostituendo quest’ultimo nella prima equazione troviamo la
gittata

2gh
V2sin? o

V, sin

d=z(ty) = (V, cosa + Vi) [1 o1+ (4.3.8)
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Problema 3

L’istante a cui i due oggetti si scontrano non dipende dal sistema di riferimento. Ponendosi
nel sistema del vagone abbiamo per il primo oggetto

xz1(t) = Viycosat (4.3.9)

n(t) = h+Vesinat— %th (4.3.10)
e per il secondo

x2(t) = €—V,cosat (4.3.11)

yo(t) = h+Vesinat— %th (4.3.12)

Notare che é sempre y;(t) = y2(t). Per determinare 'istante dello scontro & sufficiente
porre x1(tg) = w2(tg), cioé
l

= — 4.3.1
2V, cos (4.3.13)

tg

Una prima condizione da imporre ¢ tg > 0, che significa —7/2 < a < 7/2. Inoltre lo
scontro deve avvenire al di sopra del pavimento, quindi y; 2(ts) > 0. Questo significa

£sin « gl?
— 4.3.14
2cosar 8V2cos? ( )
che si pud anche scrivere
4V;? 8hV?
tan® o — gg tan o — < gﬁr - 1> <0 (4.3.15)

ed ha per soluzione

2Vr2— 2V 2+ 8hvﬁ—l <tanoz<2v;2+ 2V 2+ ShVTZ_l
gl gl gl? gl gl gl?

(4.3.16)

Soluzione secondo problema
Problema 1
Elevando al quadrato x(t) e y(t) otteniamo

72

Vel cos? 0 (4.3.17)

y? w2

5 = sin 0 (4.3.18)
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e sommando membro a membro abbiamo
2 y?

Etg =1 (4.3.19)

che é I'equazione di un’ellisse. Dato che 6 é crescente e illimitata superiormente il punto
materiale la percorrera integralmente e ripetutamente.

Problema 2

Possiamo calcolare la velocita

,( —Asind
v="0 ( Bcosf ) (4.3.20)
I’accelerazione
) —Acosf = ( —Asind
S 42
a="9 < —Bsinf >+9< Bcos ) (4.3.21)
il versore tangente alla traiettoria
1 o .
T= < Asin ) (4.3.22)
VA2sin20 + B2cos29 \ DBcost
e quello normale
1
n=- ( Beosd ) (4.3.23)
VA2sin?0 + B2cos2g \ Asind
Abbiamo quindi per il raggio di curvatura
§ AB6?
== d (4.3.24)
P VA2sin? 0 + B2 cos? 6

ossia, tenendo conto che v? = §2 (A2 sin? 6 + B2 cos? 9)

1 AB
S = o (4.3.25)
p (A2 sin? 6 + B2 cos? 9)

Notare che se A = B = R la traiettoria si riduce a una circonferenza, e p = R.

Problema 3

Abbiamo

L[ Acos(wt+ b))
"= ( Bssin (wt + 6p) ) (4.3.26)
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e derivando ripetutamente rispetto al tempo

L [ —Awsin (wt + )
"=\ Bwecos (wt +6p)

. — Aw? cos (wt + )
a = 2 .
— Bw? sin (wt + 6p)

Quindi @ = —w?7, e K = —w?.

O8O 362

(4.3.27)

(4.3.28)
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4.4. 15 DICEMBRE 2010

4.4. 15 dicembre 2010

Problema 1 (15 punti)

~
Q

Due corpi di massa mj e mg sono collegati da una fune inestensibile di massa nulla e
salgono su un piano inclinato collegato a un altro piano in discesa. I due piani formano
con la direzione orizzontale angoli rispettivamente aw = 7/4 e § = 7/6. Tutte le superfici
sono liscie.

1. Scrivere le equazioni del moto per i due corpi.

2. Il primo corpo valica la cima del piano inclinato e ridiscende dall’altra parte.
Calcolare le accelerazioni delle due masse.

3. Se la fune ¢ in grado di sostenere una tensione massima Ths4x, per quali valori di
m1 e mg questa non si spezza?

Problema 2 (15 punti)

Q

v

Un piattello viene lanciato verso I'alto con velocita iniziale vg. Un tiratore, che si trova
ad una distanza d dalla posizione del lancio vuole colpirlo con un proiettile che parte dal
fucile con velocita iniziale V.

1. Supponendo che V sia abbastanza grande, e che il tiratore spari nell’istante in cui il
piattello si ferma a mezz’aria, determinare I’angolo di inclinazione del fucile rispetto
all’orizzontale.

2. Determinare il minimo valore di V' per cui é possibile colpire il piattello, nelle stesse
ipotesi precedenti riguardo 'istante dello sparo.

3. Determinare 'angolo di inclinazione del fucile rispetto all’orizzontale se lo sparo
avviene all’istante del lancio, nell’ipotesi che V sia sufficientemente grande.
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Soluzione primo problema

Domanda 1

~
Q)

Scegliamo un sistema di riferimento come in figura. Indicando con x1 e x2 le coordinate
delle due masse abbiamo

mixt; = —magsina+T

moZs = —magsina—T
e dato che il filo ¢é inestensibile 1 = Z9 sommando membro a membro otteniamo
(m1 +mg)iy = —(m1 +ma)gsina

Domanda 2

Nella nuova situazione, fissiamo due diversi sistemi di riferimento come in figura. Scriviamo
nuovamente le equazioni del moto per le due masse.

il

Abbiamo

mix; = —mygsina+T

mode = magsing —T
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Anche in questo caso data l'inestensibilita del filo &1 = 3 = a quindi

mia = —myigsina+T
mea = mogsinf —T
e sommando membro a membro otteniamo 1’accelerazione

mgsin 8 — mq sin«

m1 + mg

che ¢ diretta per ciascuna massa parallelamente al piano di appoggio.

Domanda 3

Dall’equazione del moto scritta nel primo esercizio otteniamo,

1
X1 = —gsina+ —T
mi
.. ) 1
Ty = gsinfg——T
mo

e sottraendo membro a membro troviamo che T' = 0 quando le due masse si trovano sullo
stesso piano. Se invece si trovano su piani diversi dalle equazioni del moto scritte nel
secondo esercizio abbiamo

1
a = —gsina+ —T
m1
) 1
a = gsinf——T
mo

e sottraendo ancora membro a membro abbiamo
mi11msy
m1 + mso

T = g (sina+sinf) < Thrax

che ¢ la condizione per non far spezzare la fune. Usando i valori dati degli angoli deve

essere
m1mse (ﬁ +1

< T
p—— 5 > MAX

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Calcoliamo I'altezza h alla quale si ferma il piattello. Ponendo ¢ = 0 al momento del
lancio deve essere
vp(t) =v9 —gt =0
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1
yp(t) = vot — 59152 =h
Sostituendo nella seconda equazione il tempo ¢t = vy/g ricavato dalla prima abbiamo
_ %
=5

Adesso poniamo t = 0 al momento dello sparo. Le leggi orarie del proiettile si possono
scrivere

X(t) = Vtcosé

Y(t) = Vitsing— %gt2
e quelle del piattello
zp(t) = d
p(t) = h- %gt?

Se questo viene colpito deve essere ad un certo istanteX (1) = z,(t) e Y (t) = yp () cioe

Vtcos = d
_ 1 5 1 5
Vising — ~gf° = h— =gt
sin 5 g 5 g
Dalla prima equazione troviamo
_ d
t p—
V cos 6
e sostituendo nella seconda abbiamo
h V2
tanf = — = 2
MY= 0T 294

cioé si deve mirare alla posizione in cui il piattello si ferma.

Domanda 2

Per colpire il piattello la collisione tra questo e il proiettile deve avvenire a y > 0. Quindi

(f)—h—1 d72 >0
Yplt) = 29V200320
da cul 2 22
2 g g 2
= 1+t 0
v >2h00829 vg ( +tan )
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cioé

Domanda 3

In questo caso le leggi orarie si scrivono

X(t) = Vtcost
Y(t) = Vtsinf — %th
zp(t) = d
yp(t) = wvot — %th
La collisione avviene dopo un tempo
7 d
V cosf

come nel caso precedente, e deve essere

- 1 5 -1
Vitsinf — —gt™ = vot — =gt
sin 29 0 2g

Segue che la velocita verticale del piattello e del proiettile devono essere le stesse

Vsinf = vg

e quindi
. 0]
sinf = —
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4.5. 9 novembre 2011

Problema 1 (15 punti)
A

A=(0,L)

Un corpo di massa m inizialmente immobile viene lasciato libero di cadere sul doppio
piano inclinato rappresentato in figura partendo dal punto A, in assenza di attrito. La
giunzione tra le parti di piano con diversa pendenza ¢ opportunamente arrotondata, in
modo che la velocita del corpo si conservi in modulo attraversandola.

1. Calcolare 'accelerazione della massa sulle due parti del piano.

2. Determinare la velocita della particella in funzione del tempo per 0 < § < 7/2.

3. Calcolare la velocita della massa nel punto B in funzione di 6.

Problema 2 (15 punti)
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Una sbarra rigida di lunghezza L e massa trascurabile & vincolata a muoversi man-
tenendo gli estremi fissi su due guide perpendicolari tra loro. Al centro della sbarra &
fissato rigidamente un corpo puntiforme di massa m. La sbarra é inizialmente in posizione
verticale.

1. Descrivere la traiettoria percorsa dal corpo quando la sbarra si muove dalla posizione
iniziale verticale a quella orizzontale: che tipo di curva é? (Suggerimento: calcolare
la lunghezza della sbarra in funzione delle coordinate del corpo).

2. Assumendo che I'estremo della sbarra vincolato sulla guida orizzontale si muova a
velocita costante v, calcolare il modulo quadro della velocita del corpo in funzione
del tempo.

3. Nelle stesse condizioni della domanda precedente, calcolare le componenti tangenti
e normali alla traiettoria della forza totale che agisce sul corpo.
Soluzione primo problema
Domanda 1

Il moto su ciascuna delle due parti del piano ¢ uniformenente accelerato, come su un
piano inclinato semplice, e le accelerazioni valgono

ar = gcost

a- = gsinf

Domanda 2

e la lunghezza di entrambe le parti ¢ data da

B L
~ sinf + cos b
Inizialmente abbiamo
L 9
= —gt 0
s 59t cos
v = gtcosl
valida fino al tempo
b 20
L= gcosf
Successivamente abbiamo
1
s = L+ gticosf(t—1t1)+ 59 (t —t1)%sing
v = gticosf+ g(t—t1)sind
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valida fino al tempo to nel quale

s=2
cioé 90
to —t1)2 + 2t1 cot O (t — t1) — =
(t2 —t1)" + 21 (ta —t1) e
ossia
2 .12 2t
to—t1 = —ticoth+ y[t]cot®0+ —
gsin6
20 6 +sin6
= —tjcotf+ \/ - (COS .+ o )
gsin @ sin 6
In conclusione
) gt cos6 per0 <t <t
v =
gticosO+ g(t —t1)sinf perty <t < to

Domanda 3

Abbiamo

vp = v(te) = gti1cosl + g(ta —t1)sinf

ticotd 4 ?E cos (9'+ sin 0
gsind sin 0

= /29{(cosf +sinf) = \/2gL

= gticosf + gsinf

Soluzione secondo problema

Domanda 1
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Dalla figura segue che i triangoli ARP e PSB sono uguali, dette x,y le coordinate del
corpo rispetto ad un sistema di assi coincidente con le pareti deve quindi essere

(22)” + (2y)* = L?

e quindi la traiettoria ¢ il quarto di circonferenza di lato L/2 con centro nell’origine che
si trova nel primo quadrante.

Domanda 2

Dato che
2r = vpt
e che
12
L2 2
Y 1 x
abbiamo
02 = :'U2+y'2
2
.9 T
= z7 |1+
_ v L2
4 L2 o2

Il moto del corpo e la sua traiettoria sono rappresentati nella animazione http://www.
df .unipi.it/"cella/videos/provescritte/caduta.html.

Domanda 3
Dato che il moto é circolare, ’accelerazione normale sara
2

Ay = _2f

<

e quella tangenziale
ay — )

Derivando il modulo di v calcolato al punto precedente abbiamo

t L2} 3/2
= — | ———5—
P or2 \ 2 — o2t
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Moltiplicando per la massa abbiamo le forze totali:

3/2
Fo= mt LQng
212 L2—v0t2
2
v
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4.6. 5 dicembre 2012

Problema 1 (15 punti)

" VISP IS IS

SOV RARRRARNANN

Un corpo di massa m € appeso con una fune inestensibile di lunghezza %h e di massa
nulla ad una carrucola anch’essa di massa nulla, come in figura. La carrucola é attaccata
attraverso una molla con lunghezza a riposo %h e costante elastica k al soffitto, che si
trova ad una distanza h dal pavimento. Il raggio della carrucola é trascurabile rispetto
alle altre lunghezze in gioco. Il corpo e la carrucola possono muoversi solamente lungo la
direzione verticale.

1. Trovare la posizione di equilibrio del corpo.
2. Calcolare la frequenza di oscillazione del corpo in verticale.

3. Il corpo si trova inizialmente nella posizione di equilibrio. Gli viene impressa una
velocita vy lungo la verticale e diretta verso il basso. Qual’é il minimo valore di vy
affinché il corpo urti il pavimento?

Problema 2 (15 punti)

.....

Un punto materiale con velocita iniziale vg sale su un piano inclinato di un angolo «
rispetto all’orizzontale. Il moto é senza attrito.

1. Quale altezza raggiunge il punto?

2. Ora il piano, che ha massa m pari alla massa del punto materiale, viene lasciato
libero di muoversi sul piano orizzontale. Quale altezza raggiunge ora il punto?

@ 373 versione del 22 marzo 2018



4.6. 5 DICEMBRE 2012

3. Stessa domanda, sapendo che sul piano c¢’¢ attrito dinamico con coefficiente di
attrito pg .
Soluzione primo problema
Domanda 1

Indicando con y la posizione verticale della massa rispetto al suolo per I'inestensibilita
del filo la carrucola deve trovarsi a
1 3
= — —h
Ye 5 (y—i— 1 >

quindi la lunghezza della molla vale

1 3
C=h—yo=h—=y—"h
Y 297 %

1 3.1
Fa=k(t—<h)=k(Zh—=
k() =+ (3 w)

La massa sara in equilibrio quando 7" = mg, e la carrucola quando

e la forza di richiamo

Fo =2T =2myg

da cui
3 4dmg

e =h——2
Yea = 4 k
Domanda 2

Scriviamo 'equazione del moto per la massa:

3 1
my:T—mgzél—mg:§kh—§ky—mg

da cui

Domanda 3

Dato che il moto consiste in una oscillazione armonica attorno alla posizione di equilibrio,
avremo
Y = Yeq + Acoswt + Bsinwt
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Imponendo le condizioni al contorno abbiamo

Yeq Yeq + A
v9 = Bw

e quindi
vo .
Y = Yeg + — sinwt
w
Per urtare il pavimento dovremo quindi avere

k (3 dmg
V0= whea =\l (4" T TR

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Usando la conservazione dell’energia abbiamo

1
§mvg = mgh

e quindi
2
h=20

2g

Domanda 2

Adesso si conserva sia I’energia F che la quantita di moto orizzontale P,. Indicando con
vz e vy le componenti della velocita del punto materiale rispetto al piano e con V' la

velocita (orizzontale) di quest’ultimo abbiamo

1 1
E = 5mV2 + 3m (V +v,) + ”5 + mgy
P, = mV+m((V+u,)

Inizialmente

1
E = —muv}
2
P, = muvgcosa

e quando il punto materiale raggiunge la sua altezza massima (v, =v, =0, y = h)

E =
P, =

mV? + mgh
2mV
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quindi
1
V = —vygcosa
500
e
L o9 1 5 o
5V = Mg cos” a +mgh
da cui

112 2 U2 2
h:2g<1—cos a) :ﬁ(l—i-sin a)

Domanda 3
Scriviamo le equazioni del moto del piano
mX = Nsino 4 pgN cos o
e del punto materiale, queste ultime nella direzione normale
m (—Xsina) =N —mgcosa
e parallela al piano
m (a + Xcosa) = —mgsina — ugN

Abbiamo indicato con a I'accelerazione del punto materiale relativa al piano, che é parallela
ad esso. Risolvendo il sistema troviamo

2¢g(j1q cos a + sin a)
a =

g sin o cos a + sin? o + 1

e quindi il moto del punto materiale relativo al piano ¢ uniformemente accelerato. Lo
spazio percorso relativamente al piano che il punto materiale percorre prima di fermarsi
(sempre relativamente ad esso) ¢

ﬁ - vg (Hgsinacosa + sin? a + 1)

S =

2 4g(pq cos a + sin )
che corrisponde ad una altezza

v%udsinacosa—i-sinQa—i—l .
h=— - sin o
4g [d COs & + Sin

Ponendo pg = 0 si puo ottenere la risposta alla domanda precedente come caso particolare
2

_ Y .2
h_4g (1 + sin® )
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Problema 1 (15 punti)

Il centro di una moneta di raggio R, inizialmente fermo, cade con accelerazione costante
a = —g1 verso il basso come in figura. La moneta inoltre ruota con una velocita angolare
costante w.

1. Scrivere il modulo della velocita del punto P posto sul bordo della moneta in
funzione del tempo, sapendo che all’istante iniziale si trova sulla verticale del centro
O, al di sopra di esso.

2. Ad un istante t > 0 qualsiasi determinare la posizione di un punto della moneta
con velocita nulla, se esiste.

3. Ad un istante t > 0 qualsiasi determinare la posizione di un punto della moneta
con accelerazione nulla, se esiste.

Problema 2 (15 punti)

Un contenitore di massa m della forma in figura ospita al suo interno un corpo puntifor-
me, pure di massa m. Il corpo pud muoversi senza attrito sul fondo, che ha una lunghezza
totale 2a, ed é fissato ai due bordi da molle di lunghezza a riposo trascurabile e costante
elastica k. Inizialmente il contenitore é in quiete su un piano orizzontale privo di attrito,
e anche il corpo si trova all’interno in quiete nella posizione di equilibrio.

1. In un tempo molto breve si applica al contenitore un impulso orizzontale I. Deter-
minare nell’istante immediatamente successivo la velocita del contenitore e quella
del corpo all’interno.

2. Per quale valore minimo di I il corpo all’interno urta contro le pareti?

3. Se tra corpo e contenitore esistesse attrito, quale frazione dell’energia cinetica iniziale
del sistema verrebbe dissipata?
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Soluzione primo problema
Domanda 1

Il moto del punto P sara dato dalla composizione del moto circolare uniforme attorno
ad O e di quello uniformemente accelerato di quest’ultimo. Quindi, ponendo la posizione
iniziale di O nell’origine di un sistema di coordinate,

r = —Rsinwt
L o
y = Rcoswt— 3 gt
e derivando
& = —Rwcoswt
Yy = —Rwsinwt— gt

da cul otteniamo il modulo della velocita

v = VR2w? + ¢2t2 + 2Rwgt sin wt

Domanda 2

Dato il centro di massa si muove ad un dato istante con una velocita ¥ = —gtfj un punto
della moneta potra essere fermo solo se questa velocita verticale ¢ compensata da quella
del suo moto circolare. Questo puod accadere solo sul diametro orizzontale della moneta,
dove la velocita del moto circolare non ha componenti orizzontali. Inoltre indicando con
d la posizione sul diametro relativa ad O di P dovra essere

wd—gt=20

e quindi d = gt/w. Il punto cercato esistera solo per d < R, e quindi per t < wR/g.

Domanda 3

In questo caso é 'accelerazione del moto circolare che deve compensare quella uniforme
del centro di massa. Quindi il punto si trovera sul diametro verticale della moneta (dove
I'accelerazione centripeta non ha componenti orizzontali) e dovra essere

—w?ld—g=0
dove d é ancora la posizione sul diametro di P relativa ad O. In conclusione

g
d=—2
w2

ed il punto cercato esistera sempre, a condizione che w? > g/R.
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Soluzione secondo problema
Domanda 1

Dato che l'urto ¢ istantaneo il corpo all’interno del contenitore non ne risente, e qindi la
sua velocita resta nulla. Per la velocita del contenitore abbiamo invece

mue. = 1

Domanda 2

Usando il teorema di Koenig I’energia del sistema si pud scrivere nella forma

1 o L/my\ 5 k 2 kK 2
Ef2(2m)vcm+2<2)xr+2(afr a) —|—2(:cr+a)

dove vep, € la velocita del centro di massa (costante) e x, la posizione del corpo relativa
al centro del contenitore. Usando la conservazione dell’energia abbiamo inizialmente

1 1 /m 2k

e al momento dell’urto (z, = —a), nel caso limite in cui la velocita relativa si annulla,

1
Ef =

k
5 (2m)v2, + ~4a®

2

Usando la conservazione dell’energia otteniamo

ng = ka?

e quindi
4ka?
m

I =mv.=m

Domanda 3

L’energia dissipata sarebbe quella cinetica disponibile nel centro di massa. La frazione
rispetto alla cinetica totale sara

s@m, + 5 (3) v A, vl 1244l 2
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Problema 1 (15 punti)

Un cuneo di massa M, con sezione triangolare retta, puod scivolare senza attrito lungo
un piano inclinato di un angolo « rispetto all’orizzontale, in modo che una faccia del
cuneo resti sempre orizzontale.

Sulla faccia orizzontale del cuneo é appoggiato un corpo di massa m soggetto ad una
forza di attrito radente con coefficiente statico ug e coefliciente dinamico pg.

1. Nell'ipotesi che il corpo non scivoli sulla superficie del cuneo, determinare la com-
ponente normale della reazione vincolare che il cuneo esercita sul corpo.

2. Determinare il massimo valore dell’angolo « oltre il quale il corpo inizia a scivolare.

3. Determinare infine ’accelerazione del corpo in assenza di attrito.

Problema 2 (15 punti)

Un pendolo di lunghezza ¢ e massa m € appeso ad una parete verticale come in figura.
Ad una distanza h = £/2 al di sotto del punto di sospensione la parete diviene orizzontale.
Il pendolo viene lasciato cadere da fermo da un angolo iniziale 6. 1l filo é privo di massa
e gli attriti sono trascurabili.
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1. Calcolare la velocita della massa quando il filo raggiunge la posizione verticale.
2. Per quale valore minimo dell’angolo 6y la massa arriva a urtare il piano orizzontale?

3. Calcolare la tensione del filo immediatamente prima e immediatamente dopo l'i-
stante nel quale il filo entra in contatto con la parete verticale. Sono uguali?

Soluzione primo problema

Prima domanda

Se il corpo non scivola sul cuneo, entrambi scivoleranno lungo il piano inclinato con
accelerazione a = gsina. L’equazione del moto per il corpo nella direzione verticale ¢
quindi

m(—gsm a) =R—mg

dove R é la reazione normale cercata, che quindi vale

R = mgcos® o

Seconda domanda

Scriviamo adesso ’equazione del moto per il corpo lungo la direzione orizzontale, nell’i-
potesi che rimanga solidale al cuneo. Avremo

mgsinacosa = Fy
dove Fy ¢ la forza di attrito. Ma d’altra parte
‘Fa’ S ,U/SR

e quindi deve essere
mgsinacosa < psmg (1 — sin? a)

e quindi
sin o cos a < fug cos® a

cioé
tana < g
Terza domanda

In assenza di attrito il corpo puo accelerare solo in verticale, dato che non ci sono forze
orizzontali che agiscono su di esso. L’equazione del moto in tale direzione sara

ma = R —mg (4.8.1)
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dove R é la reazione normale, diversa da quella calcolata precedentemente. Il cuneo avra
la stessa accelerazione verticale, quindi

Ma=—-R— Mg+ N cosa (4.8.2)

dove N ¢ la reazione normale del piano sul cuneo. D’altra parte il cuneo non accelera
nella direzione perpendicolare al piano, per cui

0=N—-Mgcosa— Rcosa

Ricavando N e sostituendo nella (4.8.2)) otteniamo

Ma
R= _Mg )
sin® «v
ed infine sostituendo nella (4.8.1)) otteniamo
(M +m)gsin®a tan? o
M + msin® o Mim—i—tar@ag

Soluzione secondo problema
Prima domanda

Dalla conservazione dell’energia abbiamo

2

1
—mgl cos Oy = 5 — mgl

e quindi
v =1/2gl (1 — cos by)
Seconda domanda

Dato che 'energia si conserva, il caso limite si ottiene quando la quota iniziale della massa
& uguale a quella finale. Di conseguenza

1
9:—:7
cos by 7= 3

e quindi
T
90 — g
Terza domanda

Abbiamo gia calcolato la velocita nella posizione verticale. Dato che immediatamente
prima del contatto il moto della massa é circolare e di raggio £ I'’equazione del moto
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radiale da )

m%:T—mg

e quindi
2

T:mg+m% =mg (3 — 2cosby)

Immediatamente dopo il contatto la velocita non ¢ cambiata, ma il moto & circolare con
raggio £ — h. Di conseguenza

=T —mg

{—h

e quindi la tensione é maggiore:

20
T = mg 1+m(1—C0890)

= mg(5—4cosby)
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Primo problema

Figura 4.1.: Il piano inclinato A, con il cuneo C e il blocco B nella posizione iniziale.

Un blocchetto B di massa m é appoggiato sul piano orizzontale di un cuneo C' di massa
M, a sua volta giacente su un piano inclinato A (che ¢ fisso in un sistema inerziale). B
¢ libero di scivolare senza attrito sul cuneo C, mentre tra C e il piano A é presente un
attrito radente con coefficiente statico us e coefficiente dinamico pug < 1. La lunghezza
della faccia di C' appoggiata sul piano inclinato & a. Il piano A ¢ inclinato di un angolo
« rispetto a quello orizzontale. Inizialmente il sistema B + C' é fermo (per esempio alla
base del piano inclinato), con il blocchetto B situato all’estremita di C' che poggia sul
piano inclinato A. Con un colpo secco assestato al cuneo, il sistema si mette in moto con
una velocita di C' di modulo vy e verso in salita lungo il piano A, mentre B si muove di
conseguenza. Nel seguito si assuma che il cuneo C e il blocco B non si stacchino I'uno
dall’altro durante il colpo iniziale.

1. Determinare 'impulso (quantita di moto) complessivamente ricevuto dal sistema
B + C al momento del colpo iniziale, specificando I'angolo che esso forma con il
piano orizzontale.

2. Nel caso in cui attrito sia assente (us = g = 0), determinare il massimo valore
Umaz di vo affinché B non cada fuori dal bordo del cuneo C' e la massima altezza
alla quale arriva il blocchetto B in funzione di vg per vyq: < vo.

3. Nel caso in cui I'attrito sia presente (p5 > g > 0), determinare la massima altezza
alla quale arriva il blocchetto B in funzione di vy (nell’ipotesi vy < Vpqz); determi-
nare inoltre il minimo valore di us affinché, successivamente, il sistema B 4+ C non
torni nella posizione iniziale.
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h

Figura 4.2.: 1l carrello e la pallina nella posizione iniziale.

Secondo problema

Una pallina di massa m cade, da un’altezza h, un un tubo a “L”, avente un opportuno
racordo fra le sezioni verticale e orizzontale, dove puo scivolare senza attrito. Il tubo ¢
fissato ad un carrello di massa M, altezza da terra a e lunghezza 2a. Le masse del tubo e
delle ruote sono trascurabili rispetto a quella del carrello. La verticale del punto di caduta
si trova a meta della lunghezza del carrello.

1. Nell’ipotesi che il carrello sia bloccato sul binario, determinare la distanza fra il
punto nel quale la pallina tocca terra e la verticale di caduta.

2. Nell’ipotesi che il carrello sia libero di muoversi lungo il binario, determinare la
velocita del carrello quando la pallina tocca terra e

3. la distanza tra il punto nel quale la pallina tocca terra e la verticale di caduta.

Soluzione primo problema
Prima domanda

Dopo il colpo il cuneo si muove parallelamente al piano inclinato con velocita
Uc = vg (cos aé, + sin aéy)

Dato che nessuna forza orizzontale agisce sul blocco, questo si muove solo verticalmente,
e dato che deve rimanere in contatto con il cuneo la sua velocita sara

Up = vg sin aé,
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Possiamo adesso scrivere la quantita di moto totale del sistema, che sara uguale all’impulso
complessivamente ricevuto:

P = Mg +mip

= (M + m) vp sin aéy + Mg cos aé,

L’angolo 6 rispetto all’orizzontale sara dato da

P, M
tan@zfi: ]\—;mtana

Seconda domanda

Trascurando le dimensioni del blocchetto, dato che questo non si muove in orizzontale
cadra dal cuneo se lo spostamento orizzontale di quest’ultimo sara maggiore di acos a. 11
corrispondente spostamento verticale sara

Ay =asina

Possiamo calcolare lo spostamento verticale massimo (per vg < vpq.) utilizzando la

conservazione dell’energia. Immediatamente dopo il colpo abbiamo

1 1
E; = EMU(Q) + §mv§ sin® a

e nel momento di massimo spostamento verticale
E; = (M +m)gAy

di conseguenza

1
3 (M+msin2a) vi = (M +m) gAy

e possiamo rispondere alla seconda parte della domanda risolvendo rispetto a Ay
_ vg M +msin®
v= 2g M4+m
Ponendo adesso vy = vpmaz € Ay = asin « otteniamo
1
2

max

(M +msin® @) v2,, = (M +m) gasina

e quindi

2(M + m)gasina
v =
mae M + msin? o
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Terza domanda

Scriviamo ’equazione del moto per il sistema B + C nella direzione verticale. Detta A
I'accelerazione del cuneo (parallela al piano) abbiamo

(M +m)Asina = Ncosa — pgNsina— (M +m)g

dove N ¢ la reazione normale del piano, e per determinare il segno della forza di attrito si
é considerata la situazione iniziale nella quale il cuneo sale. Scriviamo adesso I’equazione
del moto per il solo cuneo nella direzione orizzontale, ottenendo

MAcosa=—Nsina — ugN cosa

Da questa seconda equazione possiamo determinare N

M A cosa

N = ——
SIn @ + [4q COS

e sostituendo nella prima troviamo

(M +m) (sina + pg cos )

A=—
M + msin« (sin a + pg cos «)

Il cuneo compie quindi un moto uniformemente accelerato, e lo spostamento massimo
sard determinato da

1
Smaz = Vot + §At2
0 = wvg+ At
e di conseguenza
2
s = 0
max 2A
© 2
v
Ay = —ﬁ sin «

Verifichiamo questo risultato in alcuni casi particolari. In assenza di attrito

(M +m)sina

M + msin? o
_ v%M—FmsinQa

yi@ M+m

@ 387 versione del 22 marzo 2018



4.9. 17 DICEMBRE 2014

in accordo con quanto visto precedentemente. Per un piano orizzontale (v = 0)

(M +m) pa
A= ——"——""
M 9
Ay=0
e per un piano verticale (o = 7/2)
A = —g
Ay = v—g
29

Per non tornare al punto di partenza dopo essersi fermato il sistema B+ C' si dovra trovare

in condizioni di equilibrio. Le equazioni del moto scritte precedentemente diventano adesso
(A =0)
0= Ncosa+ Fysinao— (M +m)g

0= —Nsina+ F,cosa
dove F, ¢ la forza di attrito statico. Risolvendo per Fye N troviamo

F, = (M+m)gsina
N = (M+m)gcosa

ma deve essere
|Fa’ S /’LSN

per cui

Us > tan o
Soluzione secondo problema
Prima domanda

Usando la conservazione dell’energia possiamo calcolare la velocita della pallina all’uscita

dal tubo:
vo = /29 (h —a)

Successivamente la pallina segue una traiettoria parabolica. Prendendo l'origine nell’in-
tersezione tra il piano orizzontale d’appoggio e la verticale del punto di caduta si ha per
la gittata d

d = a++2g9(h—a)t
L o

= a— =gt
a 29
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ricavando il tempo di caduta dalla seconda equazione troviamo
2a
y=1/—
g

d=a+2+v/a(h—a)

che si annulla come ci si aspetta per a = 0 e per a = h.

e sostituendo nella prima

Seconda domanda

Possiamo ancora una volta usare la conservazione dell’energia, che si scrive in questo caso

1 1
mg (h—a) = QM'V2 + imUQ

dove abbiamo uguagliato ’energia iniziale a quella cinetica nel momento in cui la pallina

esce dal tubo. Le velocita v e V' sono quelle, rispettivamente, della
Dato che

o si conserva la quantita di moto orizzontale
o la quantita di moto orizzontale & inizialmente nulla
o all’istante finale considerato tutte le velocita sono orizzontali

possiamo anche scrivere che

mv+ MV =0
e di conseguenza
M
v=——V
m

Sostituendo nella espressione dell’energia cinetica troviamo

1 M
mg(h—a)zQM(l—Fm) V2

e quindi, scegliendo opportunamente il segno,

m?2

V= —\/2g(h - a)m

pallina e del carrello.

Dato che dal momento del distacco la velocita del carrello non cambia, questa € la quantita

cercata.
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Terza domanda

Dalle equazioni ricavate nella domanda precedente troviamo subito la velocita (orizzontale)
della pallina all’uscita dal tubo

v——]\an—\/Qg(h—a)( M

m+ M)

Se in questo momento il carrello si ¢ mosso all’indietro di —¢, I'uscita avverra (rispetto
all’origine del sistema di riferimento scelta precedentemente) in z = a — £ e y = a. D’altra
parte il centro di massa del sistema non si deve essere spostato in orizzontale e quindi

—Ml+m(a—¥¢)=0

da cui
C om+ M
Possiamo adesso determinare nuovamente d
M
d = —/ 2g(h — a)———t
‘ +\/ 90 =
1
0 = a—-gt?
a 2g
da cui
M
d=a—¥¢+2 h—a)———
a—{0+ \/a( a) (m+ 30
M
— Q) — h—
m+Ma+ (m + M) a(h —a)
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Problema 1

mi ‘

k, Ly

Figura 4.3.: La molla e le due masse considerate nel problema.

Una molla di costante elastica k e lunghezza a riposo £y € fissata a terra ad un estremo
e a una massa mq all’altro. Sopra m; & appoggiata un’altra massa mg, come in Figura [£.3]
Supponendo che ¢y = 16 (m1 + m2) g/k

1. Trovare la lunghezza della molla nella condizione di equilibrio.

2. Applicando una opportuna forza esterna si porta la lunghezza della molla a (my + mg) g/k
e quindi la si lascia libera. Dire se la massa mo si distacca ad un certo momento
dalla massa m1, giustificando la risposta.

3. Se la risposta alla domanda precedente € positiva dire quanto vale la lunghezza
della molla al momento del distacco, e dopo quanto tempo dal momento del rilascio
questa avviene.

Problema 2

In un cilindro di raggio R ¢é praticato un foro che lo attraversa lungo un diametro,
orizzontalmente. Il foro permette il passaggio di una particella di massa m, che scorre
all’interno di esso senza attriti. Il cilindro viene fatto ruotare attorno al suo asse con
velocita angolare costante w, e la rotazione ¢é sincronizzata con ’arrivo della particella
che riesce ad entrare nel foro con velocita vy e scorre in esso.

1. Per quale valore minimo v,,;, del modulo vy della velocita di entrata la particella
attraversa tutto il foro uscendo dalla parte opposta?

2. Calcolare il lavoro totale fatto dal disco sulla particella quando quest’ultima é uscita.

3. Supponendo vy > vmin, trovare il valore di vy per il quale la particella esce dal foro
quando il cilindro ha compiuto una rotazione di /27
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Figura 4.4.: 1l disco con il foro considerato nel problema

Soluzione primo problema
Domanda 1

Scriviamo I'equazione del moto. Detta yla lunghezza della molla abbiamo

(m1+m2) ¥ =—k(y—~Lo) — (m1+ma2)g

Dato che all’equilibrio ¢ = 0 otteniamo

(m1+ma2)g
y =Ly k
15(m1 +ma)g
- k

Domanda 2

Mentre le due masse sono in contatto abbiamo

mij = —k(y —lo) —mig— N
mai = —mag + N

dove N ¢ la forza di contatto che la massa m; esercita sulla massa ms. Dividendo ciascuna
equazione per la rispettiva massa e sottraendo membro a membro otteniamo

0——k(y—€0)—<1+1>N

mq mq mo
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ossia
ma

Ne—k—"2  (y—v¢
m———— (y — o)

che diviene negativa per y > £y. Al momento del rilascio y; = (my + mg)g/k, e il valore
massimo di yy raggiungibile si ottiene dalla conservazione dell’energia:

g lyi — Co]” + (ma + ma) gy; = g lyr — €o]” + (m1 + ma) gyy
P Ll o~ fyy — 6} = (1 +ma) g 5 — )
g (i —yr) (i +yr — 26o) = (ma +ma) g (y5 — vi)
da cui
(yi +yg —2bp) = —W
yr =20y —y; — 2(77114];7712)9
_ 29 (m1 +ma)g
k

Chiaramente prima di arrivare a y; la massa superiore si stacchera dato che yy > /g

Domanda 3

Come abbiamo appena visto, il distacco avverra quando la lunghezza della molla & quella
a riposo £y. Fino al momento del distacco della massa meo il sistema é un oscillatore

armonico di frequenza angolare
k
W=\ —-
my + ma

15(my+ma)g (mi+m2)g 14(my+ma)g

compie oscillazioni di ampiezza

k k k

attorno alla posizione di equilibrio. Di conseguenza

1 14
y(t) = > (7711]:- ma) g — (m1k—;i-m2)g coswt

La posizione di distacco verra raggiunta al tempo determinato dall’equazione

15(m1+ma)g 14(mi+ma)g 16 (m1 +ms2) g
2 — 2 cos wt = T
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cioé per
y 1 1
= —arccos | ——
w 14

Soluzione secondo problema
Domanda 1

In un sistema di riferimento solidale al disco, scegliendo I’asse = nella direzione del foro,
abbiamo ’equazione del moto lungo tale direzione

mi = mw’x
dove mw?x ¢ la forza centrifuga. La soluzione generale &

z(t) = Ae®t + Be !

Per le condizioni al contorno abbiamo

e quindi
-3 2)
= b )
da cui

o) = 5 (R=20) et L (R+ ) oo

Se la particella esce dalla parte opposta a quella di entrata deve esistere una soluzione
dell’equazione
1 1
~R=_ <R— @) et + = <R+@) e vt
2 w 2 w

ossia

<R— @> 2@t 4 9Re*t + <R+ %) =0

w

Questa ¢ una equazione di secondo grado in e, che ha per risultato

wt Rw + vg
Rw — vg
L’unica soluzione accettabile &
wt Yo+ Rw
vg — Rw

per vg > Rw. Quindi vy,;, = Rw.
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Domanda 2,

Se l'uscita avviene dal lato opposto dell’ingresso la componente della velocita nella dire-
zione del foro ¢ identica a quella di entrata. Infatti ponendo ! = (vg + Rw)/(vg — Rw)
troviamo

1 vo+Rw 1 vg — Rw
$_2(Rw vo)vo—Rw Z(Rw+vo)vo+Rw
1 1
:—i(Rw‘i"UO)—i(’UO—Rw):—UO

Se invece 'uscita avviene dalla stessa estremitd di entrata abbiamo

RZ%(R—%)ewt—i—%(R—i—%)e*‘“t

e quindi
(R - @) Xt _ 9Rewt 4 (R+ ”—0) =0
w w
cioé "
ewt — R+ w
R
La soluzione che corrisponde all’uscita é
wt  PRwA+vg
Rw — vy
da cui
1 Rw+wvy 1 Rw — vg
v 2( n U)Rw—vo 2( w+v0)Rw—|—v0
=

cioé in questo caso la velocita di uscita é opposta a quella di entrata. In entrambi i casi
la particella in uscita ha perd anche una componente della velocita perpendicolare al foro
uguale a wR. La variazione di energia cinetica tra ingresso e uscita ¢ dunque

1 1 1
AFE = 5™m (vg + w?R?) — imvg = imw2R2

che sara uguale al lavoro fatto sulla particella dal disco.

Domanda 3

Abbiamo gia calcolato il tempo di uscita
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Questo deve essere uguale a un quarto del periodo di rotazione, quindi

l—llo vg + Rw
2w w & vg — Rw

Risolvendo troviamo

vy = ei + 1Rw ~ 1.52 Rw
ez —1
@uEe) 396
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5.1. 22 dicembre 2006

Primo problema (15 punti)

Le due masse in figura somo mi; = mo = m. Quella a sinistra si muove inizialmente con
velocita vg, 'altra é ferma. La molla ha lunghezza a riposo £ e costante elastica k, ed é

libera ad un estremo. Yy
Vo 7

™ RS B
EEEEEE E—

1. Per quali valori vg le due masse non arrivano a toccarsi?
2. Calcolare la velocita delle masse quando queste sono di nuovo separate.

3. Se la velocita iniziale & sufficiente a far toccare le massa, e queste rimangono
attaccate, calcolare la velocita finale del sistema.

Secondo problema (15 punti)

Un cuneo di massa M a forma di prisma triangolare di apertura angolare 6 é libero di
muoversi sul piano orizzontale su cui & appoggiato. Sul cuneo si trovano due masse mj e
my (mg > m1), collegate tra loro da un filo inestensibile di massa nulla come mostrato in
figura. Il filo scorre senza attrito su un perno solidale al piano inclinato. Non vi é attrito
tra le masse e il piano inclinato.

1. Se il cuneo & mantenuto immobile, determinare il moto delle masse m; e mo(lasciate
andare da ferme).

2. Se il cuneo ¢ libero di muoversi senza attrito sul piano orizzontale, determinare il
suo spostamento quando la massa mo raggiunge il bordo.

3. In presenza di attrito statico us tra il cuneo e il piano orizzonale, determinare il
valore minimo affinché il cuneo resti immobile durante la discesa di ms.
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Soluzione primo problema
Domanda 1

Cerchiamo sotto quali condizioni le masse si toccano. Possiamo utilizzare la conservazione
dell’energia e della quantita di moto. Uguagliando il valore iniziale di queste quantita a
quello posseduto al momento del contatto abbiamo

mivg > (my + ma)ve

1 2o 1 2 1,0
—mivg > —(my1 + mo)vy + k6.
57y 2 5 (M1 +m2)vy + 5
Si & utilizzato il fatto che al momento del contatto vo < vy, e la molla ¢ completamente
contratta. Ricavando vy dalla prima relazione si trova

mi
vg < ———1
m1 + ms
e sostituendo nella seconda
m2
R S W Y
mi + ms
da cui
k
Y 4
1
dove pu = mima/(mi + mg) = m/2 é la massa ridotta del sistema. Le masse non

arriveranno dunque a toccarsi per
k
vg < 4/ —FL.
1

Si tratta di un urto elastico, e dato che le masse sono uguali deve essere

Domanda 2

mivg = mivy + VDX
1 1 1,

2 2
—mivy = =M1V] + =MV
9 0 T gL T g e

ossia v1 = 0 e vo = vg se M = Mg = m.
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Domanda 3

Anche in questo caso possiamo vedere il problema come un urto, questa volta completa-
mente anelastico. Sard ovviamente

mivy = miv1 + mava = (mq + ma)vy.

Avremo quindi (mj = mg = m)

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Consideriamo le forze che agiscono sulle due masse lungo la direzione parallela al piano.
Per la prima abbiamo
mia; = mygsinf — T

e per la seconda
maoas = meogsinf — T'.

Abbiamo preso come verso positivo per le accelerazioni di entrambe le masse quello verso
lo spigolo del cuneo. Sottraendo membro a membro abbiamo

mia; —maaz = (M — my)gsinf

ma as = —aq da cul
mp —ma .
a1 = ——gsinf < 0.
m1 + mg

Le due masse quindi si muovono di moto uniformemente accelerato. Partendo da fermi e
misurando lo spostamento a partire dalla posizione iniziale di ciascuna massa abbiamo

1m1—m2

§1 = — sin 0 ¢2

! 2m1+m29
1m2—m1 . 2

Sg = ——————gsinft
2my + mo

Domanda 2

La quantita di moto orizzontale del sistema si conserva. Questo significa che la posizione
orizzontale del centro di massa non cambia, dato che inizialmente & ferma. Possiamo
dunque scrivere

MXo+myizy +marys M (Xo+ A) +my (21 + 01) + ma (22 + 02)

M +mq +mg M +mq +mo
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dove Xg, x1 e x2 sono le coordinate orizzontali iniziali del centro di massa del cuneo e
delle due masse, e A, 1, d5 i relativi spostamenti finali, il tutto nel sistema di riferimento
del laboratorio. D’altra parte lo spostamento orizzontale finale della massa ms é noto

09 — A = Lcosf
e per l'inestensibilita del filo deve essere
0o —A=—(5 —A).
Ricavando 41, d2 da queste ultime due relazioni otteniamo

0o = A+ LcosH
04 = A —Lcosf

e sostituendo nella prima abbiamo
MA +my (A — Lcos) +mg(A+ Lcosf) =0
da cui

(my — mg)Lcosf

A =
M+ mq + mo

Domanda 3

Facciamo riferimento ai diagrammi delle forze agenti sul cuneo e sulle due masse riportati
qui sotto. Indichiamo con T la tensione del filo, con Ny e N le reazioni vincolari del piano
obliquo, con R la reazione vincolare del piano orizzontale e con F4 la forza di attrito.
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N

mig

mag

Scriviamo le equazioni del moto per le masse e per il cuneo, nell’ipotesi che quest’ultimo
resti fermo. Tenendo conto del fatto che

possiamo scrivere

Dato che

i1 = —o

B1 = —iy.
mi%, = Nisinf — T cos0
miyi = NicosO+Tsinf —myg
—mod1 = Nosinf — T cosf
—mofy = Nacosf+ Tsinf —mag

= — (N1 + Ny)sin@ + 2T cosf + Fy

= R—Mg— (N;+ Nz)cosf — 2T sin§. (5.1.6)
3.{71 = ﬂ = —tan0
Ty Z2

dividendo membro a membro le equazioni (5.1.1)), (5.1.2) e (5.1.3)), (5.1.4) otteniamo

@ose

Ny =mygcosf
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Ny = mogcosf

Dalle equazioni del moto per le masse abbiamo
N N- 1 1
<1+2>sin0—T<+) cosf =0
mq mso mq mo

N N 1 1
<1—|—2) C089+T(+> sinf = 2g
mq meo mi ma

da cui (u = mima/(mi + mz2))
T =2gpusinf.

Sostituendo nella equazione (5.1.6)) troviamo
R = Mg+ (my +mg)gcos®d + dgusin® 6
e tenendo conto che deve essere |Fa| < pusR abbiamo infine
[(m1 + ma) — 4p] [cos Osin 8] < pg [M + (my + ma) cos? @ + 4y1sin” 0]
ossia

(m1 — ms)? cos @ sin §
M (mq +ma) + (mq +m2)2 cos? 0 + 4mymasin®

Msz
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5.2. 19 dicembre 2008

Problema 1 (15 punti)

3m m

3m m k
G— ©

(@) (b)

Un proiettile urta come in figura (a) un bersaglio tenuto da una molla di lunghezza
nulla e costante elastica k. Il proiettile ha massa tripla del bersaglio, e 'urto ha una
durata trascurabile.

1. Si calcoli la velocita di bersaglio e proiettile appena dopo 1'urto nel caso di urto
completamente anelastico.

2. Si calcoli la massima elongazione della molla.

3. Ora il bersaglio ¢ tenuto fermo a distanza ¢ dalla posizione di equilibrio al momento
dell’urto, in maniera che la molla sia perpendicolare alla velocita del proiettile come
in figura (b). Si calcoli il momento angolare del sistema dopo I'urto e quindi la
massima elongazione della molla.

Problema 2 (15 punti)

to

(%1 Vs

Le tre masse identiche in figura sono collegate da due aste di lunghezza ¢ e massa
trascurabile come in figura. Quelle agli estremi sono inoltre vincolate a scorrere su un piano
orizzontale, mentre I’angolo tra le due aste puo variare liberamente, e vale inizialmente

0o.

.....

(0).

2. Nel caso v1(0) = v3(0) = 0 determinare la velocita ¥, quando la massa intermedia
urta il piano.
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3. Se v3(0) = 0, determinare il minimo valore di v1(0) che permette alle masse agli
estremi di toccarsi.
Soluzione primo problema
Domanda 1

Dato che 'urto ¢é istantaneo la molla non cambia la sua lunghezza mentre questo avviene
e puo essere ignorata. Nell'urto si conserva la quantita di moto, e la velocita di proiettile
e bersaglio dopo 'urto é la stessa. Di conseguenza

3muvg = 4mV,
0 =4mV,

cioe Vy =0eV, =3Vp/4.

Domanda 2

Dopo l'urto si conserva sia ’energia che la quantita di moto. Confrontando l’energia
iniziale e quella al momento della massima elongazione otteniamo

1 3 2 9
24 2 I
m(4V0> 2k€

2
I9m
E=\q3 "

Anche questa volta la molla puo essere ignorata durante 1'urto, e la velocita finale delle
due masse ¢ la stessa calcolata precedentemente. Il momento angolare rispetto all’estremo
vincolato della molla ¢ uguale a quello iniziale, dato che si conserva nell’urto, e vale

da cui

Domanda 3

L = —3muyl
Si puo verificare questo anche con un calcolo diretto:
L=—-4mV, ¢

Successivamente all’urto si conserva sia l’energia che il momento angolare. Quindi possia-
mo scrivere l’energia in termini di potenziale efficace, come

1 k L?
E— 2 4+ 2p2
2mr + 27’ + 212
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dove r & la lunghezza della molla. Dalla conservazione dell’energia otteniamo al momento
della massima elongazione (notare che inizialmente la velocita radiale é nulla)

k L k L?
762 _ 7£2
2 + 2me2 2 mer + 2me2, ..
e quindi
km , o o 1 1
7 (=)= (3~ 7)

Scartando la soluzione banale £,,,,, = £, che corrisponde alla condizione iniziale, otteniamo

gmaaz = ’L| == %

VEml  w
Soluzione secondo problema

Domanda 1

Anzitutto

0
T :x3—2€sin§

To = x3 — £sin =

2
0
= fcos —
Y2 5
e quindi inizialmente
v = —590 cos 2
. 0
Vop = —590 cos 20
. fo
= —70 1
Vay 5fosin -
dato che la terza massa & ferma. Segue che
v
V2g = 5
Vv ¢ 0o
Vo, = — tan —
9

@ose
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Domanda 2
Dalla conservazione della quantita di moto orizzontale e dell’energia abbiamo
0 =3mu,
mgl cos 50 = %3mvg + 1va

2%

dove v, é la velocita finale orizzontale comune alle tre masse. Segue che vy, =0 e

/ 6
voy = —1/2mgl cos ?0

Le velocita iniziali sono le stesse trovate nel primo problema. Per le velocita finali deve

Domanda 3

essere

U1 = V2 = V3

UQyZO

Dalla conservazione di energia e quantita di moto orizzontale abbiamo adesso

mV + mg = 3musg

1 1 vz o y? 0 0 1
§mV2 + 3m <4 + e tan? 20> + mg¥{ cos 50 = §3mv§ + mgl
e risolvendo troviamo ;
4sin 22
|74 —
2+ tan? %
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5.3. 18 dicembre 2009
Problema 1 (15 punti)
L/2

L2

2

1% M

Si consideri il sistema in figura: un cuneo di massa M inclinato di un angolo « ¢
appoggiato su un piano orizzontale. Tra la superficie orizzontale e il cuneo € presente
attrito statico sufficiente a mantenerlo fermo. Sul cuneo sono appoggiate due masse mj e
meo, con ms > myq, attaccate ai due estremi di un filo inestensibile di massa trascurabile
e lunghezza L, che passa in una carrucola a sua volta attaccata all’estremo superiore del
cuneo. Si trascuri l'attrito tra i due corpi e il cuneo, e si considerino i due corpi come punti
materiali, inizialmente non in contatto tra di loro, ma appena appoggiati 'un ’altro.

1. Determinare la tensione del filo.

2. Determinare il minimo coefficiente di attrito statico tra il cuneo e il piano orizzon-
tale affinché il cuneo non si muova.

Si supponga adesso che tra il piano orizzontale ed il cuneo non ci sia attrito e
che quindi il cuneo sia libero di muoversi orizzontalmente. All'istante iniziale i due
corpi sono tenuti fermi ad una distanza dalla fine del cuneo pari alla meta della
lunghezza del filo, e sono appena appoggiati I'un I’altro. I cuneo & fermo.

3. Determinare la velocita del cuneo quando il corpo 2 € arrivato a terra.

Problema 2 (15 punti)

o2

m O— my O
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Il pendolo in figura é formato da una massa ms appesa ad un filo inestensibile e di
massa nulla di lunghezza ¢£. Viene colpito da una massa mj che si muove inizialmente con
velocita vy su un piano orizzontale privo di attrito. Per rispondere a tutte le domande
che seguono si assuma che 'urto avvenga in un tempo molto breve, e che in esso venga
dissipata la massima quantita possibile di energia W4 x.

o Calcolare per quale velocita v il pendolo riesce a sollevarsi di £/2 da terra.
o Determinare Wysax.
o Per vy > vj determinare la tensione del filo quando la massa si ¢ sollevata di £/2,
nell’ipotesi che le due masse siano rimaste attaccate dopo 'urto.
Soluzione primo problema
Domanda 1
Le equazioni del moto nelle direzioni parallele al piano inclinato si scrivono

miay = T —migsina

moaz = T —magsina

ed inoltre per 'inestensibilita del filo a; + a2 = 0. Dividendo per le masse e sommando
membro a membro abbiamo

1 1
a1+ ag = ( + > T —2gsin« (5.3.3)
mi mo
ed usando l'inestensibilita e
T=2—"2 gina (5.3.4)
m1 + ms

Domanda 2

Le reazioni vincolari applicate alle masse si determinano dalla condizione di accelerazione
nulla per la particella nella direzione normale al piano:

Ny = migcosa

Ny = magcosa

Anche il cuneo non deve avere accelerazioni verticali, e questo permette di calcolare R

R = Njcosa+ Nycosa+ 2T sina+ Mg (5.3.7)
= (m —Hng)gCOSQOH—élgM sin? a4+ Mg (5.3.8)
my + ma

(my + mg)2 cos? o + dmyma sin? o + M (my + ma)
(m1 4+ mg)
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Consideriamo adesso le forze orizzontali applicate al cuneo. Deve essere

F,+ (N1 4+ Ny)sina — 2T cosa = 0 (5.3.10)
da cui
|Fy| = |2T cos v — (N1 + Na)sina| < usR (5.3.11)
ossia
2 .
e > (mq — mg)” cosasin (53.12)
5= (my + mg)2 + M (my +m2) — (my — mg)2 sin? «
Domanda 3

In assenza di attrito si conserva ’energia e la quantita di moto orizzontale del sistema.
Confrontando la configurazione iniziale e quella finale abbiamo per la prima

I 1 1 1 .
(m1 + ma) ggsina = gm (v2 + 1)51) +§m2 (v2, + vfﬂ) +§MV2+mlg€ sina (5.3.13)

perché inizialmente tutte le velocita sono nulle e le due masse si trovano ad una altezza
h = %E sin o, mentre alla fine la massa my si trova ad una altezza h = £sin « e la massa
me ad h = 0. Abbiamo quindi

my (vil + vgl) + mo (vig + USQ) + MV? = (mg —my) glsina (5.3.14)
Lo stesso confronto per la quantita di moto orizzontale da
MV 4+ mivigz + movg, =0 (5.3.15)

Inoltre a causa dell’inestensibilita del filo

’U1y = —Uzy (5.3.16)

e la velocita delle due masse relativa al cuneo deve essere parallela al suo lato inclinato,
quindi

vy = (viz—V)tana (5.3.17)

vy = (v2p —V)tana (5.3.18)

Usando le ultime 4 relazioni lineari, possiamo esprimere tutte le velocita in termini della
sola V:

M+ 2
vy = — M2y (5.3.19)
mi1 — Mo
M
vy = —vgy:—( ;mln—i;mQ)Vtana (5.3.20)
1 — M2
M+ 2
vy, = LMy (5.3.21)
mi1 — My
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e sostituendo nella prima abbiamo

M 2 M + 2msy)? M +2my)?
(m1+m2)( +m1+n;2) tan2a+m17< * m2)2 +m27( - ml)g +M|V?
(m1 — mg2) (m1 —mg) (m1 — mg)
= (mg —my) gfsinx
da cui

v — (mg — m1)3 glsina
(M +my +me) [(m1 + ma)(M +my +ma) tan® a + dmyma + M (mq + ma)]
(5.3.22)

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Rispondendo alla seconda domanda mostreremo che immediatamente dopo 'urto le due
masse si muoveranno con la stessa velocita

mi
V= —— 5.3.23
el ( )
Supponendo che rimangano attaccate ed imponendo la conservazione dell’energia deve
essere
1 14

5 (m1 +ma) v? = (my + my) 95 (5.3.24)

se invece le masse restano separate, solo ms si solleva mentre m, continua a muoversi
orizzontalmente a velocita v. In questo caso

1 1
§m202 = magy (5.3.25)

ma in entrambe le eventualita si trova
v=——"—v5 =\/g¢ (5.3.26)

e quindi

v = (1 + m2> Vol (5.3.27)

Domanda 2
Fino ad immediatamente dopo ['urto possiamo scrivere I’energia nella forma

1 1 mm
E:f(’m1+m2)vzm+ 2 2

5 (5.3.28)

- v
2my +mg
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dove vy, € la velocita del centro di massa del sistema e v, la velocita relativa tra le due
masse. Dato che si conserva la quantitd di moto deve essere

1 mi11me9 1 mims

1 1
= (mq +mg)v2, + v = 5 (mq +ma)vt, + 2+ W (5.3.29)

2 §m1+m2 §m1+m2

dove v, é la velocita relativa immediatamente dopo l'urto e W 1’energia dissipata.
Chiaramente la massima dissipazione si ha quando v, = 0, e in questo caso

1 mi1msg )
—,

w = = 5.3.30
MAX 2my; +mo 0 ( )
Inoltre abbiamo, dato che v1 = vy = v
mi
-y = — 5.3.31
Vem v my +m2UO ( )

Domanda 3

Dalla conservazione dell’energia troviamo la velocita v, delle due masse quando raggiun-
gono laltezza h = (/2:

1 my 2 1 ¢
3 (my + ma) (m1 n m2> vg =3 (m1 + ma) v% + (m1 + mg)g§ (5.3.32)
cioé
ml 2 2
2
Vi = ——— | v5 —gf 5.3.33
= () - (5:339)

Scrivendo 'equazione del moto nella direzione parallela al filo deve essere

2
— (m1 4+ my) % = (m1 +mg)gcosa—T (5.3.34)

dove a = 7/3 & I'angolo che il filo forma con la verticale. Quindi

2
T = (m1 4+ mg) gcosa + (m1 + ma) %h (5.3.35)

ossia

2
T = (mq + my) [(”“) ol 1g] (5.3.36)
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5.4. 9 marzo 2010

Problema 1 (15 punti)

Una scodella semisferica di massa M ¢& appoggiata su un piano orizzontale privo di
attrito. Un punto materiale di massa m viene lasciato cadere da una altezza h; > R,
in modo da arrivare sul bordo sinistro della scodella. Da questo momento esso rimane
vincolato ad essa, fino ad arrivare eventualmente al bordo opposto e lasciarla.

1. Calcolare lo spostamento orizzontale della scodella al momento del distacco, e
I’altezza finale a cui arriva il punto materiale.

2. Calcolare la velocita del punto materiale al suo passaggio nel punto pitt basso della
scodella.

3. Applicando una forza orizzontale alla scodella la si mantiene ferma. Quale & il valore
massimo della forza da applicare?

Problema 2 (15 punti)

m
k‘l k?

O] s s s 8 S| i

z=0 x = L(t)

Una massa m di dimensioni trascurabili é collegata a due punti posti nelle posizioni
x=0ex = L(t) > 0 da due molle di massa trascurabile, lunghezza a riposo nulla e
costanti elastiche ki e ks.

1. Determinare la posizione di equilibrio del sistema se L(t) = Lg & costante.

2. Sempre nell’ipotesi L(t) = Ly determinare la legge oraria della massa nell’ipotesi
che a t = 0 questa si trovi ferma in x = Ly/2.

3. Si osserva adesso che la legge oraria della massa &, per t > 0,
L 5
x(t) = §at + xo

dove a e z sono costanti positive dalle opportune dimensioni. Determinare L(t).
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Soluzione primo problema
Domanda 1

Indichiamo con X; la posizione orizzontale iniziale del centro di massa della sola scodella.
Per il centro di massa del sistema avremo
MX;,+m (Xz — R)

M+m

Xcm,i =

Al momento del distacco avremo

M(X;+d)+m((X;,+d+ R)
M+m

Xem,f =

dove d é lo spostamento cercato. Ma dato che la componente orizzontale della quantita
di moto del sistema si conserva ed ¢ inizialmente nulla sara X, ; = X¢p, ¢, quindi

MX;+m(X;—R) M(X;+d)+m(X;+d+R)

M+m M+m

e risolvendo troviamo

2mR
Tm+M

Indichiamo con v, vy le componenti della velocita della particella, con V' la velocita
della scodella.

Al distacco la componente orizzontale della velocita della particella relativa alla scodella
é nulla. Ma dato che la quantita di moto orizzontale si conserva ed € inizialmente nulla
abbiamo

O=mv,+MV =m(; = V)+(M+m)V =(m+ M)V

Quindi V = 0, ma anche v, = —%V = 0. In conclusioni al momento del distacco la
scodella é ferma e la particella si muove verticalmente. Dalla conservazione dell’energia
segue che 'altezza finale sara uguale a quella iniziale.

Domanda 2

Usando la conservazione dell’energia possiamo scrivere
1 1
mgh; = —mv? + ~MV?
2 2
dove abbiamo indicato con v, V' le velocita della particella e della scodella (entrambe

orizzontali quando la prima si trova nel punto piu basso). Inoltre dalla conservazione
della quantita di moto orizzontale abbiamo

O=mv+MV
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e quindi

Sostituendo otteniamo0

e quindi

Domanda 3

Dato che la forza da applicare é 'unica che agisce

F=(M+m)
dove a, € I'accelerazione orizzontale della particella. D’altra parte
maz = —N sin 6 (5.4.1)

dove N ¢ la reazione vincolare della scodella. Se scriviamo 1’equazione del moto per la
particella nella direzione radiale abbiamo invece
02
m— = —mgcosf + N
R g

Inoltre dalla conservazione dell’energia

1
mgh; = mgR(1 — cos ) + imv2

possiamo ricavare la velocita in funzione della posizione. Sostituendo nella ([5.4.1)) otte-
niamo

h;
N = 2mg (R —1+cos@) + mgcos 6

e quindi

F = —mg [2 <lz - 1> +3COS@:| sin 0

Cerchiamo il minimo:

F i .
C(ZiT9 = —mg [2 (Z - 1) +3(:os¢9] cosf + 3mgsin?0 = 0

cioe ]
cos? 0 + 2y cos ) — 3= 0

@ 415 versione del 22 marzo 2018



5.4. 9 MARZO 2010

dove abbiamo posto per semplicita

Risolvendo troviamo

1
cosf = —’yi\/72+§

Scartando la soluzione negativa (non corrisponde ad una posizione sulla scodella) e
sostituendo abbiamo

1 1 1
F = +3mg (37-1-\/724-2) \/2—272—1—27\/72—#2

Soluzione secondo problema

Domanda 1

Detta x la posizione della massa, la forza che agisce su di essa vale
F = —klx — kQ (.T} — LO)

e si annulla quindi per
ks

I:k1+k2

che corrisponde alla posizione di equilibrio.

Lo

Domanda 2

L’equazione del moto si scrive
mi = —(k‘l + k‘Q)J} + kaLg

che corrisponde ad una massa collegata ad una molla di costante elastica ki + ko sottoposta
ad una forza costante koLg. La soluzione generale dell’equazione omogenea

& un’oscillazione armonica

ZTom(t) = Acoswt + Bsinwt

(k1 + ko
w =
m

dove
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Una soluzione particolare dell’equazione completa corrisponde alla massa ferma nella
posizione di equilibrio
ko

zp(t) = fey + ko Lo

e quindi la soluzione generale sara

x(t) = Acoswt + Bsinwt +

2
L
ky + ko 0

Imponiamo ora le condizioni al contorno. La massa si trova inizialmente in Ly/2, quind

ko Lo
0)=A4 Lo=—
z(0) + K + o 0 5
da cui
1k — ke
T2k ke
Inoltre & ferma:
#(0) = Bw =0
e quindi
]Cl — kg L() 2
x(t) = — coswt + L
() ki+ ko 2 k1 + ko 0
Notare che se k1 = k9 non si ha oscillazione.
Domanda 3
L’accelerazione della massa vale
r=a

e sostituendo nell’equazione del moto
mI -+ (kﬁl + k:g):b = k‘gL(t)

troviamo

1
ma + (k1 + k2) <2at2 + xo) = ko L(t)

quindi otteniamo

k 1 k
L(t):ma+<1+kl>xo+2<1+k1>at2
2 2
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5.5. 14 dicembre 2011

Problema 1 (15 punti)

B

Un cuneo di massa M triangolare simmetrico come in figura é appoggiato su un piano
orizzontale su cui pud scorrere senza attrito. Sulla sommita del cuneo é fissata una
carrucola su cui scorre una fune ideale, a cui sono appesi due corpi di masse mi e ms
come in figura. Le due masse possono scorrere senza attrito sulle superfici laterali del
cuneo.

1. Supponendo in un primo momento che il cuneo venga tenuto fermo da una opportuna
forza esterna orizzontale I, calcolare le accelerazioni delle due masse.

2. Calcolare la forza F, di cui al punto precedente.

3. Assumendo ora che la forza esterna venga rimossa, calcolare ’accelerazione del
cuneo.

Problema 2 (15 punti)

il
Q

Due corpi puntiformi di uguale massa sono vincolati a muoversi lungo due guide
rettilinee inclinate di un angolo « rispetto alla verticale, come in figura. Le due massa
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sono collegate da una molla ideale di lunghezza a riposo £y e costante elastica k. Si assuma
che durante tutto il moto le due masse rimangano allineate orizzontalmente una rispetto
all’altra.

1. Scrivere I’energia meccanica del sistema. E’ conservata?
2. Trovare eventuali posizioni di equilibrio e dire se sono stabili o instabili.

3. Le due masse si trovano inizialmente in quiete nella giunzione tra le due guide, e
vengono lasciate libere. Determinare 1’allungamento massimo della molla relativo
alla lunghezza di riposo

Soluzione primo problema
Domanda 1
Le equazioni del moto per le due masse nella direzione parallela al piano si scrivono

mia; = T —migsina

moas = —T + magsina

dove ay e ag sono le componenti delle accelerazioni parallele al piano (le uniche diverse
da zero), prese positive da sinistra verso destra. Per I'inestensibilita del filo a; = a9 = a.
Sommando membro a membro otteniamo

(m1 +ma)a = (ma —mq) gsina

e quindi
mg — My

meo + mq
Domanda 2
La componente orizzontale della accelerazione del centro di massa del sistema é data da

m1a COS & + M@ COS
mip+mo+ M

Qem,xz =
e quindi

F:v = (m1+m2+M)acm,:v
= (m1+ma)acosa

= (mg—my)gsinacosa
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Domanda 3
Detta A 'accelerazione del cuneo abbiamo

mi (A4 acosa) +ma (A+acosa) + MA
my +my+ M B

0 (5.5.1)

Qem,z =

dove adesso a € la componente parallela al piano dell’accelerazione dei due corpi relativa
al cuneo. Le equazioni del moto delle due masse si possono scrivere in un sistema di
riferimento solidale al cuneo

mia = T —mygsina —miAcosa

moa = —T + magsina — moAcosa

e sommando membro a membro abbiamo ancora

mo — M1 .
a+ Acosa = ——gsina
mo +mq

Ricavando a e sostituendo nell’Equazione (5.5.1]) abbiamo
0 = (mp+me+ M)A+ (m1+ ma)acosa
= (my+mgo+ M)A+ (mqg + ma)cosa wgsina — Acosa
ma + my
= [ml +mg + M — (m1 +m2) cos? oz] A+ (mg —mq) gsinacos
da cui

(my — ma2) sin a cos «

A=
(m1+m2)sin20z+Mg

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Utilizzando la distanza s di ciascuna massa dal vertice come coordinata abbiamo
1 .9 1 . 2
E = §2ms — 2mgs cos o + ik (2ssina — )

che si conserva dato che le reazioni vincolari non fanno lavoro sul sistema, essendo sempre
perpendicolari agli spostamenti delle masse.
Domanda 2

Le posizioni di equilibrio stabile corrispondono ai minimi del potenziale, quelle instabili
ai massimi. Il potenziale vale

Lo

2sin o

2
U(s) = 2ksin® a <s - > — 2mgs cos «
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che ha un unico minimo quando

dU 1
—— —4ksin®a (s — ,0 —2mgcosa =10
ds 2sin o
cioé per
mg Ccos lo

s = -
2ksin?a  2sina

Domanda 3

Usiamo la conservazione dell’energia. Inizialmente
1

e nell’istante di massimo allungamento della molla le masse sono nuovamente ferme, per
cui

1
Ey = —2mgscosa + 5/@ (2ssina — £)?
In conclusione da E; = Ey segue
1 . 2 1,
—2mgs cos a + §k (2ssina — £y)” = 51{:60
cioe
S [2ks sin? a — 2kl sin o — 2myg cos a] =0
Il valore di s che corrisponde al massimo allungamento ¢ quindi

_ klysina + mgcosa

ksin? o
e quest’ultimo sara dato da

klosin o + mg cos

Al = 2sina — Yy

ksin? o
kly sin a + 2mg cos «

ksin o

2mg cos o
to + TR

ksin o
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5.6. 14 dicembre 2016

Esercizio 1

Un cuneo di massa M = 5kg é appoggiato su un piano orizzontale privo di attrito,
sul quale é libero di scorrere. L’angolo formato dal piano inclinato con la direzione
orizzontale & § = 7/6. All’estremo superiore di questo & fissata una molla ideale di
costante elastica k = 30 Nm™! e lunghezza a riposo £y uguale a quella del piano inclinato,
come in Figura[5.1

Figura 5.1.:

Inizialmente una particella di massa m = 2 kg viene lanciata lungo il piano con velocita
vp = 1 ms™!, e arrivata al cuneo vi sale sopra (lo spigolo tra piano inclinato e superficie
orizzontale & stato opportunamente arrotondato).

1. Determinare due costanti del moto per il sistema, e calcolarne il valore numerico
iniziale.

2. Quanto vale la velocita del cuneo nell’istante in cui la compressione della molla é
massima? E la velocita della particella?

3. Calcolare la massima compressione della molla.

Esercizio 2

Un piano ¢ inclinato di un angolo « rispetto all’orizzontale. Su di esso é posato un cuneo
con un angolo al vertice 8 come in Figura [5.2

Il cuneo ha massa M, e su di esso € posato un punto materiale di massa m. Si considera
il vincolo tra punto materiale e cuneo come bilatero. Inizialmente cuneo e punto materiale
sono fermi.

1. Supponendo che vi sia attrito tra cuneo e piano inclinato, per quale valore minimo
del coefficiente di attrito statico us il cuneo rimane fermo?

2. In assenza di attrito, ad « fissato determinare almeno un valore di 5 per il quale il
punto materiale si muova solo in direzione verticale.
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Q)

vo

‘—»

Figura 5.3.:

Esercizio 3

Un pendolo di lunghezza £, con £ > v/a? + h?, & appeso all’interno della struttura rappre-
sentata in Figura Inizialmente si trova in posizione verticale, e la massa appesa m

ha una velocita vg.

1. Per quale valore massimo di vg = v; il filo non tocca lo spigolo della struttura

durante l’oscillazione?
2. Per quale valore minimo di vg = v la massa urta la struttura?

3. Considerando vy = vg, determinare la tensione del filo immediatamente prima e
immediatamente dopo il suo contatto con lo spigolo della struttura.
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Soluzioni

Esercizio 1
Domanda 1

Sul sistema complessivo non agiscono forze esterne orizzontali, quindi la quantita di moto
orizzontale totale P, si conserva. Le forze che agiscono sul sistema sono:

1. La forza peso, conservativa.
2. Le forze di richiamo dovute alla molla, anche esse conservative.

3. La reazione normale del piano orizzontale, che non compie lavoro perché perpendi-
colare allo spostamento dei punti di applicazione.

4. Le due reazioni normali, uguali e contrarie, tra cuneo e particella. I lavori da esse
compiute si cancellano, dato che lo spostamento relativo tra cuneo e particella ¢
normale ad esse.

In conclusione 'energia meccanica totale E, data dalla somme delle energie cinetiche e
delle energie potenziali gravitazionali e della molla si conservano. Possiamo scrivere

P, =mv, + MV

1 1 1
E=_m (v2+v7) + 5Mv2 +mgh + ok (A0)?

dove v, e v, sono le componenti orizzontali e verticali della velocita della particella, V'
la velocita del cuneo (solo orizzontale), h la posizione verticale della particella rispetto
al piano orizzontale, e Al la deformazione della molla. Inizialmente v, = v, vy =V =0,
h=0e Af =0 quindi

P, = muvg = 2kg x lms™! = 2kgms~!

1 1
E = imvg = §2kg X (1msfl)2 =1J

Domanda 2

Nel momento di massima compressione le velocita del cuneo e della particella sono le
stesse, ed in particolare v, = 0. Dalla conservazione della quantita di moto orizzontale
troviamo quindi

mvy = (m+ M)V

cioé
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Domanda 3

Nel momento di massima compressione h = —A/lsin §. Dalla conservazione dell’energia
meccanica abbiamo

1 1
mug = B (m+ M)V? —mgAlsind + 514: (A0)?

cioé, eliminando V,
2

(A@2—2$ggn9Az—uﬂlzo

dove u=mM/(m + M) ¢é la massa ridotta del sistema. Risolvendo per Al troviamo

mgsin 0 \/ m2g2sin® 6 v3
Al = + %
¢ k EEEE"

La compressione massima corrisponde alla soluzione negativa, e quindi

mg sin 6 pkvd
AM=—"F—|1—4|/1+ —"T
k < \/ * m2g2 sin® 6

Esercizio 2
Domanda 1

Se il cuneo rimane fermo, il punto materiale ha una accelerazione uniforme (indichiamo
nel seguito con 7 il versore parallelo al piano inclinato e con n quello normale)

d= —gsin (8 — a) (7 cos f + nsin f)

e il centro di massa del sistema cuneo+punto materiale avra una accelerazione

e = —gsin (B — «) mM (7 cos B+ nsin )
che deve essere uguale alla forza totale agente diviso la massa totale. Quindi
—mgsin (8 —a) (Tcos B+ nsinf) = Nn— (m+ M) gy + FoT

Proiettando nelle direzioni 7 e 7 troviamo

—mgsin (f —a)cosf=—(m+ M) gy-7+ Fy
—mgsin (f —a)sinf=N—(m+ M)gy-n
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da cui

F,=—-mgsin(f —a)cosf— (m+ M) gsina
N = —mgsin (8 — «a)sinf+ (m + M) gcos«

Dato che deve essere |F,| < usN troviamo

(m+ M)sina 4+ mcos Ssin (8 — a)
(m + M) cosa —msin Ssin (8 — «)
_ Msina+ msin Scos (8 — a)
~ M cosa+mcosBcos (B — )

s =

Domanda 2

Se il punto materiale si muove solo verticalmente, la sua accelerazione orizzontale deve
essere nulla. Questo accade ad esempio se il suo piano di appoggio € orizzontale, cioé
quando a = B. L’unica altra possibilita é che non vi sia alcuna forza tra punto materiale
e cuneo. In questo caso I'accelerazione del punto materiale sard semplicemente
a=-gy
mentre quella del cuneo sara
d = gsinat

Ma punto materiale e cuneo devono rimanere in contatto, quindi le componenti delle due
accelerazioni lungo la normale al lato obliquo del cuneo devono coincidere:

a-(—7sinf +ncosB) =a - (—7sinB + ncos )
da cui
cosacos B =0
Il caso av = /2 corrisponde ad un piano verticale: in questo caso il cuneo e la particella
cadono entrambi con accelerazione @ = —gy. Abbiamo infine il caso § = 7/2.
Esercizio 3
Domanda 1

L’angolo massimo possibile del filo rispetto alla verticale ¢ dato da
a

tan 0,00 = 7

L’energia meccanica del sistema si conserva ed € data da

2

1
E = §mv — mgl cost
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Di conseguenza per non avere contatto deve essere

1
imvg —mgl < —mgl cos Oppaz

da cui

v = \/2g£ (1 — cosbpmaz)
Volendo si puo eliminare 6,4, utilizzando la relazione

1 o
V1+tan260p,e, Vh?+a?

€08 Opax =

Domanda 2

Possiamo utilizzare ancora una volta la conservazione dell’energia, che scriviamo nella
forma

1
E = va2 + mgh

Infatti la forza di contatto tra il filo e la struttura non fa lavoro, dato che il punto di
applicazione ¢ in quiete. Di conseguenza
2

1
5" — mgl < —mgh

da cul

ve = /29 (¢ — h)

Domanda 3

Al momento del contatto la velocitd della massa si determina dalla conservazione dell’e-
nergia:
2

1 - 1
5 Mvy — mgt = gmy

2_ mgl cos Opqz

Segue che
v? = v3 + 290 (coS Opaz — 1)

Immediatamente prima del contatto abbiamo un moto circolare con raggio p; = £. Quindi
I’equazione del moto nella direzione del filo da

2
—m— = =T + mg cos Oz
P1
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da cui

02
T =m— + mgcosbas

P1
02

= m% ~+ 3mg co8 Omar — 2Mg
v3 3mgh

=m—+ —=

¢ Vh?+a?
Subito dopo il contatto abbiamo ancora un moto circolare, ma con raggio po = £ —
Va2 + h?. Quindi

v2
T =m— + mgcos b

— 2myg

P2
- % 2 { Ormaz — 1 0
TV R g g o fmae = 1) g 008 b
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6.1. 1 APRILE 2009

6.1. 1 aprile 2009

Problema 1 (15 punti)

In un semplice modello per una galassia ciascuna stella si muove in un’orbita circolare,
sotto ’azione di un potenziale centrale U (r) che tiene conto delle interazioni gravitazionali
con le rimanenti. Le osservazioni mostrano che la velocita di una stella dipende dalla sua
distanza dal centro della galassia come

V(r) = (6.1.1)

dove K e rg sono costanti positive.
1. Determinare il potenziale U(r) che potrebbe spiegare i dati sperimentali.

2. Studiare qualitativamente le orbite nel potenziale U(r), dicendo in particolare se
sono possibili orbite illimitate.

3. Supponendo che la galassia sia approssimabile con una distribuzione sferica di massa,
determinarne la massa totale studiando il comportamento di V(r) per r > ry.

Problema 2 (15 punti)

Un’asta di lunghezza ¢ e massa m é fissata a una parete verticale attraverso un giunto
elastico con momento di richiamo M = —k#, dove 6 & ’angolo con il quale si deforma
il giunto. Si suppone il giunto sufficientemente rigido per cui gli angoli sono piccoli. In
assenza di gravita ’asta & perpendicolare alla parete.

1. Calcolare la posizione di equilibrio sotto I'influenza della gravita e il periodo delle
piccole oscillazioni.

2. La parete si muove con moto sinusoidale di ampiezza yg con frequenza w. Si calcoli
I’ampiezza del moto a regime dell’asta.

3. Il giunto ha una dissipazione viscosa che genera un momento M, = —’yé. Si calcoli
I’ampiezza e la fase del moto a regime dell’asta in funzione di w. Qual’é 'energia
dissipata per ciclo?

Soluzione primo problema
Domanda 1

La forza radiale che agisce su una stella & data da

ou

P=-"
or
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e deve essere uguale all’accelerazione radiale. Per un’orbita circolare abbiamo quindi

2
) U

T or

ossia

oU mK

EZT(l-ﬁ-%)

Integrando troviamo il potenziale, a meno di una costante inessenziale:

U—mK/(l— ! )dr
r o r4+rnrg

= —mK log (1 + r—0>
r

Domanda 2
Il potenziale efficace vale

L2
2mr?

Uef(r) = —mK log (1—1—%0)

ed abbiamo

}ng% Ueff(T) = +00
lim Uess(r) =

r—+00

Inoltre la derivata

dUesy L? mKrg
dr mr3  r(r4r)
si annulla se ) )
r? — L r— L =0
Km?2rg Km?

cioé quando

L? L2 \? I? i
"= 2Km2r0+ <2Km2ro) TR

Il potenziale ha quindi un minimo in r*, che deve corrispondere ad un valore negativo
del potenziale efficace. Abbiamo quindi, in termini dell’energia totale F,

1. orbite circolari quando E = Ugys(r*)
2. orbite limitate quando Ues¢(r*) < £ <0

3. orbite illimitate (che si avvicinano al centro fino ad un raggio minimo) per E > 0
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Domanda 3

Per r > rg possiamo approssimare

V(r) ~ W

ma d’altra parte a grande distanza dalla galassia la forza gravitazionale deve essere

GmM
by~ ——3
r
e quindi dall’equazione del moto
V2
-m— = F,
r
troviamo
Kryg GmM
r2 g2
ossia K
v Ko
G
Da un altro punto di vista per r > rg
mKr
U(r) ~— 0
r

che é l'energia potenziale del campo gravitazionale generato dalla massa M appena
determinata.

Soluzione secondo problema

Domanda 1

Scegliendo il polo nel giunto possiamo scrivere la seconda equazione cardinale nella forma

l
10 = —kO — mgs cosf
dove I'angolo 6 e quello tra la sbarra e la direzione orizzontale. All’equilibrio deve essere
1
kOy + §mg€ cosby =10

e per piccoli angoli possiamo approssimare cosfy ~ 1 da cui

_mgt

bo=—%
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Ponendo 6 = 6y + € abbiamo infine
Ié = —ke
e per la frequenza delle piccole oscillazioni
f_1Wg1¢%
S22V I 27\ me2

dove abbiamo utilizzato il valore del momento di inerzia della sbarra rispetto ad un suo
estremo

Domanda 2

Nel sistema di riferimento della parete abbiamo la forza apparente dovuta alla accelera-
zione, e I’equazione del moto diventa

l
I€ + ke = mw%y0§ sin wot
A regime abbiamo dunque

2
mwgyol
t = -
<) 2 (k—Iw)

sin wot
Domanda 3
In questo caso ’equazione del moto diviene
. 9 L.
Ié + vé+ ke = MWy sin wot
e la soluzione a regime sara
Y 2 iwot
e(t)  m [ = Mlvoe™"
2 (k + yiwo — wd)

L’ampiezza dell’oscillazione sara dunque

mfw% %0

N 2\/(1{2 — w%)Q + 7%}8

mfw%yo
2 (k + yiwo — wd)

A=

e la fase
YWo

2
wy —k

tan ¢ =
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L’energia dissipata in un ciclo si ottiene osservando che se si moltiplica membro a
membro ’equazione del moto per ¢

l
Téé 4+ 7% + keé = mwgygié sin wot

da cui

d (1 5 1, 5\ 5 (| 2
o (2[6 + 5]% ) = mw0y0§681nth — €

Il primo termine a destra ¢ la potenza della forzante, e il secondo la potenza dissipata.
L’integrale al secondo membro su un ciclo si deve annullare a regime. In ogni caso ’energia
dissipata in un ciclo sara

27

wo
Egiss = _’Y/ édt
0

21
=5 /wo AW cos® (wot + ¢) dt
0

= —ymA%wg
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6.2. 23 marzo 2010

Problema 1

Un’asta di massa m e lunghezza r si muove con gli estremi vincolati ad una guida
semicircolare priva di attrito. Il raggio della guida ¢ uguale alla lunghezza dell’asta, e
quest’ultima si trova inizialmente in equilibrio nella posizione in figura. Una particella di
massa uguale a quella dell’asta viene lasciata cadere sulla verticale di un’estremo dell’asta,
da un’altezza iniziale uguale a quella del centro della guida. L’urto con ’estremo dell’asta
é istantaneo e la particella rimane attaccata ad essa.

1. Determinare ’angolo che ’asta forma con ’orizzontale nella posizione di equilibrio
del sistema.

2. Calcolare I'energia dissipata durante I'urto.

3. Calcolare I'altezza massima raggiunta dal centro di massa del sistema dopo 1'urto.

Problema 2
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Una particella di massa m = 1lkg é vincolata a muoversi sopra un cono liscio di
semiapertura @ = 7/6. Al vertice del cono ¢ fissata un’altra particella di uguale massa: le
due particelle interagiscono gravitazionalmente.

1. Calcolare il periodo di un’orbita circolare di raggio p = 1m (la costante gravitazio-
nale vale G = 6.67 x 10~ "'m3kg~1s72?)

2. Determinare le costanti del moto del sistema e discutere le caratteristiche delle
orbite sulla base dei loro valori.

3. Dire se tutte le orbite limitate sono chiuse, motivando la risposta. Suggerimento:
studiare la traiettoria determinando un’equazione differenziale per il parametro
u = 1/r in funzione di ¢.

Soluzione primo problema

Domanda 1

Il centro di massa del sistema si trova nel punto P posto a una distanza r/4 dal punto A,
e la posizione di equilibrio si avra quando ’energia potenziale gravitazionale ¢ minima,
cioé quando P si trovera sotto O. Questo significa che ’asta avra ruotato di un angolo 6

dato da

T 1
tanf = = ——

ro 2V3

=

o

Domanda 2

Immediatamente prima dell’urto la velocita della particella vale (h = rv/3/2 & l'altezza

da cui cade)
vy = \/2gh = \/gr\/g

Durante l'urto si conserva il momento angolare rispetto al punto O, perché le uni-
che forze impulsive esterne (le reazioni vincolari) hanno momento nullo. Questo vale
immediatamente prima

mvog = m% gr\/§
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e immediatamente dopo Iw dove I ¢ il momento di inerzia del sistema rispetto ad O:

1 3 11
I = <12mr2 + 4mr2> +mr? = Fmr2
Nell’espressione precedente il termine tra parentesi é il momento di inerzia della sbarra,
calcolato tramite il teorema di Steiner, e I’altro il contributo della particella. Abbiamo
quindi

= ()

L’energia cinetica del sistema dopo l'urto vale quindi

1., 3V3

mentre prima valeva
1 3
E; = §mv8 = \gmgr

I’energia dissipata ¢ quindi

Domanda 3

Il centro di massa raggiungera la sua altezza massima rispetto alla quota iniziale quando
tutta 'energia cinetica si sara convertita in energia potenziale. Quindi

%mgr = 2mgAh

44

ossia

Ah = %T
88

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Per un’orbita circolare le equazioni del moto nella direzione dell’asse del cono danno

. Gm?
0 = Nsinf — 5— COS 0
T
mentre nella direzione radiale deve essere
02 2
—m— = —NcosO — 5 sin 6
rsin @ T
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da cui
G
r
Il periodo é quindi
: 3
o 2l P 1% 105
) Gmsin 6

circa dodici giorni e mezzo.

Domanda 2

Si conserva la componente del momento angolare L, parallela all’asse del cilindro, valutata
rispetto a un punto qualsiasi di questo, e I’energia E. Utilizzando un sistema di coordinate
sferiche centrate nel vertice del cono abbiamo

L. = mr’¢sin®6

1 I 2
E = —mi? + —mr?¢?sin® 6 — Gm
2 2 r

Se scriviamo ’energia in funzione del potenziale efficace

1
E = §m7'"2 + Uesy(r)

abbiamo
B L? Gm?
 2mr2sin? 6 r

Ueﬂ:(r)

che ¢ identico al potenziale efficace del problema di Keplero, ridefinendo

L = L
siné
Avremo quindi orbite circolare quando ’energia totale &€ uguale al minimo del potenziale

effettivo, orbite limitate per E < 0, orbite illimitate per £ > 0. Si pud avere caduta nel
vertice solo se L, = 0.

Domanda 3

Se usiamo come parametro ¢ invece del tempo possiamo scrivere

1 <dr L. )2 L2 Gm?

E=-m( —
2 d¢ mr2sin? 6 2mr2 sin® 0 r

e introducendo
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otteniamo ) ) )
1 LZ du 1 L 2
= - e - - G
2msint @ <dgb) +2msin29u e

Derivando rispetto a ¢ abbiamo

2 2 2
L; d?u L Gm2 — 0
e dgg T e Gmt =

msin® 0 d¢ m sin“ @
che ¢ I’equazione di un oscillatore su cui agisce una forza costante. Possiamo scrivere la
soluzione generale nella forma

1 3
u=_ = Acos (¢sinf + 5) + GLZL sin® 6

z

cioé
Gm?
L2

14 éL% cos (¢sinf + )

sin? @
r

m

Si hanno orbite limitate quando il denominatore non si annulla, cioé

AL?
Gm3

<1

in questo caso r € una funzione periodica di ¢, di periodo

quindi le orbite si chiudono sempre, pit precisamente dopo aver fatto due giri del cilindro.
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6.3. 13 aprile 2011

Problema 1 (15 punti)

D M

I due dischi in figura, di massa My, Ms e raggio Ry, Ro sono vincolati a ruotare intorno
ai loro centri e lo fanno senza strisciare uno sull’altro. Una massa M ¢é appesa a un
filo inestensibile avvolto al disco di destra, il sinistro é collegato mediante una molla di
costante elastica k e lunghezza a riposo nulla ad un punto fisso.

1. Il sistema ¢ inizialmente in quiete, e 'allungamento della molla ¢ nullo. Viene
lasciato libero di muoversi: calcolare di quanto si abbassa al massimo la massa M.

2. Mostrare che il sistema € equivalente ad un oscillatore armonico, e determinarne la
frequenza.

3. Se sulla massa M agisce una forza di attrito viscoso F' = —Av, dove A € una costante
positiva dalle opportune dimensioni, valutare il fattore di qualita dell’oscillatore.
Problema 2 (15 punti)

Un satellite di massa m si trova in orbita circolare attorno alla terra, la durata del periodo
¢ 24h. La massa del satellite ¢ molto minore della massa della terra, m < Mt = 6x 10%*kg.

1. Determinare il raggio dell’orbita, sapendo che la costante di gravitazione universale
vale G = 6.7 x 107" m3kg~ts2.

2. Mediante un opportuno impulso I applicato istantaneamente in direzione tangen-
ziale si vuole portare il satellite su un’orbita parabolica. Determinare I.

3. Supponendo nuovamente il satellite in orbita circolare come al punto 1., lo si vuole
portare su un’ ‘orbita circolare di raggio doppio, applicando ad opportum 1stant1 due
impulsi I e Ig, passando attraverso un’orbita ellittica intermedia. Calcolare I 1€ Ig
supponendoli entrambi applicati in direzione tangenziale.

@ 440 versione del 22 marzo 2018



6.3. 13 APRILE 2011

Soluzione primo problema
Domanda 1 L’energia del sistema si conserva, e vale
1 1 1. . K
E= §Ilw% + §IQW§ + 5My2 + Mgy + 552

dove w1, wy sono le velocita angolari dei due cilindri ed y laltezza della massa misurata
rispetto alla posizione iniziale. La deformazione della molla ¢ é data da § = y a causa della
condizione di rotolamento puro. Uguagliando 'energia iniziale a quella nella posizione di
massimo allungamento abbiamo

K
Mgy + 5 y* =0

da cui otteniamo il massimo abbassamento

2Mg

Y= K
Domanda 2 Le condizioni di rotolamento puro sono

wlRl = —(JJQRQ

wRy =

da cui segue che I’energia puo essere scritta nella forma (usando I} = M1R?/2 e I =

MsyR2/2)

1 1 1 K

Derivando rispetto al tempo
. 1 1 . . .
E= M+ 5Mi+ M) gij+ Mgy + Kyj =0
troviamo le equazioni del moto
1 1 .
M—|-§M1—|—§M2 y+ Ky=—-Mg

che sono quelle di un oscillatore armonico sottoposto ad una forza costante. La frequenza
sara dunque

Fe 1\/ 2K
21\ 2M + M + M,

Non volendo utilizzare I’energia, possiamo scrivere direttamente le equazioni del moto.
Per la massa sospesa abbiamo
Miy=—-Mg+T
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dove T ¢ la tensione del filo. La seconda equazione cardinale per il primo cilindro si scrive
16, = —KR, + FR,

dove F' ¢ la forza applicata al punto di contatto e 8; & lo spostamento angolare dalla
posizione iniziale. Per il secondo abbiamo

Isfy = FRy — TRy

dove 6, & lo spostamento angolare dalla posizione iniziale. La condizione di puro rotola-
mento si scrive

R101 = —Rs0,
ossia
R191 = —R202
Inoltre
y = Rabs

Esprimendo tutte le equazioni in funzione di y abbiamo
My = —Mg+T

~KR3y — FR}

Lij = FR3—-TR}

~

iy

N
|

da cui I I
1 2\ ..
M+ =+ = =-Mg—K
< R R%)y I

ossia ) )
<M-|— §M1 + 2M2> y+ Ky=—-Mg

Domanda 3 In presenza di attrito viscoso I’equazione del moto diventa
1 1 . .
M+§M1+§M2 J+Ay+Ky=—-Mg
Il fattore di qualita é dato dal prodotto
Q=wr

dove 7 é il tempo di smorzamento,

2 (M + 1My + $0Ms)
A

T =
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Quindi

2 (M + iMy + 100) K 1
_ = = \/2K (2M + M; + M.
@ A M+ iMy + 10, NV2E 1+ M)

Soluzione secondo problema

Domanda 1 L’equazione del moto in direzione radiale si scrive

v? mMrp
m— =
R R2
e d’altra parte per il periodo vale
2R
V= —
T

da cuil

m~4.2x 10"m

1/3
p_ (GMT? V3 (67 % 10711 x 6 x 10% x (24 x 60 x 60)2)
- 472 o 472

Domanda 2 Prima di applicare I'impulso 'energia vale
B L? k
-~ 2mR?2 R

dato che l'orbita é circolare. Inoltre sappiamo che il potenziale effettivo &€ minimo,

d (L2 ky__L* k
dR\2mR?> R/}  mR3} RZ
da cul
L? = kmR

Applicando 'impulso cambiamo il momento angolare di AL = I R. Dato che la velocita
radiale resta nulla la nuova energia vale

(L+1IR)? &k

E = _r
2mR2 R

e per avere un’orbita parabolica deve essere E' = 0. Quindi (supponendo L > 0) otteniamo

(\/W n IR)2 — 2%kmR

I:—(u\/ﬁ)\/@

da cui
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Si puod quindi applicare 'impulso con lo stesso verso della velocita
km
1= (va1) /i
R

I=-(v2+1) %;

oppure in verso opposto

Domanda 3 Applicando il primo impulso si ottiene un’orbita ellittica che deve avere il
perigeo in R e 'apogeo in 2R. Per ottenere questo 1’equazione

(L+LR)? &k
o it S
2mr? r

deve essere verificata in r = R e r = 2R, ossia

(L+0LR)? Kk

B = =LY 2
2mR?2 R
(L+LR)? &

E, = — 7 _ =
SmR?2 2R

Sottraendo membro a membro troviamo

3(L+LR)° Kk _
8 mR? 2R

()

Il secondo impulso deve essere applicato all’apogeo, in modo da ottenere un’orbita circolare
di raggio 2R e quindi un momento angolare

L' =+vV2kmR

da cui

Se vogliamo L’ > 0 abbiamo dunque le due possibilita determinate da
L+ RI; + 2RI, = V2kmR

ossia
1 1 km
A ES
V2 V3V R
mentre se L’ < 0 (I'orbita circolare finale & percorsa nel verso opposto di quella iniziale)
deve essere

L+ RI} + 2RI, = —V2kmR
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e quindi

Riassumendo abbiamo le quattro possibilita in tabella

I I
()R ] () Vi
()R | (s
() VR | () Vi
=RV () Ve

145
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Problema 1 (15 punti)

Un’asta omogenea di lunghezza L, massa m e spessore trascurabile ¢ rigidamente
connessa ad un disco di raggio r e massa m, come in figura. Il disco é vincolato a ruotare
attorno ad un perno fisso passante per il suo centro. Uno degli estremi dell’asta coincide
con il centro del disco. Attorno al disco ¢ avvolto un filo inestensibile di massa trascurabile,
che scorre sul bordo senza strisciare. All’estremita inferiore del filo € sospeso un corpo
puntiforme di massa m. Tutti e tre i corpi hanno la stessa massa. Il tutto &€ immerso in
un campo gravitazionale uniforme di intensita g diretto verso il basso.

1. Assumendo che la sbarra sia inizialmente ferma formando un angolo 6y noto con
la verticale, determinare quali condizioni devono soddisfare i parametri del sistema
(m, L e r) affinché la massa sospesa al filo acceleri verso il basso.

2. Trovare eventuali posizioni di equilibrio stabile del sistema, determinando che
condizioni devono essere soddisfatte dai parametri affinche esistano.

3. Nell’ipotesi che una posizione di equilibrio stabile esista, determinare la frequenza
delle piccole oscillazioni attorno a questa.
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Problema 2 (15 punti)

Secondo una teoria accreditata da un grandissimo numero di pagine web ogni 3600
anni il pianeta Nibiru arriva con la sua orbita in prossimita della terra. Il prossimo
avvicinamento é previsto da alcuni attorno al primo aprile del 2013. Nel seguito si
considereranno solo le interazioni gravitazionali tra la terra e il sole e tra Nibiru e il
sole, per semplicita si considerera la massa di Nibiru uguale a quella della terra, e ’orbita
di quest’ultima circolare e di raggio ar ~ 1.5 x 10''m. Inoltre si supporra che il perielio
di Nibiru e quello della terra coincidano, che le orbite siano nello stesso piano e percorse
nello stesso senso.

1. Sulla base dei dati precedenti calcolate il rapporto tra l’afelio di Nibiru e la distanza
terra-sole.

2. Modellando ’eventuale scontro tra la terra e Nibiru come un’urto istantaneo com-
pletamente anelastico al perielio calcolare la frazione di energia cinetica dissipata
durante 1’'urto.

3. Determinare 'afelio dell’unico pianeta risultante.

Soluzione primo problema
Domanda 1

Il disco ruota soggetto ai momenti di due forze, calcolati rispetto al centro del disco: la
forza peso dell’asta e la tensione della fune:

L
Iw = —5mg sinf + rT (6.4.1)
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dove I ¢ il momento di inerzia del sistema calcolato rispetto al perno del disco. Per ora
non serve calcolarlo. Abbiamo preso come verso positivo per w quello che determina una
rotazione in senso anti-orario. Il moto del corpo appeso al filo ¢ determinato dall’equazione

mi=-mg+T (6.4.2)
dove z & crescente verso 1’alto. Il fatto che la fune non strisci sul disco da il vincolo:
Z=—rw (6.4.3)

Sostituendo nell’Equazione (6.4.1)) e ricavando T" dalla (6.4.2)) si ottiene

Lging—r

Z=mg=——— 6.4.4
g %—Fmr ( )

Il corpo accelera verso il basso se Z < 0, ovvero se

2r
sin 0

(6.4.5)

Domanda 2

Per trovare le posizioni di equilibrio si scrive ’energia potenziale del sistema e si cercano
i minimi. L’energia potenziale ha solamente contributi gravitazionali:

L L L
U=mgz— mgo cos) = —mgrf — mgo cosf = —mg (7‘9 + 5 cos 0) (6.4.6)

dove si ¢ usata la relazione di rotolamento della corda (rf = —Z) e si ¢ omessa una
costante irrilevante. Otteniamo la derivata

d L
dflé’] =mg (—7“ + 3 sin 9) (6.4.7)
che si annulla quando
2r
infh = — 4.
sin 7 (6.4.8)

Esiste soluzione solamente se 2r/L < 1 ovvero L > 2r. In questo caso esistono due angoli
che danno lo stesso seno, uno compreso tra 0 e 7/2 e 'altro compreso tra 7/2 e 7. Per
vedere quali posizioni sono di equilibrio stabile, serve la derivata seconda

d?U L

—— =mg— cosf 6.4.9

a0z ~ "2 (6.4.9)
che & positiva (equilibrio stabile) per 0 < 6., < 7/2 e negativa (equilibrio instabile) per
)2 < Beq < .
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Domanda 3

La frequenza delle piccole oscillazioni si trova ponendo = 6.4 + 0 nell’espressione
dell’energia

1. L
E:%22+5192—mg |:T9—|—2COSQ] (6.4.10)

Sviluppando al secondo ordine si trova

E = %(mr2+1)52—mg [r(95q+5)+§cos(96q+5)}
= % (mr? +1) 6% —myg [r (Beq +9) + gcos Ocqg — gésin%q — 3552 cos Heq] + 0(6?)
1 2 o 1 Lo 2
=35 (mr® +1)0° + imggé c0s B¢q + costante + O(67) (6.4.11)

Il momento d’inerzia rispetto al perno é dato dalla somma dei contributi del disco e
dell’asta (che si ottiene usando il teorema di Koenig):

1, L\? r?2 L2

La pulsazione delle piccole oscillazioni ¢ data infine da

02 é cosleq mg%\ /1 — sin? 0,

I+mr?  m(3r2+1L2)

1
I = Zmr?
2r+

- vV (6.4.13)

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Conosciamo il periodo T' dell’orbita e il perielio. Dalla terza legge di Keplero sappiamo
che

2 2
Ty _ T3
3 = 73
ay  ap

dove a ¢ il semiasse maggiore. Quindi

2/3
anN = <TN> ar >~ 234.9 ar
Tr

Indicati con r_ e r4 il perielio e ’afelio dell’orbita abbiamo

ry+7r_=2a
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e quindi
ry =2any —ar ~ 468.9ar
Domanda 2

Al momento dell’urto le velocita radiali sono entrambe nulle, e si conserva il momento
angolare totale (o anche la quantita di moto nella direzione tangente all’orbita, che &
proporzionale a quest’ultimo). Quindi

Ly=Lr+ Ly

L’energia cinetica immediatamente prima dell’urto é

L2 + L2
B = T+t N
2mrai
e immediatamente dopo 1'urto
5. _ (Lr+Ly)*
! 4mTa%

quindi si ¢ dissipata un’energia

_ 203 +2L% — (Lr + Ln)* _ (Lr — Ly)’

AE

4mTa% 4mTa%
e quindi
AE  1(Ly—Ly)> 1(Lyr—Ly)* 1(1-p)
E; 2 L2+1L1% 2 L2+L1% 2 1+4p?

dove abbiamo indicato con p il rapporto

P—E

Dato che (indicando con Mg la massa del sole)

L2 . GmTMS

E =
2mpr? r_
E — L2 B GmTMS
N QmTrf_ T4

abbiamo

L= VQGMSmZT (2=
+ —_
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e quindi

yGMsmiar — [1(ap+4ry) i1+4689 .

p_\/QGMSmQT ar \[2 V2 4689

r+—+ar

Sostituendo otteniamo

AE 1(1—0.7)2N003
B 214+(07%
; 14 (0.7)

Domanda 3
L’orbita dopo l'urto é definita dal valore delle due costanti del moto, I’energia

(LT + LN)2 _ 2Gmr Mg

FE = 3
dmrai ar

e il momento angolare
L=Lr+ Ly

Il perielio e ’afelio sono soluzioni dell’equazione

L? 2 M L? /1 1 1 1
e ) ()

Amgr? r dmp \r 1y roor_

e quindi, dato che una delle due soluzioni concide com ar, possiamo scrivere per ’altra

L? 11
. . —_E
dmr r ar
cioé
r = - L2 = (LT T LN)2 ar
mrarElsGm2 Msar — (Ly + Ly)”
_ (Lt + LN)2 ar — (Lt + LN)2 ar
SL3 — (Ly+ Ly)?|  Th—2Lwlr =1}
1+ p)?
= 7p§ — 22)_ 1aT ~ 2.7ar
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Problema 1 (15 punti)

Siano due dischi di massa mq e mo e rispettivi raggi rq1, ro > r1. I dischi sono nel
medesimo piano, sono a contatto tra loro e ruotano senza strisciare I’'uno rispetto all’altro
attorno al rispettivo centro. Alla periferia di ciascun disco vi ¢ una molla in direzione
della tangente collegata a un punto fisso con costante elastica k. Ciascuna molla ¢ a
riposo nella configurazione iniziale mostrata in figura.

1. Si calcoli il periodo delle piccole oscillazioni del sistema.

2. Sul disco piu piccolo agisce ora un momento di attrito viscoso M, = —vywy, dove wy
é la velocita angolare del disco pitt piccolo. Si stimi il tempo 71 necessario affinché
Penergia del sistema messo in moto diminuisca di un fattore 2, assumendo che
I’approssimazione di piccole oscillazioni sia valida e che per il fattore di qualita
dell’oscillatore valga @ > 1.

3. Sempre supponendo di rimanere in regime di piccole oscillazioni si applica ora
sempre sul disco piul piccolo un momento periodico N(t) = Ny cos Qt. Quali saranno
le ampiezze angolari di oscillazione dei due dischi a regime?
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Problema 2 (15 punti)

-

z z

A m, { B A m, { B

Una sbarra omogenea di massa m, lunghezza ¢ e dimensioni trasversali trascurabili é
colpita perpendicolarmente a una estremita A da una forza tale che

[ e =1e

con Ir dato. Si consiglia di utilizzare un sistema di riferimento con assi orientati come in
figura, e origine nel centro di massa del sistema.

1. Determinare il moto del centro di massa e dell’estremita opposta B della sbarra
dopo il colpo.

2. Alla sbarra viene saldato un disco di uguale massa e raggio /2. Come si muove
adesso 'estremo B della sbarra e il centro di massa del sistema?

3. Dove ¢ possibile colpire il sistema sbarra+disco, sempre nella direzione perpendico-
lare alla sbarra, per evitare che una parte di esso si muova in direzione opposta?

Soluzione primo problema
Prima domanda

Indicando con 61, 0 gli angoli di cui ruotano i due dischi rispetto alla posizione di
equilibrio abbiamo per il puro rotolamento

O1r1 = —bara
Le equazioni cardinali per i due dischi sono

Ilél = M1 +F7’1
129.2 = M2 +F7“Q

dove F' é la componente tangenziale della forza di contatto che il disco 2 esercita sul disco
1, uguale e opposta a quelle che il disco 1 esercita sul disco 2. Abbiamo indicato con Mj e
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con Ms i momenti applicati esternamente sul sistema. Moltiplicando la prima equazione
per 19, la seconda per r; e sottraendo membro a membro otteniamo

Liroby — Ipri0y = ro My — 11 Mo
e utilizzando il vincolo di puro rotolamento abbiamo
7‘2 .
<[1T2 + 121> 01 = roMy — r1 Mo (6.5.1)
r2
Per quanto riguarda i momenti abbiamo M; = —kr%@l e My = —kr%&z = kriref1, quindi
’r'2 .o
(Il + IQ;) ol = —2]67“%7”291
r

2

La frequenza delle piccole oscillazioni ¢ dunque

_w[)_ 1

2 27

f

ossia, sostituendo i momenti di inerzia,

o wo 1 4k
Cor 2 (m1 + mg)

Seconda domanda

Aggiungendo il momento di attrito viscoso possiamo sostituire nella (6.5.1) M7 = —k1r36; —
~v01 e My = krirs6y, ottenendo

1 . .
5 (’I’)’Ll + mg) T’%Tz@l = —yr9b — 2]{37‘%7"201 (6.5.2)

ossia
él + Fél —i—w%@l =0
con

2y

r=— -1
(m1 + ma) r%

Il fattore di qualita dell’oscillatore & dunque

e dato che
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dove AFE é l’energia dissipata in un periodo abbiamo che dopo n oscillazioni

2\ 1" _2mn
E,=1|1- a Ey~e Q Ej

ossia

Di conseguenza deve essere

_wo
e QT — e—logQ
cioé 0
71 = — log 2
wo

Terza domanda

In questo caso My = —kyr36; —791 + No cos Qt e My = krirqf;. La (6.5.1)) diviene quindi

2
<Il7"2 + IQT1> 0, = —2]@7"%7“201 — rofy + 19 Ny cos Qi (6.5.3)
T2
ossia
0, + 6, + w%@l = AcosQt
con N,
A= 50
1 (m1 +m2)
La soluzione a regime ¢
Aez’Qt
01(t) =R
1®) ew%—QQ—i—z’FQ
cioé un’oscillazione angolare di ampiezza
A

Al =

V(w3 - 02)% 4 202

[’ampiezza angolare per 'oscillazione del secondo disco sara, dalla condizione di puro
rotolamento,

Ay = 24,

™
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Soluzione secondo problema
Prima domanda
Dalle equazioni cardinale otteniamo dopo l'urto

mffcm = IFQ

—_— _’:—7] zZ
12m€ 5 Pz

La prima equazione da direttamente la velocita del centro di massa,

. Ip

Uem = — Y
m

5o 6l .
o oomd

Per la velocita di B abbiamo

Ip . 3I
= Ly-Lzng
m m
o 2p,
- m

Seconda domanda

In questo caso abbiamo
2miem = Ipy

e quindi

dato che il punto B coincide con il centro di massa.

Terza domanda

La seconda equazione cardinale da in questo caso

1 3
<3m€2 + 8m€2> O =xlpz
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dove x ¢ la posizione del punto in cui viene colpita la sbarra rispetto al centro di massa
B. La velocita di un punto di coordinate X, Y appartenente al corpo sara

T = Tum+@A(XE+YE)
Ip . 24 xlp . .
SE s BT vy
ot 17 (X9 —YE)

Per non andare all’indietro dovra essere

Ip 24 x1p
S e 3 N
Yy 2m  17Tme2 T —

se x < 01l caso piu sfavorevole si ha per X = £, ossia

1 24z

R
s e~
da cui
> 176
>
- 48
Invece per x > 0 il caso piu sfavorevole &€ X = —/. In conclusione deve essere
17 17
R S
B2t
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6.6. 19 febbraio 2014

Figura 6.1.: La perla e ’anello considerati nell’esercizio.

Un sistema é costituito da una perla di massa m; infilata in un anello omogeneo di
raggio R e massa my = m1 = m. Il sistema € appoggiato su un piano orizzontale senza
attrito (che coincide col piano dell’anello). Inizialmente il sistema & fermo in un riferimento
inerziale solidale col piano di appoggio. Con un colpo secco si impartisce alla perla un
impulso J con direzione tangente all’anello.

1. Nell’ipotesi che la perla sia saldata all’anello,

a) trovare la velocita del centro di massa G del sistema subito dopo 'urto;

b) calcolare il momento di inerzia del sistema relativo a G, e la distanza di G dal
centro dell’anello;

c¢) determinare il moto del sistema anello+perla nel riferimento che trasla con il

centro di massa.

2. Nell’ipotesi che la perla possa scorrere lungo 'anello con attrito radente con
coefficiente d’attrito dinamico p uguale a quello di attrito statico,

a) trovare la velocita del centro di massa G del sistema subito dopo 'urto;

b) trovare la velocita del centro dell’anello e della perlina subito dopo l'urto, sia
nel sistema di laboratorio che in quello del centro di massa;

¢) trovare la velocita angolare con la quale I’anello ruota attorno al suo centro
subito dopo l'urto;

d) determinare nel centro di massa la velocita a regime del centro dell’anello,
della perlina e la velocita angolare dell’anello attorno al suo centro;

e) detta Frp la forza tangente all’anello che quest’ultimo esercita sulla perla, e
Fy Panaloga forza normale, calcolare il rapporto Fr/Fy.
f) R R

@ 458 versione del 22 marzo 2018



6.6. 19 FEBBRAIO 2014

Soluzione
1.a

Dato che I'impulso trasferito al sistema é uguale alla variazione della sua quantita di
moto abbiamo
(m1+ma)vg =J
e quindi
J

Y6 = S

1.b

Ponendo il centro dell’anello nell’origine e la perla sull’asse x (z > 0) abbiamo

_0m2+Rm1 _R

el
mi + mo 2

Questa ¢ anche la distanza cercata. Per calcolare il momento di inerzia sommiamo il
contributo dell’anello a quello della perla,
R\ 2
Iperla +my <2>

R 2
IG = [Ianello + mg <2>

dove Iyneiio = maR? e Iperia = 0 sono i momenti di inerzia dei due corpi rispetto al loro
centro di massa e si € utilizzato il teorema di Steiner. In conclusione

+

R? R? 3
I = [ngQ + m24] + [m14] = §mR2

1l.c

Il sistema é un unico corpo rigido. Dato che dopo 'urto non ci sono forze e momenti
esterni si conserva sia la quantita di moto totale che il momento angolare. Quindi il centro
di massa si muove a velocita costante ed il sistema di riferimento che trasla con esso é
inerziale.

Il momento angolare del corpo nel sistema del laboratorio dopo I'urto é uguale all’im-
pulso angolare di J. Scegliendo il polo nel centro di massa abbiamo

R RJ

e quindi
2l © 3mR ~©

Nel sistema del centro di massa il corpo ruotera attorno ad esso con questa velocita

w =

angolare.
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2.a

Valgono le stesse considerazioni fatte al punto [I.a] quindi

YT om

2.b
Consideriamo prima di tutto il sistema del laboratorio. Durante 'urto J ¢ applicato alla

perla, ed é I'unica forza impulsiva. Quindi la perla avra dopo I'urto una velocita

vp = —
m
Sull’anello non ¢ applicata invece nessuna forza impulsiva, quindi immediatamente dopo
I'urto la velocitd del suo centro sara

v4=0

Dato che il centro di massa si muove con la velocita precedentemente determinata,
avremo in un sistema di riferimento che trasla con esso

R )
p=7F om  2m
J J

/
:0—7:—7
va 2m 2m

2.c

Dato che nessun impulso angolare ¢ applicato all’anello durante 1'urto avremo
w=w =0

2d

Nel sistema del centro di massa abbiamo la situazione in Figura [6.2]
In ogni istante il centro del disco e la perla si trovano in posizioni opposte relativamente
al centro di massa, e compiono un moto circolare con velocita rispettivamente
R.
vp = fQT
2
vy = —Up
dove T ¢ il versore tangente all’anello nel punto in cui si trova la perla.
Al tempo stesso I’anello ruota su se stesso con velocita angolare w. La velocita dell’anello
nel punto a contatto con la perla sara

Vo = —?9’7‘ +wRT
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y

Figura 6.2.: Il sistema in rotazione.

Fino a quando la velocita relativa tra anello e perla é diversa da zero 'attrito dissipera
energia. A regime dovremo avere percid v, = vp ossia

0=w

Il sistema sara equivalente quindi all’unico corpo rigido considerato nella prima parte del
problema, e quindi

J
= — 6.6.1
w 3mR ( )
v —597' = —ir
AT 79T Tom
v i
P = om

Alternativamente si poteva dire subito che, a regime, il sistema si muove come un
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unico corpo rigido. Quindi la velocita di P é data semplicemente, in qualsiasi sistema di
riferimento, da
vp—vg=wA(P—-G)

Nel centro di massa vg = 0, e v4 segue di conseguenza.

2.e

Dato che il centro di massa dell’anello si muove di moto circolare, la forza totale su di
esso lungo la direzione radiale indicata dal versore n in Figura [6.2] sara

2

v
Fy=m—%
N mR/Qn

Se la velocita relativa tra perla e anello ¢ diversa da zero, avremo anche la forza di attrito

dinamico
U2

A
T =
Rri2T —H
dove abbiamo supposto la velocita dell’anello nel punto di contatto in direzione 7 minore
di quella della perla. Il rapporto richiesto € in questo caso

R .
Fr = pugm deHQT

Fr
Fn Hd
A regime la velocita relativa tra perla e anello & zero. Come prima
2
v
Fy=m—-4n
NTR)2

ma dato che 'accelerazione tangenziale deve essere nulla sara
Fr=0

ovviamente compatibile con la condizione

[Fr| < pis |F x|
Quindi in questo caso
Fr
= = 0
Fn

2.f

Scriviamo le equazioni del moto. Per il moto del centro dell’anello nella direzione 7
abbiamo durante il transiente

R. R .,
—m§9 = ,udm§9
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e quindi . .
0 = —pgb?
Inoltre il momento angolare totale del sistema si conserva, e quindi
R?. R? . 9 JR

I primi due termini sono rispettivamente il momento angolare della perla e del centro
di massa dell’anello. L’ultimo ¢ il momento angolare dell’anello rispetto al suo centro di
massa. Troviamo quindi

J 1.
=——-0 .6.2
YT omR 2 (6.6:2)
Integriamo P'equazione del moto: ponendo 8 = w abbiamo
dw
= / Hadt
cioé
o
w(t) w@(0) fd
ossia, tenendo conto che w(0) = (0) = J/(mR)
: v
0(t) = m
( ) 1+ #,U/dt

e per la velocita angolare dell’anello quindi vale, usando I'Equazione (6.6.2))

oo mmHat
2mR \ 1+ ~Lopgt

Si puo osservare che, al crescere di ¢, a causa dell’attrito la velocita angolare dell’anello
w(t) aumenta, mentre diminuisce quella del corpo 6(t). Il transiente termina quando
0 = w, cioé quando

1= ——pgqt
2mRud
ossia
. 2mR
J1a
Sostituendo troviamo
g J
w = = —
3mR

in accordo con quanto determinato al punto (Equazione (6.6.1))).
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Figura 6.3.: Il modello di motocicletta considerato nel problema.

Un motociclista parte con la sua motocicletta, su una strada rettilinea e pianeggiante,
con una accelerazione costante di modulo a, senza provocare impennate e senza causare
slittamenti delle ruote. Si consideri il motociclista e la motocicletta, tranne le ruote, come
un unico corpo rigido di massa M e centro di massa nel punto G posto ad una altezza
h dal suolo. Il segmento che congiunge i centri delle due ruote é lungo L; la verticale
passante per G lo divide in due parti di cui quella anteriore é doppia di quella posteriore.
Le due ruote hanno ugual raggio r e massa m concentrata sul bordo.

Dati numerici: @ = 5ms~2 (0 — 100km/h in 5.6s), M = 246kg, m = 2kg, h = 75cm,
L = 130cm, r = 30cm.

Determinare:

1. le forze di attrito radente che il manto stradale esercita sulle ruote;

2. il momento delle forze che il motore esercita (per mezzo della catena) sulla ruota

posteriore, rispetto al centro di questa;
3. le forze normali (verticali) che il manto stradale esercita sulle ruote;
. Paccelerazione massima consentita perché la motocicletta non si impenni;

D00
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5. quali limiti devono rispettare i coefficienti d’attrito affinché la motocicletta possa
arrivare a impennarsi;

6. se le forze che trasferiscono quantitd di moto e quelle che trasferiscono energia
(cinetica) alla motocicletta siano interne o esterne e la potenza complessiva che esse
forniscono;

7. le forze che il telaio esercita sugli assi delle ruote;

Facoltativamente si diano i valori numerici delle grandezze fisiche richieste nelle domande
precedenti.

Soluzione

B
Fp.e
{;/.U

Fp.é,

Figura 6.4.: Le forze esterne (in rosso) che agiscono sulla bicicletta.

Scegliamo come sistema di riferimento (inerziale) quello solidale alla strada e, come
sistema di coordinate cartesiane, uno che abbia I’asse x orizzontale con la stessa direzione
e verso del moto della motocicletta, ’asse y perpendicolare al piano della figura e verso
entrante e l'asse z verticale e rivolto verso l’alto. Siano inoltre F'p e F 4 le forze (esterne)
esercitate dal manto stradale rispettivamente sulla ruota posteriore e su quella anteriore
(Figura . Le componenti Fp, e F, corrispondono alle forze di attrito, mentre le
componenti Fp, e F4, costituiscono le forze vincolari normali.

Un’altra, e ultima, forza esterna alla motocicletta ¢ la forza peso P = — (M + 2m) ge,
data dalla somma del peso Py di M, e di quello P 4 e P p della ruota anteriore e posteriore.

La prima equazione cardinale della dinamica applicata all’intera motocicletta é:

Fp+FA+P:(M—|—2m)a (6.7.1)

dove a = aeé, ¢& 'accelerazione del suo centro di massa G, coincidente con quella di G e
di ciascuno dei centri delle ruote.

Nel seguito prenderemo spesso in considerazione separatamente le due ruote e il corpo
rigido M di massa M costituito dal motociclista e dalla motocicletta senza le ruote.

Se le ruote non slittano, le reazioni tra le loro velocita angolari w = weé, le velocita
lineari v = ve, dei loro centri sono date da

v=wA(re,)
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da cui
v =wr

Derivando otteniamo la relazione tra accelerazioni,

a = Qar

dovea=0¢ a=uw.

Domanda 1

Figura 6.5.: Le forze esterne (in rosso) e i momenti esterni (in verde) che agiscono sulla
ruota anteriore e posteriore.

Consideriamo le forze che agiscono sulla ruota anteriore (Figura : abbiamo la forza
peso P4, la forza esercitata dall’asse F'1 e la forza F 4. Di queste solo 'ultima ha un
momento diverso da zero rispetto al centro della ruota. Possiamo dunque scrivere la
seconda equazione cardinale della dinamica per la ruota anteriore:

Ioey, = —re, NFy = —Fy,re,

2

Dato che I = mr® e a = a/r otteniamo

Fap, = —ma

Consideriamo adesso la prima equazione cardinale di tutta la bicicletta. Prendendo la

componente x otteniamo
Fpp + Fpy = (M +2m)a

e quindi
pr = (M + Sm) a

Si noti che la forza d’attrito sulla ruota anteriore € rivolta nel verso opposto a quello del-
'accelerazione (potremmo chiamarla forza resistente), mentre quella sulla ruota posteriore
¢ rivolta nel verso dell’accelerazione (potremmo chiamarla forza motrice).

Con i dati numerici del testo:
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Fyp = —10N
Fp, = 1260N

Si noti la grande differenza numerica (due ordini di grandezza) tra i moduli delle due
forze.

Domanda 2

Scriviamo ora la seconda equazione cardinale per la ruota posteriore, usando come polo
il centro della ruota. Rispetto al caso della ruota anteriore, qui entra in gioco anche il
momento delle forze K = Ke, (Figura che esercita il motore.

Anche in questo caso la forza peso Pp e la forza Fo esercitata dall’asse non hanno
momento (per la precisione I’asse esercita una serie di forze, di cui F'9 ¢ la risultante, ma
il momento esercitato dall’asse & in ogni caso trascurabile se lo ¢ 'attrito - per esempio
per la presenza di cuscinetti a sfera - e quindi tutte le forze sono essenzialmente radiali).

Il momento meccanico risultante ¢ 79 = (K — rFp,) &, e 'equazione cardinale

T2 = lae,

2

Proiettando sull’asse y e risolvendo (ancora una volta I = mr® e a = a/r) otteniamo

K =(M+4m)ra

Numericamente:
K = 381Nm

Domanda 3

Applichiamo la seconda equazione cardinale alla motocicletta nel suo complesso, ruote
incluse.

Calcoliamo per prima cosa il momento delle forze 7 risultante sulla motocicletta, rispetto
al polo mobile G. Le forze esterne da considerare sono F 4, P4, Fp, Pp e la forza peso
Py su M. Il momento di Py rispetto a G € nullo. Considerando i bracci di ciascuna delle
altre forza, il momento meccanico complessivo vale

2 2 1 1
T = <—hFAx — gLFAz + ngg — hFp, + gLFAz — 3ng> ey

1 1
= {3L (Fa, —2Fp,) — h(M +2m)a+ 3ng] éy
Il momento angolare J rispetto al polo GG, se la moto non si sta impennando e quindi
M sta semplicemente traslando con velocita v, riceve contributi (identici) solo dal moto
delle due ruote:

J =2[mr*w— (h—r)mu] &,
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La seconda equazione ¢ dunque
r=J+vgA(M+2m)v=J

che proiettata sull’asse y fornisce

1 1
gL(FPz —2Fy,) —h(M +2m)a+ ngg =9 mﬂg —(h=7) ma}

Questa equazione insieme alla proiezione nella direzione z della prima equazione cardina-

le (6.7.1) danno il sistema

h
Fp, —2F4, = 3M~a + 12m—a — mG
I I
Fp,+Fy,=(M+2m)g

la cui soluzione fornisce:

2 h r
Fp, = <3M + m> g+ <LM + 4Lm> a (6.7.2)
1 h T
Valori numerici:
Fp, = 2347TN

Fy, = 105N

Domanda 4

Il vincolo monolaterale costituito dalla strada richiede che le equazioni scritte siano valide
solo alle condizioni Fp, > 0 e F4, > 0. Dalle equazioni (6.7.2)) e (6.7.3]) segue che deve

essere . 5,
,
—M — =M +4— >0
< 3 + m) g ( I + Lm> a
da cui si ricava immediatamente il valore massimo a,,q, dell’accelerazione:

1L (M + 3m)
Amaxr = g hM+4ng (674)

Numericamente
Amaz = 5.73ms >
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Per m < M la (6.7.4)) pud essere approssimata da

1L
max = 5 675
a 379 (6.7.5)

che evidenzia I'importanza di mantenere basso il baricentro della motocicletta.
Una moto da corsa pud raggiungere accelerazioni di 8ms~2, infatti in gara spesso la
ruota anteriore si solleva in fase di accelerazione dopo una curva.

Domanda 5

Nel limite a — g si ha Fay — —Mmamas € Fa, — 0, per cui il rapporto |Fa,/Fa,| — o0
e, qualunque sia il coefficiente di attrito statico, la ruota anteriore perde aderenza e inizia
a slittare. Per accelerazioni prossime a quella di impennata, quindi, le equazioni precedenti
non sono pitl esatte e vale la pena considerare ’approssimazione della , conm <K M.
In questa approssimazione, dalla soluzione della prima domanda e dalle e ,
si ha:

Fpr ~0

1 h
Fyp, ~ gMg—zMa
sz ~ Ma

2 h
Fp, ~ gMg—}—ZMa

Perché la ruota posteriore non slitti, bisogna che il coefficiente di attrito statico us soddisfi
alla disuguaglianza:

1 > F‘pm _ a _ 1 > 1
S TR TR TR R P
da cui, sostituendo la , si ricava,
1L
SREEN

Nel nostro caso numerico: pg > 0.58.

Domanda 6

Le forze che trasferiscono quantita di moto devono necessariamente essere esterne. La
forza peso é compensata dalle forze vincolari normali alla strada; le forze responsabili
dell’incremento della quantita di moto sono quelle di attrito e, in particolare, quella agente
sulla ruota posteriore Fp,; infatti F'4, ha un modulo assai minore di Fp, e comunque
tende a diminuire la quantita di moto.
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Le forze esterne non fanno lavoro: infatti sia F'p che F 4 sono applicate a punti istanta-
neamente in quiete, e le forze peso sono applicate a punti che si muovono orizzontalmente.
Le forze che fanno lavoro sono quindi interne: si tratta delle forze applicate dal motore.

La potenza complessiva W si ottiene dalla derivata temporale dell’energia cinetica F,:

. d |1 1
W:EC:% 5(M—|—2m)v2+2§lw2

— (M + 2m) va + 2mr’—a
T
= (M + 4m)va

da cui si puo ricavare I’andamento temporale della potenza sviluppata dal motore nel
tempo:

W(t) = (M + 4m) a*t = Wt

La potenza deve crescere linearmente nel tempo. Poiché la potenza massima del motore é
limitata, essa determina un limite temporale al mantenimento di un’accelerazione costante,
anche senza prendere in considerazione le altre limitazioni tecniche.

Nel nostro caso, il coefficiente con cui cresce la potenza vale: W = 6350Ws™?

Si noti che le potenze massime W4, di moto GP possono raggiungere i 150kW. Nel
nostro caso questa potenza massima corrisponderebbe a un tempo massimo di accele-
razione costante tyer = Winas/ W ~ 24s e a una velocita massima Umaz = Olmar =
118ms~! ~ 425km/h. Inoltre, in questo modello semplicistico, la velocita massima puo
addirittura crescere senza limiti al decrescere dell’accelerazione a, cosa ovviamente del
tutto irrealistical

I valori reali sono minori dei precedenti: le velocitd massime si aggirano sui 360km/he,
generalmente, le curve di accelerazione mostrano che 1’accelerazione diminuisce con
continuita al crescere della velocita.

Sorprendentemente, se usiamo il valore a = dymq; = 5.73ms ™2 trovato nella risposta
alla domanda 4, otteniamo t,,4, = 18s € vUpyq = 370km /h, che sono valori piuttosto vicini
alla realta.

Domanda 7

Trascurando le masse degli assi, le forze che il telaio esercita sugli assi sono uguali alle
forze F'1 e F'9 esercitate dagli assi sulle ruote. Per quanto riguarda la ruota anteriore, la
prima equazione cardinale applicata alla ruota fornisce

Fi+P,+F4=ma

da cui
Fi=ma—mg— Fyu
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proiettando questa equazione sugli assi x e z e sostituendo i valori gia calcolati delle altre
quantita:

Fi. = 2ma

1 h r
F, = —§Mg+ (LM+4Lm> a

Per quanto riguarda la ruota posteriore, considerando che F'; e F'5 sono opposte alle
rispettive forze che gli assi esercitano sul telaio (terza legge di Newton), la prima equazione
cardinale applicata a M fornisce:

—F2+P0—F1:Ma

da cui
FQZPO—Fl—MCL

proiettando questa equazione sugli assi x e z e sostituendo i valori gia calcolati delle altre
quantita otteniamo

F,, = —Ma—-2ma
2 h r
Fy, = —§Mg — (LM-|—4Lm> a
Numericamente
Fi,. = 20N
Fi, = —85.3N
Fy, = —1250N
Fy, = —2327N
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Un disco rigido omogeneo di massa M e raggio R si muove su
un piano verticale ed é vincolato a rotolare senza strisciare
su una guida orizzontale. Al bordo della ruota ¢é rigidamente
unito un punto materiale P di massa m (vedi Figura .
All’istante iniziale la ruota é abbandonata ferma nella con-
figurazione in cui P si trova alla stessa quota del centro O
della ruota.

1. Calcolare I'energia cinetica della massa m in funzione Figura 6.6.:
dell’angolo ¢ che definisce la posizione della massa m sul
bordo della ruota, rispetto alla linea orizzontale passante per il centro (vedi Figura .

2. Calcolare la velocita angolare w del sistema in funzione dell’angolo ¢.

3. Si collega al centro O del disco una molla di massa
trascurabile e costante elastica k. L’altro estremo é fissato in
modo che la molla risulti orizzontale e non deformata nella K
configurazione iniziale che prevede la massa m alla stessa
altezza del centro O, come mostrato in Figura [6.7 Determi-
nare il valore di k£ affinche’ il sistema compia esattamente
1/4 di giro prima di invertire il suo moto. Figura 6.7.:

4. Il disco viene ora posto su di un piano di lunghezza 2/
con ¢ = 2mn R, inclinato sull’orizzontale di un angolo «. Il piano presenta per la meta in
alto una superficie ruvida, per la meta in basso una superficie liscia. Si consideri il caso
m = M. In Figura[6.§ la posizione generica del sistema ¢ individuata dalle coordinate x
del centro del disco e dall’angolo ¢ per il punto materiale. Nel punto piu alto del piano la
massa € nel punto piu alto del disco (¢ = 0). L’attrito statico p tra il disco e la prima meta
del piano inclinato € tale che il disco possa solo rotolare senza strisciare. Limitatamente al
primo tratto (ruvido) del piano inclinato, e tenendo conto della condizione di rotolamento
puro, rispondere alle seguenti domande:

4.1 Determinare I’andamento dell’energia potenziale del
sistema U(¢). p

4.2 Determinare la condizione per cui si hanno punti '
di equilibrio stabile.

4.3 Determinare almeno una posizione di equilibrio
stabile.

4.4 Calcolare il minimo valore del coefficiente d’attrito
statico p che consenta di avere la posizione di equilibrio.

5. Si lascia libero il disco da fermo, nella posizione iniziale
xg = 0, ¢o9 = 0; si supponga anche che I'angolo « sia tale che
il disco non si stacchi mai dal piano. Il disco viene lasciato Figura 6.8.:
scendere fino alla fine del piano inclinato.

5.1 Determinare lo stato di moto (velocita di traslazione v; e rotazione w;) del
sistema a meta del piano inclinato.
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Soluzione

Domanda 1

L’energia si conserva, e si pud scrivere come somma della energia del disco e della massa.
Per quanto riguarda il disco possiamo scrivere

1 . 3 .
Ep = §I¢2 = ZMR%2

dove abbiamo utilizzato la condizione di puro rotolamento per scrivere tutta l’energia
cinetica come energia dovuta alla rotazione attorno al punto di appoggio. Abbiamo inoltre
omesso l’energia potenziale gravitazionale, perché é una costante indipendente da ¢. Per
quanto riguarda il punto materiale abbiamo

Ep = %md2<{>2 — mgrsin ¢ = mR? (1 —sing) gz§2 — mgRsin ¢

dove d = 2R?(1 —sin ¢) ¢ la distanza tra il punto e il punto fisso. Ponendo I'energia totale
uguale al suo valore iniziale abbiamo

K —mgRsing =0

dove l'energia cinetica vale

K= ZMR2 +mR2(1 —sin ¢) | ¢

e quindi
mgR sin ¢

SMR? + mR%(1 — sin ¢)

3=

Possiamo adesso calcolare 'energia cinetica della particella:

mgR(1 — sin ¢) sin ¢
1+ %% — sin ¢

Kp =mR2(1 —sin¢)¢? =

Domanda 2

Dato che w = —é abbiamo
32 2 - 2 .
ZMR +mR*(1 —sin¢) | w* = mgRsin ¢

da cui, scegliendo opportunamente il segno,

Y 9 4m sin ¢
B R3M + 4m(1 — sin ¢)
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Domanda 3

Aggiungiamo all’energia determinata precedentemente ’energia potenziale della molla.
Tenendo conto che possiamo scrivere l'allungamento di quest’ultima come A¢ = R¢

abbiamo
3

E=|=
4

: k
MR? + mR?(1 —sin¢)| ¢* — mgRsin ¢ + §R2¢2

Ponendo l'energia iniziale uguale a quella finale, se nella configurazione finale ¢ = 0
(punto di inversione) abbiamo

.ok 27r2
—ngsm§ + §R il 0
da cui
8mg
k= —2
Rr?
Domanda 4.1

Rispetto all’energia potenziale determinata precedentemente, dobbiamo tenere conto
che sia il punto materiale che il disco hanno uno spostamento verticale addizionale di
Ah = —Rypsin a, da cui ponendo M = m abbiamo

‘ U(p) = mgR (cosp — 2psin «) ‘

Domanda 4.2

Per avere equilibrio stabile deve essere dU/dp = 0 e d*U/dgp? > 0. Dai calcoli segue che

i;g = —mgR (siny + 2sina) =0
d2
dgbg = —mgRcosy >0

La prima equazione ha soluzioni sono se
-1 < 2sina<1

che nell'intervallo 0 < o < 7/2 significasin a < % e quindi

<7r
o< —
6
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Domanda 4.3

Le soluzioni si ripetono con periodo 27. Nell’intervallo —m < ¢ < 7 abbiamo

¢ = —arcsin (2sin «)

@ = —m + arcsin (2sin «)

. La soluzione stabile & quella con cos ¢ < 0, cioé la seconda. Abbiamo in conclusione

Peqg = arcsin (2sina) + (2k — 1) 7

Per una derivazione geometrica vedere la Figura [6.9] Dall’'uguaglianza dei tratti in verde
segue che

gsin(go—w) = Rsina

e quindi si ottiene nuovamente la relazione sin ¢ 4+ 2sina = 0 determinata precedente-
mente.

Domanda 4.4

Figura 6.9.: Determinazione geometrica della posizione di equilibrio. Prendendo come
polo il punto di contatto con il piano, la somma dei momenti delle forze deve
essere nulla. Dato che le forze di contatto hanno braccio nullo, lo stesso deve
valere anche per la forza peso applicata al centro di massa. Quindi il centro
di massa deve essere sulla verticale del punto di contatto. In rosso € indicato
I’angolo ¢ — 7, in blu 'angolo a.

Nella condizione di equilibrio la somma delle forze deve essere nulla. Prendendo le
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componenti perpendicolari e parallele al piano abbiamo

N —2mgcosa =0
Fqg+2mgsina =0

Dato che deve essere |F4| < uN troviamo
2mgsina < p2mg cos o

e quindi

Domanda 5.1

Usiamo la conservazione dell’energia. A meta del piano inclinato il disco ha fatto un
numero intero di giri, quindi la variazione dell’energia potenziale ¢&

AU = —2mgR (27n) sina

Per I'energia cinetica finale abbiamo quindi Ky = —AU, dato che inizialmente K = 0.
Ma

113
Ky = 5 [2+2(1+Cosa)] mR%w?

8mnsina g
wp=—y|+——mmm=
! %+2cosaR

Dalla condizione di puro rotolamento segue che

3 :
S L L
5 t+2cosa

e quindi
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Primo problema

M, L

M,

P

Figura 6.10.: L’anello sospeso dalla sbarra.

Un anello di massa Ms, raggio R e spessore trascurabile é sospeso tramite una sbarra
di massa My, lunghezza L e larghezza trascurabile. All’interno dell’anello si trova un
cilindro di massa m e raggio r < R, posto nel punto pit basso. La sbarra e 1’anello sono
solidali, il cilindro é vincolato ad un moto di rotolamento puro rispetto all’anello.

1. Se la sbarra é fissata rigidamente al soffitto, calcolare la frequenza delle piccole
oscillazioni del cilindro nell’anello.

2. Il cilindro ¢ ora fissato all’anello nel punto P. Calcolare, per il sistema formato da
anello, sbarra e cilindro la posizione del centro di massa e il momento d’inerzia rispetto
all’asse passante per il punto O e perpendicolare al piano della figura quando la sbarra
sia perfettamente verticale e il cilindro nella posizione piu bassa dell’anello.

3. Il sistema con il cilindro fissato all’anello nel punto P viene lasciato libero di oscillare
attorno ad O. Calcolare il periodo delle piccole oscillazioni del sistema.

Secondo problema

Un punto materiale ¢ libero di muoversi vincolato ad una superficie curva (un “imbuto”)
descritta in coordinate cilindriche dall’equazione z = —kp~™® con « > 0, in presenza di
un campo gravitazionale —g2Z.

1. Scelte come coordinate p e ¢ scrivere I’energia cinetica e ’energia potenziale. De-
terminare il potenziale efficace Ueg, in modo da poter scrivere I’energia meccanica totale
nella forma E = LM (p)p? + Uesr(p), dove M e Uegr sono opportune funzioni.

2. Trovare il periodo dell’orbita circolare in funzione del suo raggio.
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%
Q)

Figura 6.11.: Rappresentazione della superficie sulla quale avviene il moto.

3. Partendo da una condizione iniziale in cui gZ) = 0, dire per quali valori di « il punto
materiale puod cadere nel centro dell’imbuto, giustificando la risposta.

Soluzioni

Domanda 1.1

Utilizzando come coordinata ’angolo 6 tra la verticale e il segmento che congiunge il
centro dell’anello e il centro del cilindro possiamo trovare il legame tra 6 e la velocita
angolare w del cilindro calcolando in due modi diversi la velocita del suo centro di massa.
Dato che il moto é circolare con raggio R — r abbiamo

Vem = (R —1)0
ma d’altra parte dato che il punto di contatto tra cilindro e anello € in quiete

Vem = —TW
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da cui
R\ -
w=|[1-=—)40
r
Possiamo adesso scrivere ’energia nella forma

1
E = 5 <;mr2> w? —mg(R —r)cosf

ciog, sostituendo w e approssimando per piccole oscillazioni cos = 1 — §%/2

1(3 R\, 1 )
E—2(2mr><1—r> 6 —|—§mg(R—r)0

Questa ¢é I'energia di un oscillatore armonico con

1 mg(R—r) 1 [2 g
"oy () (- T 23R

Domanda 1.2

La distanza del centro di massa del sistema da O & data da

e ML+ My (L+R)+m(L+2R—r)
B My + My +m

e per il momento di inerzia

1 L\?
I=|=ML*+M (=
[12 1L+ 1<2>

1
+ [2mr2 +m (L +2R— 7’)2]

+ | MaR? + M3 (L + R)?|

Domanda 1.3
Abbiamo un pendolo fisico, la cui energia vale
1 .,
E = §I¢ — Mgdcos ¢
dove ¢ ¢é I'angolo tra la verticale e la sbarra, d ed I i valori della distanza tra centro di
massa e O e del momento di inerzia calcolati precedentemente e M = M + Ms +m la

massa totale. Per piccole oscillazioni a meno di una costante irrilevante

1., 1
E = 51¢>2 + §Mgd¢2
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e quindi

Domanda 2.1

Per ’energia cinetica abbiamo in generale, in coordinate cilindriche,

1 . .
K =gm (p2 + 07 + 22>

Imponendo il vincolo di appartenenza del punto materiale alla superficie deve essere

k
z = _pia
e quindi
da cuil

1 KN 5 90
(O

Per il potenziale similmente
mgk

Qo

U=mgz=—

La componente z del momento angolare si conserva: infatti sia la forza peso che la
reazione vincolare della superficie non hanno componenti €4, cioé¢ F' = Aé, + Bé, mentre
7= 2€, + pé,, di conseguenza il momento

FAF = (26, + pé,) A (Aé, + Bé,) = (Bz — Ap) ég
non ha componenti verticali. Dato che
L,= mp2<Z;

possiamo scrivere

P O Y
2

p2a+2 P+

e quindi
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Domanda 2.2

L’orbita corrisponde al minimo del potenziale efficace. Quindi deve essere

dUcsy B LE amgk 0
dp - mp3 pa-i-l -
da cui
o am?gk
Li=—
ma )
Lz — m2p4¢2 _ 47_‘_2,',n2p4ﬁ
e quindi
T =27 P
agk
Domanda 2.3

Dato che (b # 0 avremo L, # 0. La caduta nel centro é possibile solo se il potenziale
efficace non tende a +oco per p — 0. Abbiamo

L? k
lim —*- — TIT — oo
p—0 2mp pe
se @ < 2 oppurese o =2 e
L? > 2m’gk

In tutti gli altri casi la caduta nel centro ¢ possibile.
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Problema 1 (15 punti)

4

— O~

Nel cilindro di sezione S in figura sono contenute n moli di un gas perfetto monoatomico,

e la molla che collega il setto mobile al fondo ha lunghezza a riposo nulla ed esercita una
forza di richiamo di modulo

F = k™ (7.1.1)

dove £ & 'allungamento. Inizialmente il sistema & all’equilibrio, ad una temperatura Tg, e
all’esterno del cilindro c’¢ il vuoto.

1. Determinare la legge che lega la pressione del gas al suo volume.
2. Si fornisce al sistema una quantita di calore d@). Determinare la capacita termica.

3. Calcolare il massimo lavoro che € possibile estrarre dal sistema avendo a disposizione
un bagno termico di temperatura T < Tj.

Problema 2 (15 punti)

Un recipiente cilindrico di sezione S € riempito fino ad una altezza hq di acqua, per la parte
rimanente di vapore saturo. Sul fondo € praticato un foro di sezione S7; < 5, collegato ad
una conduttura che nel tratto finale riduce la sua sezione a Sy < S7. Fornendo calore al
sistema, si mantiene la pressione del vapore ad un valore P. Nella conduttura si innesta
un cilindro verticale aperto M, come in figura. I diametri della conduttura sono tutti di
dimensioni trascurabili rispetto ad hq.

M
Futm

n

S1 v

o 0?
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1. Che altezza ho raggiunge l'acqua nel cilindro M se l'apertura di sezione Sy &
mantenuta chiusa?

2. Si apre adesso la conduttura, e in breve tempo si raggiunge lo stato stazionario.
Calcolare la nuova altezza ho del liquido in M e la velocita con la quale 'acqua
esce dalla conduttura.

3. Detta V la velocita calcolata al punto precedente, dire quanto calore é necessa-
rio fornire al sistema per unitd di tempo per mantenere le condizioni stazionarie.
Indicare con A il calore latente di evaporazione e con py la densita del vapore.

Soluzione primo problema
Domanda 1

La pressione del gas deve equilibrare la forza che la molla applica al pistone, quindi

F ke ko
P=%="o=gmaV" (7.1.2)

Domanda 2

Abbiamo
dQ = dU = ncydT + ke*dl (7.1.3)
= neydT + Sﬁa Vedv (7.1.4)
d’altra parte
p="_ e (7.1.5)
cioe (l4a)
<];> (7.1.6)
¢ “a/(14a)
av = - (71”150[) <”};T> dr. (7.1.7)
Sostituendo otteniamo
dQ = CdT = |ney + Sl’ia s@ (”]:T>a/(l+a) - gi‘ga) <"];T>a/(l+a) AT (7.1.8)
quindi
C:ncv+n(1+a). (7.1.9)
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Domanda 3

Ponendo uguale a zero la variazione di entropia del sistema abbiamo

T 1/(1+a)
AS = %+ncvlog1f§+nmog (;g’) =0 (7.1.10)
da cui R T
D’altra parte
T R
0
e quindi
To
W = — =  E— To—Tp) —Tplog —| . 7.1.13
Q1 — Q2 n(0v+(1+a)>[( 0o—Tg) BOgTB] ( )

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Dato che la pressione sul fondo é la stessa ovunque deve essere

P + pgh1 = Pym + pghe (7.1.14)
e quindi
P— Pa m
h2:h1+7t. (7.1.15)
Py

Domanda 2

Detta V; la velocita nel tratto di sezione S7 dal teorema di Bernoulli segue che
| L 9
P+ pgh1 = Patm + papghz + §pV1 = Patm + §pV (7116)

e dalla conservazione della massa

SV = S,V . (7.1.17)
Risolvendo abbiamo
)
¢ 52 _ 62
P — P + pgh -
By — ¢ tm ¥ P9 21)( 1—5) (7.1.19)
pgST
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Domanda 3

Dato che la sezione S & molto grande possiamo considerare h; costante. Man mano che
il liquido defluisce é necessario rimpiazzarlo con nuovo vapore saturo, per mantenere
costante la pressione P. La massa di vapore da creare per unita di tempo é

vaSQ (7.1.20)

che corrisponde alla massa di liquido da far evaporare. Quindi

d
7? = AvaSQ . (7.1.21)
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Problema 1 (15 punti)

La sbarra OA in figura, di lunghezza ¢, viene mantenuta in rotazione attorno ad un
suo estremo con velocita angolare constante w. All’estremo opposto € incernierata una
sbarra di AB identica lunghezza e massa m. Il moto avviene in un piano orizzontale senza
attrito.

1. Si conserva il momento angolare totale del sistema rispetto al polo O7 E rispetto
al polo A?

2. Per quali condizioni iniziali il punto B, si muove di moto circolare uniforme (nel
sistema inerziale)?

3. Se all’istante iniziale le due sbarre sono allineate, dire per quali velocita vg(t = 0)
dell’estremo B questo riesce a compiere (nel sistema rotante con OA) un giro
completo.

Problema 2 (15 punti)

Un corpo di capacita termica costante C si trova inizialmente ad una temperatura 77 .
In un recipiente separato si trova invece una massa m di ghiaccio ad una temperatura
TQ’O.

1. Si pone il recipiente in contatto termico con il corpo. Per quale temperatura minima
7™ il ghiaccio si scioglie completamente?

2. Calcolare, per T1 o > T {flom, la temperatura finale delline sistema e la variazione di
entropia dell’universo.

3. Se lo scambio di calore avviene per mezzo di una macchina termica reversibile
calcolare nuovamente 7775".
b
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Soluzione primo problema
Domanda 1

Se in O viene applicato al sistema un momento M (t), questo sviluppera una potenza
W =M (t)w

di conseguenza il momento angolare rispetto ad O e I’energia varieranno nel tempo secondo
le leggi

dE
E Mw
dLo
o - M
dt

Da queste equazioni segue che

d
L E—wLly) =0
g (P —wlo)

cioé E —wLp é una costante del moto. Indicando con # ’angolo tra le direzioni delle due
aste (0 = 0 corrisponde al caso in cui AB ¢ il prolungamento di OA) possiamo scrivere

TP | 2N /. 2 1 5 /-
E_imﬁw —|—2<I+m4 <9+w) +§m£w(0+w>cos0 (7.2.1)
2N /. 2.
— 2 il bl
Lo—m€w+<l—l—m4)<0+w>+m2(9+2w>cos€ (7.2.2)
da cui
1 2N o 1
E —wLo + % (I + ime2) w? = 3 (I + m“i> 02 — §m€2w2 cos 0 (7.2.3)

e derivando rispetto al tempo otteniamo una equazione del moto per 6

N1 o,

I4+m— )0+ -—mlw*sinf =0
4 2

Dalla Equazione (7.2.3) ¢ possibile determinare 6 in funzione di 6. Sostituendo nell’e-

spressione di Lo (Equazione (7.2.2))) vediamo che per avere Lo costante deve essere 6

costante. Inoltre in questo caso

2F 4
mite? 3 Teos?
Lo 4
" = 3 + cos @
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e dall’equazione del moto segue che # rimane costante solo se § =0 e = 7, e quindi le
condizioni iniziali devono essere scelte in modo da avere

2F 4
—_— =1
mb2w? 3

Lo 4

— 41
mwl? 3

In tutti gli altri casi Lo non é costante, ed al sistema ¢é applicato un momento esterno
non nullo M(t).

Per quanto riguarda il momento angolare rispetto ad A possiamo ragionare come segue.

Chiaramente non si hanno momenti applicati all’asta AB, pero il polo ¢ mobile e quindi

dLa L

W = —mug N\ Uem,

Il momento angolare si conservera quindi solo se la velocita del polo sara parallela a quella
del centro di massa. Questo accadra solo se I’angolo tra le due sbarre rimane costante: le
condizioni perché questo avvenga sono gia state discusse.

Domanda 2

Il moto di B sara circolare uniforme, ancora una volta, se ’angolo tra le due aste rimarra
costante.

Domanda 3

Nel sistema rotante ’energia totale si conserva, e pud essere scritta nella forma

. 1 )
F = 5?92 — §mw2€2 <4 + cos 0>

dove abbiamo tenuto conto del potenziale centrifugo. Per compiere un giro completo
dovra essere

575 (¢) —gmet > gt

ossia
vg > wlV/6
Soluzione secondo problema

Domanda 1

E necessario fornire al ghiaccio un calore totale

Q = \m+ CgMm (Tf — Tgyo)
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per portarlo alla temperatura di fusione e a scioglierlo completamente (abbiamo indicato
con ¢ il calore specifico del ghiaccio, e con X il suo calore latente di fusione). Questo deve
provenire dal corpo, e quindi deve essere anche

—Q = C1 (Ty — T min)

Segue che
Am + Cgm (Tf — T270)

Tl,mz'n = Tf + Cl

Domanda 2

La temperatura finale del sistema sara adesso 7™ > T'. La variazione di entropia del
ghiaccio sara (¢, € il calore specifico dell’acqua)

AS. — Ty mcgdT’ N /)‘m dQ N " meqdT
", T o Ty Jr, T
lo Iy + lo i + Am
= mc —— 4+ mc — + —
9708 T8 T T

e quella del corpo

T*
cdT T*
AS, = / = (1 log
T, T Tho

Per determinare la tempertura finale di deve eguagliare il calore assorbito dal ghiaccio

Q=xm+cgm(Ty —Top)+ com (T™ —Ty)
a quello ceduto dal corpo
Q=C1(Tho—-T")

ottenendo
B ClTLQ +cgmiIsg +m (ca — Cg) Ty — Am

cam + C

T*
Sostituendo in
AS = AS. + AS,

si ottiene il risultato cercato.

Domanda 3

La variazione di entropia del ghiaccio sara

m Ty
AS, = — + me, log =2
g Tf g g T270
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e quella del corpo
Ty
Ty

ASC = 01 log
Se operiamo reversibilmente dovra essere AS; + AS. = 0, quindi

=0

m Tf f
?f + mecy log ﬁ,O + Cqlog T{’”Oi"

. T\ 1 A
() o(25)

da cui
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7.3. 31 maggio 2010

Problema 1

Il recipiente in figura ha un volume totale V', ed & impermeabile al calore. Viene diviso
in due parti mediante un setto mobile, pure impermeabile al calore. In ogni scomparto
si trova una mole dello stesso gas perfetto, ad una temperatura 7} (a sinistra) e T (a
destra).

1. Determinare le pressioni e i volumi dei due scomparti.

2. Si permette il passaggio di calore tra i due scomparti, fino a quando viene raggiunto
nuovamente ’equilibrio. Si determini la variazione di entropia del sistema.

3. Impedendo nuovamente il passaggio di calore, si sposta il pistone reversibilmente
fino a ottenere i volumi iniziali. Determinare il lavoro fatto sul sistema.

Problema 2

v

Una mole di gas perfetto monoatomico viene utilizzata per una trasformazione ciclica
reversibile come in figura. Inizialmente si fa espandere il gas ad una pressione costante
P, in modo che il rapporto tra volume iniziale e finale sia k < 1. Segue un’ulteriore
espansione adiabatica che porta la pressione a P; < P», una compressione a pressione Pj
costante ed una compressione adiabatica che riporta il sistema nello stato iniziale.
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1. Rappresentare il ciclo nel piano T — S, determinando esplicitamente la dipendenza
della temperatura dall’entropia per le trasformazioni a pressione costante.

2. Calcolare efficienza del ciclo in funzione dei volumi V4, Vg, Vo e Vp o, facoltati-
vamente, in funzione del solo rapporto Py/Ps.

3. Come cambia l'efficienza se le trasformazioni adiabatiche avvengono in modo irrever-
sibile, variando bruscamente la pressione esterna da P a P» e viceversa (ad esempio
appoggiando/togliendo una certa massa sul/dal pistone che chiude il contenitore
del gas)?

Soluzione primo problema

Domanda 1

L’equilibrio meccanico richiede che i gas siano alla stessa pressione. Possiamo quindi
scrivere

’/LRTl nRTQ
= 7.3.1
Vi 7 (7.3.1)
Vi = Vi+W (7.3.2)
e risolvendo per i volumi otteniamo
Ty
i = % 7.3.3
! T+ 1> ( )
Ty
Vo = Vv 7.3.4
2 T + 13 ( )
e per la pressione
nRT1 nR
P= =— (T + T 7.3.5
" v (Th + T») ( )

Domanda 2

La trasformazione ¢é irreversibile. Non viene fatto lavoro sul sistema, e neppure viene
scambiato calore. Dal primo principio segue quindi AU = 0. Detta T la temperatura
finale abbiamo quindi

ney Ty + neyTy = 2ney Ty (7.3.6)
e quindi
. T+ 15

5 (7.3.7)

Ty
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Segue che i volumi finali saranno entrambi V/2. Per la variazione di entropia abbiamo
quindi

AS = 2ncyInTy+2nR lng —ncyInTy —ney InTy —nRInVy — nRIn 147.3.8)

T]? 2
Rl
TR TA T

T 2 T,)?
(Th + Tb) 4 nRIn (Th + T>)
4T T5 4T T

= 2ncpln hi+ 75
P\ oy,

= ncyln (7.3.9)

(7.3.10)

(7.3.11)

Domanda 3

Dato che non viene fornito calore al sistema, il lavoro fatto sara uguale alla variazione
dell’energia interna:
Legt = ney (T1 + Ty — 2TY) (7.3.12)

In ciascun scomparto avviene una trasformazione adiabatica, per la quale

TV7~! = costante (7.3.13)
e quindi
T{Vlw—l = Ty (‘2/>71 (7.3.14)
TVl = Ty <‘2/>71 (7.3.15)
da cui

v\t v
Lewt = neyTy <2V1> + (2‘/2> -2 (7.3.16)
Ti4+Ty | (Ti+Te\"" T+ To\"!

= -2 7.3.17
Ty ( 2T ) "\ o (7.3.17)

T+ To\" T+ T\
= T T T, - T 7.3.18
v |: ' < 2T > T ( 275 ) ! ? ( )
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Soluzione secondo problema
Domanda 1
In una trasformazione a pressione costante

dr
dS = CP?

e quindi la temperatura dipende esponenzialmente dall’entropia
T (S—S0)/e
S—Sochln?, T =Tye 0)/ep
0

Quindi i cicli si rappresentano come in figura

T B

S

Domanda 2

(7.3.19)

(7.3.20)

Per il calcolo dell’efficienza possiamo basarci sulla rappresentazione nel piano T'— S. Il

calore assorbito sara

Sp SB
Qass = / TdS = TAe(S*SA)/CPdS
S

A Sa

= cpThy (eASBA/CP — 1)

e il lavoro

W = Qass - chd = Cp (TA — TD) <6ASCD/CP o 1)

da cui (tenendo conto che AScp = ASpa)

(1)
g Qass TA
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Dato che gli stati A e D sono connessi da un’adiabatica reversibile abbiamo

11—~ 1—7

P, Ta=P, " Tp (7.3.24)

che permette di scrivere 'efficienza in funzione delle pressioni note

P v J—-
n=1- <1) R (7.3.25)
dove r = P/ P;.

Domanda 3

In questo caso possiamo scrivere per il calore assorbito
cp
Qass = cp (Tp —Ta) = R (Vg —Va) (7.3.26)
e per il lavoro fatto sul sistema

—Let = Po(VB—=Va)+ P (Vo —Vg)+ P (Vb —Ve)+ P> (Va—Vp)
= B (VB —Vp)+ P (Vp — Vp)
(P2 = P1) (Ve — VD) (7.3.27)

Alternativamente potremmo scrivere anche il lavoro come differenza tra calore assorbito
e calore ceduto, dato che ’energia interna non cambia alla fine del ciclo,

*Lext = Qass - chd
= cp (TB — TA) +cp (TD — Tc)

C C
= EPP2 (Vg — Va) + EPP1 (Vp — V&) (7.3.28)

Questa espressione ¢ identica alla precedente, infatti sulle due adiabatiche
c
P1 (VB — Vc) = Cy (TC — TB) = % <P1VC — PQVB> (7.3.29)

Py (Vp—Va) = cv(Ta—Tp)= %V (PVa — PLVp) (7.3.30)

da cui otteniamo

%’chl = Vg <P1 + %VPQ) (7.3.31)
cp B cv
FVaPy = Vp <P2+ RP1> (7.3.32)
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che sostituite nella ([7.3.28]) danno

cp cp cp cp
—Leyt = —PVp— =RV, —P\Vp — =PV,
t ri2VB— 4 2A+R 1o — e
cp Ccy cp Ccy
- Lpyy -V (P —P) L pv, -V, (P —P)
R 2VB D 2~I—R 1 +R 1VD B 1+R 2
cp cy cp Cy
- —P—P——P) (—P—P——P)
VB(R o) 1 - 2 +Vb r 2 - h
= VB(PQ—Pl)—}—VD(Pl—Pg) (7333)

L’efficienza é quindi

R Ve —Vp
i = —(1—7)——2 7.3.34
7 - (1-r Ve Vs ( )
oppure
(Ve — V)
e =1 — 1 7.3.35
! (Vs — Va) (SS9)
Sostituendo Vo e Vp otteniamo
r R cv P2> cp VAP,
irr = 1—————|—Vp|l+ =] 777"
g (VB —=Vy4) |cp B( R P R(PQ‘F%/Pl)
r R cy cp k
p— _— — 1 —_— —_—,_—e,—
(1—k) |cp ( * rR) R (14+r%)
1 (y=1r+1 k ]
1— 4 7.3.36
(1-k) [ ~ y—147r ( )

Notare che nr <nser>0ek > 0:

1 (vy=1r+1 k (v=1r+1 11
e =1 — - | <1y =
! (1—k)[ v +7—1+T}< [ y SEor T

(7.3.37)
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7.4. 8 giugno 2011

Problema 1 (15 punti)

Una macchina termica é costituita da n moli di gas perfetto biatomico sottoposto al
seguente ciclo di trasformazioni:

o A — B compressione isoterma reversibile;
o B — C espansione isobara reversibile;

o C — A trasformazione isocora reversibile.

Si sa che la temperatura lungo l'isoterma vale T4 e il rapporto tra il volume del gas in B
e in A vale x (cioé Vi/V4 = x con = < 1). Disegnare il ciclo di trasformazioni sul piano
PV e determinare:

1. il lavoro totale fatto dal sistema nel ciclo;

2. il rendimento della macchina termica, ignorando la possibilita di restituire in modo
reversibile parte del calore assorbito alle sorgenti;

3. la variazione di entropia in A — B.

Problema 2 (15 punti)

Il recipiente in figura € costituito da un cilindro di sezione S di massa e volume
trascurabili, trasparente al calore, e da un pistone scorrevole di spessore d e densita p,.
Il cilindro contiene n moli di un gas perfetto. Il tutto é immerso in un liquido di densita
p e temperatura Ty. Si pud considerare la densita del gas trascurabile rispetto a quella
del liquido, e p, > p.

1. Inizialmente la parte superiore del recipiente si trova al pelo dell’acqua (cioé¢ h = 0),

Determinare il volume del gas, trascurando la pressione atmosferica.

2. Se h = h* il recipiente ¢ in equilibrio. Calcolare h*.

3. A partire dalla posizione di equilibrio si d& una leggera spinta verso ’alto al recipien-
te, e dopo un certo tempo si ha h = 0. Supponendo che il moto sia stato abbastanza
lento da poter considerare istante per istante il gas all’equilibrio termodinamico,
calcolare la sua variazione di entropia.
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Soluzione primo problema

Domanda 1

Il ciclo é rappresentato in figura. Per il lavoro totale abbiamo

L

Lap+ Lpc
B

= / PdV + Pg (VA—VB)
A

Vi

= nRTy [log:c—i— <1 —x)]
x

= nRT4log % + nRT4 <VA — 1>
A

Domanda 2

Il rendimento vale

= QBc
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dove L ¢ il lavoro calcolato in precedenza. Per (Qgc abbiamo

Qpc = Uc—-Up+ Lpc
1—
_ ncU(TC—TA)+nRTA( j)

= nc, T4 <TC — 1) + nRTxy <1 l‘)
Tg T

= ne Ty <VA — 1) + nRTy <1 —.T)
VB T
1 —

= nCpTA< :U':U)

X

e quindi

1 _xlogx]

R
n:[1+
Cp

Domanda 3

Abbiamo

B B
aQ 1 Vi
AS :/ :/ PdV =nRlog — =nRlogx

A8 A Ta TaJa gVA &

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Dato che il pistone deve essere in equilibrio meccanico,
pg (o +d) — ppgd — Py =0

dove xg ¢ l'altezza della parte del cilindro occupata dal gas e Py = nRTy/(Sxg) la sua
pressione. Otteniamo un’equazione di secondo grado

RT,
x3 + wod 1- ) B0 g
P pgsS

da cui

e quindi
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Domanda 2

Per I’equilibrio meccanico del pistone deve essere questa volta

RT
pg (e +d+ 1) = ppgd — o> =0
Sl‘h*
e per il cilindro
nRTo
— pgh* =0
Sane Py
Ricaviamo xp+
nRT(]
Th+x =
4 Spgh*

e sostituendo nella prima relazione troviamo

_ nRIy 1
()

*

che ¢ positivo dato che p, > p.

Domanda 3

Il volume occupato dal gas all’inizio sara
_ _ Pp
Vi, =8Szp-=dS|— —1
p

e all’arrivo alla superficie avremo nuovamente Vj. La variazione di entropia del gas sara

Vo 1 1  nRT) P 2
AS, = log — =nRI = -
Sy nRoth nRlog 2+\/4+p95d2 (pp—p
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7.5. 28 maggio 2012

Problema 1 (15 punti)
D

P

S

%Vo Vo
Considerare le due diverse trasformazioni cicliche effettuate su una mole di gas perfetto
monoatomico rappresentate nella figura a sinistra, A > B - C - Ae A - C — D — A.
Le trasformazioni A — B e C' — D sono isocore che avvengono ai volumi Vj e V/2
rispettivamente.
Le B — C e D — A sono adiabatiche e C' — A é un’isoterma alla temperatura Tj.

1. Le stesse trasformazioni sono rappresentare nel piano T' — S nella figura a destra.
Completate il diagramma indicando chiaramente la posizione degli stati B, C' e D
motivando la risposta. Inoltre determinate la forma analitica delle curve C' — D e
B - A.

2. Calcolare i rendimenti dei due cicli.

3. Mostrare che per il rendimento 7 del ciclo ABCDA vale n = napca + Nacpa —
NACDANABCA- Si suggerisce di considerare i calori assorbiti e ceduti per ogni ciclo.

Problema 2 (15 punti)

Un recipiente cilindrico ¢ chiuso da un pistone scorrevole di sezione S, e contiene
una mole di un gas perfetto inizialmente alla temperatura Tj. Recipiente e pistone sono
impermeabili al calore. Il pistone é privo di massa ed é collegato al fondo del recipiente
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da una molla di costante elastica k e lunghezza a riposo nulla. Il pistone € inizialmente
bloccato in modo che la lunghezza della molla sia .

1. Si rimuove il blocco, lasciando il pistone libero di muoversi. Determinare la tempe-
ratura del gas quando si raggiunge nuovamente 1’equilibrio termodinamico.

2. Calcolare la variazione di entropia del sistema, AS.

3. Trovare, se esiste, un valore di £y per il quale AS si annulla e interpretare il risultato.
Suggerimento: cercate il minimo di AS al variare di £y, e giustificate il risultato
trovato a posteriori.

Soluzione primo problema

Domanda 1

Gli stati sono indicati in figura. Per costruire il diagramma si é usato il fatto che in una
isocora (C'— D e B — A) la temperatura dipende esponenzialmente dall’entropia, infatti

d dT
dS: ?Q :CV?

e quindi

T = Kexp <S>
v

Inoltre su un’isoterma ’entropia & una funzione crescente del volume, dato che

Pd d
_Pdv R

d
S T V

quindi A si trova a destra di C.

Domanda 2

L’efficienza per il ciclo ACDA ¢ data da
QC’D - Qiso 1— Qiso

NACDA = — (=

Qcp Qcp

@ 503 versione del 22 marzo 2018



7.5. 28 MAGGIO 2012

dove Q;so € il calore assorbito sull’isoterma CA e Q¢ p quello assorbito sull’isocora C'D.
Quindi

NACDA = 1— Qiso
(87675)
Invece per il ciclo ABC'A abbiamo
NABCA = Qiso - QBA —1_ QBA
Qiso Qiso
dove Qp4 ¢ il calore assorbito sull’isocora BA.

Abbiamo

Qiso - Liso - RTO IOg 2
Qpa = cv (To—1TB)
Qcp = cv (Tp—To)

ma dato che B e C sono collegati da un’adiabatica

1 \""! .

da cui
Tp = Tp2" !
Analogamente
1 1. \"!
TBVO7 =To <2VO>
e quindi
1
Tp = TO2,Y7_1
Sostituendo otteniamo
_ _ E log 2
_ =l o
= 1 gy log2~0213
- 1Y (27 -1)
TaBeA = T TR 9 Tlog 2
=1 127 1 0.199
N v—1 log2

Domanda 3

Il rendimento del ciclo ABC DA si scrive
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ma dato che come visto in precedenza

Qiso (NaBca — 1) = Qan

Qiso
Qcp = ————
1 —nacpa
abbiamo
N = MNABCA +NMACDA — MACDATABCA

Soluzione secondo problema
Domanda 1

Se la lunghezza della molla nello stato di equilibrio ¢ /¢, la sua energia potenziale sara
variata di

k

AUmolla = 5 (€§‘ - E(z))

e quella del gas di
AUgqs = cv (T — Tp)

Dato che non é stato ceduto calore al sistema e non ¢é stato fatto lavoro su di esso
AUpoita + AUgqes = 0, quindi

k

5(6%—53)4—0{/(7}—7})):0

inoltre, imponendo 1’equilibrio meccanico del pistone nella posizione finale, abbiamo

k¢
RTy = PV = (Sf> (Sty) = k2
da cui L /R
3 <ka - £§> +ev (Ty —Tp) =0
e quindi
T, — cy + ﬁfg
f= " [ 1p 10
Ccy + jR
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Domanda 2

Confrontando le entropie del gas nei due stati abbiamo

T V.
cvlog—f —l—Rlog—f

AS =

To Vo

Ty 1 f?

= loe =L + “Rlog -

cy OgT0+2ROg£(2)
1 Ty 1 RTy
= “R)1loe 2L + ZRlog 22
(cv+2R) ogTO +2R og s

k_p2
1 cy + ﬁeo 1 HRT()
= ~R)log—=%— + ~Rlog ———
<CV+2 >og cv+%R +2 og kég
Domanda 3

Dato che deve essere AS > 0 minimizziamo 'espressione determinata precedentemente
rispetto a £3. Abbiamo

k
0 < 1 ) 10 R1
—AS=|cy+-R) —— — ——
lol4 2 cy + ﬁég 202
che si annulla per
k03 = RTy
Sostituendo in AS troviamo che in questo caso AS = 0. Il risultato poteva essere

anticipato, osservando che per questo valore di £j il sistema é in equilibrio meccanico
anche inizialmente, per cui rimuovendo il blocco non si ha nessun cambiamento dello
stato del gas.
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7.6. 28 maggio 2013

Problema 1 (15 punti)

r

Si esegue su una mole di un gas perfetto monoatomico la trasformazione ciclica reversi-
bile rappresentata in figura nel piano P — V. Il ciclo é composto dalle tre trasformazioni
adiabatiche BC, DFE, F A (linea continua) e dalle tre isoterme AB, CD, EF (linea pun-
teggiata). Si conoscono le tre temperature T3 < Ty < T3 e si conoscono le entropie Sy e
Sp <S4 degli stati Ae B

1. Rappresentare il ciclo nel piano T' — S, per un valore generico dell’entropia dello
Sp dello stato D nell’intervallo Sp < Sp < Sy

2. Per quale valore di Sp il rendimento del ciclo ¢ massimo?

3. Calcolare il rendimento del ciclo in funzione delle tre temperature e della variabile
x=(Sp—Sp)/(Sa— SB).

Problema 2 (15 punti)

P Py

— -

[ 1

Il cilindro in figura é diviso in due parti da un setto poroso. Il cilindro é poi chiuso
ai due estremi da due pistoni mobili. Pistoni e cilindro sono impermeabili al calore. 11
pistone di sinistra é sottoposto ad una pressione esterna costante P;, quello di destra ad
una pressione esterna anche essa costante Py < P;. Inizialmente una mole di un gas non
ideale caratterizzato dalla equazione di stato
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RT 15}
P=—1(1+—
v )

U=cyT

con 8 > 0 e dalla energia interna

si trova interamente nello scomparto di sinistra. Il setto ¢ sigillato, ed il gas € in equilibrio
alla temperatura T;.

1. Calcolare il volume iniziale del gas.

2. Determinare I'espressione generale dell’entalpia del gas considerato, ed esprimerla
in funzione di P e T.

3. Si toglie il sigillo al setto, permettendo al gas si attraversarlo. Calcolare la sua
temperatura nello stato finale di equilibrio, assumendo che 3 sia abbastanza piccolo
da poter trascurare effetti O (52). Puo essere utile ricordare 'approssimazione valida
perr <1 y1+x=1+2z/2+0(x?).

Soluzione primo problema

Prima domanda

Nel piano T — S le adiabatiche sono rette verticali, le isoterme rette orizzontali. La
rappresentazione del ciclo ¢ quindi la seguente

5 c D o
TZ 777777777777 | E R 3 fj 77777
Tl ) \ /

B S IE < TR

Seconda domanda

Il rendimento massimo si ottiene per Sp = S4, in questo caso infatti ci riduciamo a un
ciclo di Carnot tra le temperature estreme 17 e T5.
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Terza domanda

Tenuto conto che il lavoro compiuto dal sistema ¢ 1’area all’interno del ciclo, e il calore
assorbito quella sotto la spezzata CDE, possiamo scrivere l'efficienza nella forma

T3 (SD —SB)+T2 (Sa—Sp)—Ty (SA—SB)

T Ty (Sp — Sp) + Ts (Sa — Sp)
L Ty (Sa — SB)
(T3 — TQ) SD + TQSA — TgsB
_ 4 Ti (Sa — SB)
T3(Sp — Sp) + T2 (Sa— S+ S —Sp)
Ty

1
xT3 + (1 — ac) 15

L’efficienza massima nell’intervallo considerato si ottiene per x = 1, come nella prima

domanda. Quella minima per z = 0.

Soluzione secondo problema

Prima domanda

Dall’equazione di stato abbiamo

e risolvendo per % troviamo
T

1 %
_|_

"\ 15 " BRT

1
Vi 253
Seconda domanda

Dalla definizione di entalpia abbiamo

H = U+PV:cVT+RT<1+€)
R 1 AP
= <CV+2>T—|—RT Z‘Fﬁ

@ 509 versione del 22 marzo 2018



7.6. 28 MAGGIO 2013

Terza domanda

Dal primo principio abbiamo
U —-U; = BV, — PV,

e quindi H; = Hy. Usando I'espressione determinata precedentemente otteniamo

R 1 BB R 1 Py

che sarebbe possibile risolvere esplicitamente in 1. Trascurando termini O (52) si puo
approssimare ’espressione precedente nella forma

(CU—FR)Ti—Fﬂpi:(CU-i—R)Tf—FBPf

da cui
Ty =T; +

P,—-P
cv—i-R( 7)

e quindi la temperatura aumenta.
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Un recipiente di volume Vp, con pareti termicamente isolanti, ¢ diviso in due parti A e B
(siano indicati con V4 e Vp i rispettivi volumi) da un pistone perfettamente scorrevole e
di capacita termica trascurabili, anch’esso adiabatico.
In A sono contenute n4 moli di un gas ideale biatomico alla temperatura iniziali T';;
in B sono contenute np moli dello stesso gas a temperatura iniziale T (sia Ta; > Tpg;).
Inizialmente il sistema ¢ in equilibrio termodinamico.
Successivamente nel pistone si verifica una perdita di isolamento termico e calore inizia
a fluire da A a B, finché il sistema raggiunge di nuovo ’equilibrio termodinamico.
Calcolare:

1. T volumi iniziale V4; e Vgy;

2. La temperatura finale T';

3. I volumi finali Vay e Vpy;

4. La variazione complessiva dell’entropia dell’universo;

Si supponga ora che la falla dell’isolamento termico sia molto piccola, per cui si pud con-
siderare che, istante per istante, durante la trasformazione sussista I’equilibrio meccanico
e, per ciascuno scompartimento considerato separatamente dall’altro, 1’equilibrio termico.

5. Calcolare le pressioni dei gas durante la trasformazione in funzione della temperatura
T del secondo scomparto;

6. Determinare ¢ = dQ@/dTp dove @Q ¢ il calore assorbito dal secondo comparto in
funzione di Tg;

7. (facoltativo) Quanto lavoro si potrebbe complessivamente estrarre dal sistema (con
pistone isolante), supponendo di avere a disposizione macchine cicliche che possono
essere messe in contatto termico con i comparti, senza ricorrere a sorgenti termiche

esterne? (per semplicitd supporre in questo caso ng4 = ng).

Soluzione
Prima domanda

Sappiamo che le pressioni dei due scomparti sono le stesse, e che il volume totale & V4.
Possiamo scrivere quindi le due equazioni

naRT 4 ngRTp

Va VB
Va+Ve =W
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Risolvendo il sistema e ponendo i parametri al loro valore iniziale otteniamo

naAT a;
Vai = 0
naT4; +npTp;
np1p;
Vi = 0

nATa; +npThi
Seconda domanda
Dato che il sistema complessivo é isolato, la sia energia si conserva. Quindi
nacyTa; +npeyITp; =nacyTy +npeyTy
da cui

naTa; +npTlp;
na+npg

Ty =

Terza domanda

L’espressione per i volumi ottenuta nel primo esercizio ¢ valida anche nello stato finale.
Sostituendo le temperature finali abbiamo quindi

na
V, = ———W
Af naA+np 0
np
Vi = ———W
Bf nA+np 0

Quarta domanda

Si puo direttamente valutare la variazione dell’entropia sommando i contributi dei due

gas:
Ty Vai Ty Vi
AS = 1 Rlog — 1 R1

N ACy log T, + narilog VAf + npcy, log T + npfilog VBf

e sostituendo i valori ottenuti precedentemente abbiamo

naTa; +npTp; naTa; +npTp;
AS =nyceylog Tai (A + 15) + naRlog (i + 1) T
naTa; +npTh; +npRlog naTa; +npTh;
Tgi(na+ng) (na+np)Thi
naTa; + npTB; naTai +npTp;

+npgeylo
Ta; (na+np) P08 Tgi(na +np)

+ npcy log

=nacplog
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Quinta domanda

Dato che le pressioni dei due scomparti sono sempre le stesse possiamo scrivere

PV =naRTy
PVB = nBRTB

Sommando membro a membro otteniamo

R
PVo=naRTy + ngRIg = —U
Cy
dove U ¢é l’energia interna. Dato che quest’ultima ¢ costante, lo ¢ anche la pressione, ed

avremo
naRTs; + npRIp;

P=
Vo

Sesta domanda
Dato che la pressione nel secondo scomparto é costante, dovra essere

.
= ar, "B

Settima domanda

Detti dQ 4 e d@Qp i calori ceduti ai due scomparti in una trasformazione ciclica infinitesima
avremo (poniamo n =n4 =npg)

W=-Q4—-Qp
D’altra parte
dQa+dQp = dUas + dUp

e quindi
Qa+Qp =AU =nc, (2T — Ta; — Tp;)

e quindi
W = ncy (TAi +Tg; — 2Tf)

Resta da calcolare la temperatura finale. La variazione di entropia del sistema sara

VBs

A
5= VBz

ossia )
(Tai + Tgi)
4T T
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2

VarVay
"‘anO _—
'4iI'Bi & VaiVBi
T? Tai + Tri)?
! —i—anogi( 4i + Tpi)
'4i1'Bi 4T T

AS = ney log

= ncy log

Per estrarre la massima quantita di lavoro si deve cercare di rendere T piu piccola
possibile, e dall’equazione precedente si vede che questo significa prendere il minimo di
AS, cioé AS = 0. Segue che

Tai +TB;

R
2T 4. Tr; \ v
Ty = /TaiTB; <M> Y

e quindi
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Figura 7.1.: Il sistema termodinamico considerato nel problema.

Un sistema termodinamico é costituito da n moli di gas ideale biatomico G2 e n moli
di gas ideale monoatomico G. I gas sono contenuti in un cilindro verticale con sezione
di area A e sono separati da un setto mobile orizzontale di massa trascurabile (e area
A), permeabile al calore. Un pistone di massa m chiude in alto il cilindro. G; occupa lo
spazio tra il pistone e il setto, inizialmente di volume 2Vj, mentre Go occupa lo spazio
tra il setto e il fondo del cilindro, inizialmente di volume Vj. Un meccanismo permette di
esercitare dall’esterno una forza verticale sul setto di separazione. L’atmosfera esterna, a
temperatura Ty, costituisce I'unica sorgente termica disponibile. Nel seguito si trascuri
completamente la pressione atmosferica sul pistone. Sia il setto che il pistone possono
scorrere senza attrito lungo il cilindro. Inizialmente il sistema é mantenuto in equilibrio
termodinamico mediante una opportuna forza esterna applicata al setto.

Si supponga che il cilindro e il pistone siano isolanti termici ideali.

1.
2.

Determinare la forza esterna (vettore) applicata inizialmente al setto.

Improvvisamente si lascia andare il setto (forza nulla applicata dall’esterno). De-
terminare la temperatura finale del sistema quando si raggiunge il nuovo equilibrio
termodinamico.

. Calcolare la variazione di entropia dell’'universo causata dalla trasformazione del

punto precedente 2.

. Determinare il lavoro massimo che potrebbe essere ottenuto, portando il sistema

allo stesso stato finale del punto 2, con opportune macchine termiche cicliche che
usino 'unica sorgente termica disponibile.

. Descrivere schematicamente un apparato, e il suo funzionamento, necessario per

ottenere il lavoro del punto precedente 4.

Si supponga ora che, al contrario, il cilindro sia permeabile al calore e che, anche in
questo caso, il sistema sia inizialmente in equilibrio termodinamico. Determinare la
variazione di entropia dell’'universo quando si lascia improvvisamente libero il setto
e si raggiunge il nuovo equilibrio.
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Soluzione
Prima domanda

Dall’equilibrio meccanico del pistone nella direzione verticale segue che
PIA—mg=0
e da quello del setto intermedio
—PIA+F,+PA=0

dove Fy ¢ la componente verticale della forza applicata. Dato che la temperatura dei due
gas ¢ la stessa, abbiamo inoltre

P12Vy = P Vy
e quindi
mg
P = —
! A
2mg
P, = 2P = 1
Infine P _p
F, = 1 ;1 2 _ —mg

Seconda domanda

Si conserva ’energia totale del sistema, data dalla somma dell’energia interna dei due gas
e dell’energia potenziale gravitazionale del pistone. Allora

Vi+ Vs
A

3V
ney11y + neyoTy + mgjo = ncy1 Ty +ney Ty +mg

Dall’equazione di stato applicata a G nello stato iniziale abbiamo

Q%Pl = nRT()
ossia
mgVo  nRTy
A2

Nello stato finale la pressione dei due gas ¢ la stessa, dato che sul setto intermedio non é
applicata alcuna forza esterna, e vale mg/A. Quindi

mg mg
Vi—2 —Vo—? — nRT
A 274 T
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Sostituendo nella conservazione dell’energia otteniamo
3
n|cyr+cye+ iR To =n(cy1 + cy2 + 2R) Ty
e quindi

SR+5R+3R 11
SR+3R+2R 12

= T

Terza domanda

Abbiamo
Assys =AS] + AS
dove
T \%
AS7 = neyq log Tﬁ + nRlog 2—‘;0
T
AS1 = necye log ?ﬁ + nRlog 5(2)

Sommando i due termini otteniamo

11 ViVa
A sys — log — log ——
Ssys = n (cv1 + cv2) log 12 + nRlog 2V02
11 ViVs
= 4nRlog ' + nRlog %
Dato che 4 11 A 1
=V mgnR I 712 mgnR 0 6 Vo

abbiamo infine

ASsys = nRlog

(3 (3)] (9

Indicando con @y il calore assorbito dal sistema costituito dai due gas e dal pistone e
con Lgys il lavoro fatto da esso abbiamo

Quarta domanda

sts = AUsys + Lsys

Indichiamo con Qg il calore ceduto alla sorgente termica. Gli scambi di calore sono
controllati da una macchina termica ciclica che produce un lavoro

W = _sts - Q(ztm
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Il lavoro totale che si ottiene é dato da
W = Wm + Lsys = _Qatm - AUsys

Detta AS la variazione totale di entropia dell’'universo, abbiamo

Qatm

AS = ASgs +
Y Tatm

cioé
Qatm = TathS - TathSsys

e sostituendo troviamo
W = —T4mAS + TotmASsys — AUgys
Il lavoro massimo si ottiene procedento in modo reversibile: in questo caso AS =0 e
W = TotmASsys — AUy

La variazione di entropia é stata calcolata precedentemente, e come abbiamo visto
AUsys = 0, quindi
W = TathSsys

Quinta domanda

Dapprima si fa un’espansione di G (e, simultaneamente e automaticamente, una compres-
sione di G1) riducendo lentamente il modulo della forza esterna sul setto fino a zero senza
scambi termici con ’esterno, ottenendone un lavoro Lq. Poi si fa lavorare una macchina
termica reversibile tra Ty, € 1 gas G; (motore o frigorifero a seconda che la temperatura
dei gas sia minore o, rispettivamente, maggiore di T,y,) finché l'energia restituita ai gas
sotto forma di calore sia pari a Lie la temperatura dei gasi sia pari a T'. Poiché in questo
caso la variazione di entropia dell’universo ¢ nulla (reversibilita), complessivamente sara
stata estratta dall’atmosfera una quantita di calore Qaz = TaimASsys, tutta convertita
in lavoro.

Sesta domanda

In questo caso Ty, = Tp e lo stato finale di G; coincide con quello iniziale, con variazione
di entropia nulla. Per G, invece, lo stato finale diventa uguale a quello di G, partendo
da un volume metéa, con variazione di entropia

2V
ASs =nRlog 20— R log 2
Vo
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Infine I’atmosfera subisce una variazione di entropia determinata dal calore @ ceduto ai

Q __ Q
Tatm TO

Il calore ceduto ai gas ¢ esattamente pari al lavoro fatto sul pistone, dato che AUgyqs = 0,
quindi

gas:

ASat‘m = -

Vo
= A = —_
Q =mgAz=mg 1

In conclusione 0 Vo nRA 1
ASqtm = 75 = —mg— - Y
Sat Ty M4 2mgVp 2nR

1
AS = ASy + ASutm = nR <10g2 — 2> >0
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Problema 1

Su n moli di un gas perfetto monoatomico viene eseguita la seguente trasformazione
ciclica:

o Una compressione isoterma reversibile A — B, alla temperatura 77, fino al volume
finale noto V*.

o Una trasformazione isocora B — C' ottenuta mettendo il gas in contatto con un
bagno termico alla temperatura 15 > T7. Il calore viene fatto fluire lentamente in
modo che istante per istante lo stato termodinamico del gas sia ben definito e si
attende I’equilibrio.

o Una trasformazione adiabatica reversibile C — A.

1. Determinare il volume V4, in funzione delle quantita note 77, T> e V*.
2. Calcolare il rendimento del ciclo.

3. Calcolare la variazione dell’entropia dell’universo AS, dopo un ciclo.

Problema 2

Un sistema termodinamico & costituito da due corpi con capacita termiche dipendenti
linearmente dalla temperatura, e uguali rispettivamente a Cy = T e Cy = 38T, dove 3
& una opportuna costante. Inizialmente il primo corpo si trova alla temperatura Tj, ed il
secondo ad una temperatura doppia.

1. Se i due corpi vengono messi a contatto tra di loro, determinare la temperatura
finale del sistema.

2. Determinare la massima temperatura che € possibile far raggiungere al secondo corpo
operando sul sistema. Si possono utilizzare altri sistemi termodinamici durante la
trasformazione, ma alla fine I’energia e ’entropia di questi deve essere invariata.

3. Seguendo le stesse regole, determinare la massima temperatura che é possibile far
raggiungere al primo corpo.

Soluzione problema 1
Domanda 1

Dato che lo stato A & collegato allo stato B da una isoterma deve essere

PAsVi=nRTy
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mentre per lo stato C' avremo

Po (V) = PV

PoV* = nRT,

Utilizzando la prima e la terza equazione per eliminare le pressioni nella seconda troviamo
nRTy (V) =nRTy V]

e quindi

Domanda 2

Il calore viene assorbito dal sistema nella trasformazione isocora. Il totale vale
Qass = ney (To — T1)
Il gas fa un lavoro positivo durante la trasformazione adiabatica uguale a
Log = —AU = ney (Ta — Ty)

e negativo durante l'isoterma, uguale a
V*
Liso = PdV = TLRTl log ()
Va

Abbiamo in tutto
V,
- Lad + Liso —1_ RTl IOg (ViA*>

Qass cy (TQ - Tl)

=1- h lo E
" T -1 2\ 1

cioé

Domanda 3

Dato che dopo un ciclo 'entropia del gas non é cambiata, ¢ sufficiente calcolare la
variazione dell’entropia delle sorgenti. Durante l’isocora

A _ Qass _ T, —Th
Ssorgenti,isocora - = = —ncy
Ty Ty
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Durante I'isoterma
v T5
ASsorgenti,isoterma = _Asgas,isoterma =-nR log 7A = ncy IOg <T>

Abbiamo quindi

AS, = ncy {log (?) + ﬁ — 1]
1

Soluzione problema 2

Calcoliamo preliminarmente la forma dell’entropia e dell’energia interna dei corpi. Per il
primo abbiamo

dQ@ BT
e A
dS = = d1

da cui, a meno di una costante, abbiamo
S =T

In modo analogo si ottiene S = 387 per il secondo corpo. Per quanto riguarda ’energia
interna

dU = dQ = BTdT

e quindi, sempre a meno di una costante
1
U= -pT>
50
Per il secondo corpo sara U = %BT 2,

Domanda 1

Si conserva l'energia del sistema, che é data da
1 3
U= BT? + 3 BT

Di conseguenza
BT + 12815 = 4BT}7

13
Tf — ZTO

@ 522 versione del 22 marzo 2018



7.9. 23 MAGGIO 2016

Domanda 2

Il secondo corpo é quello che si trova alla temperatura pit alta inizialmente. Non é quindi
possibile far salire ulterioremente la sua temperatura, e quindi

Domanda 3
Alla fine delle trasformazione ’energia del sistema non sara cambiata, quindi

1 2 2 3 2 2

§ﬁ (Tl _To) = 5/3 (4T0 —T2)
cioé

(Tl — T()) (Tl + To) =3 (2TO - TQ) (2To + Tg)
Operando reversibilmente avremo inoltre AS = 0, quindi
BT — To) = 38 (21p — T2)

Dividendo membro a membro le equazioni precedenti otteniamo infine

(T1 = Ty) = 3 (2T — T)
(T +Ty) = (2T + T2)

Risolvendo abbiamo

5
Tl max — 5 TO
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Problema

Un elastico di lunghezza £ puo essere descritto per piccoli allungamenti dall’equazione di

stato

TZO&T(K—E())

dove 7 ¢ la tensione, T' la temperatura £y la lunghezza a riposo e a una costante po-
sitiva dalle opportune dimensioni. [’energia interna é indipendente dalla lunghezza, e

supporremo

U =BT

dove B ¢é un’altra costante positiva.

1.

L’elastico viene allungato quasistaticamente a temperatura costante, passando da
{ = 1{y af=2¢. Calcolare il lavoro che ¢ stato fatto su di esso.

Calcolare la relazione tra 7 e ¢ che caratterizza una trasformazione adiabatica
reversibile.

In una espansione adiabatica reversibile, per £ > /g, la temperatura aumenta o
diminuisce?

. Calcolare la capacita termica Cy dell’elastico a £ fissata e quella C; a tensione

costante.

. Esprimere I'entropia dell’elastico in funzione di £ e U, a meno di una costante

arbitraria. In un allungamento isotermo dell’elastico (sempre per £ > £y), che si puo
ottenere mantenendo ’elastico in equilibrio con I'ambiente, ’entropia aumenta o
diminuisce?

L’elastico si trova inizialmente a una temperatura Ty ed é appeso ad un estremo in
assenza di tensione. Si appende adesso all’altro estremo una massa M e si attende
che si ristabilisca I'equilibrio. Assumendo che la trasformazione sia adiabatica,
calcolare la temperatura e la variazione della lunghezza.

Soluzioni

Domanda 1

Il lavoro fatto sull’elastico vale

W—/Tcw
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di conseguenza abbiamo

24p
LV:aT/n (6 — to)de

Lo
1

Domanda 2

Per il sistema considerato il primo principio si puo scrivere nella forma
0Q =dU + 0L = pdT — Tdl
Per un’adiabatica reversibile 6Q) = 0, quindi
BdT = oT (0 — £y) dl (7.10.1)

che si integra direttamente scrivendo

dT
B = all—to)df

e quindi
o 2
logT' = — (£ —¢ K
og 55 ( 0)" +
dove K & una costante di integrazione. Infine
T 2 (0—0p)?
T—_ "  _ Klewmtt
a (£ —to) ‘

cioé . ,
7= Al — ) 280
Domanda 3

Possiamo utilizzare direttamente 1’equazione ([7.10.1). Dato che per £ > ¢ il fattore di
proporzionalita tra d1' e df € positivo

<ﬂu=%Tw—e@de (7.10.2)

la temperatura aumentera al crescere di /.

Domanda 4

Se /¢ ¢ fissato
0Q = BdT
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e quindi
Co=p
Invece a tensione costante
0Q = pdT — d¢
dr =a(l —ly)dT + oTdt =0
Dalla seconda equazione si ottiene

dr

L —tp)
e sostituendo nella prima

5Q = ﬁ+a(£—£0)2} dT
In conclusione

Cr=B+a(l—1t)

Domanda 5
Abbiamo JT

dS:ﬁ? —a(l—ty)dl

Integrando otteniamo

T «
Szﬁlogﬁ—g(ﬁ—ﬁof

U «

B U a0
—ﬂlogUO 2(€ 1)

dove Ty o Uy giocano il ruolo di una costante di integrazione. Vediamo anche che a
temperatura costante

dS = —a (0 — o) dl

e quindi I'entropia dell’elastico diminuisce durante I’allungamento isotermo.

Domanda 6

Possiamo considerare 1’energia totale del sistema composto dall’elastico e dalla massa.
Dato che nello stato di equilibrio iniziale e finale ’energia cinetica ¢ nulla, I’energia
potenziale deve essere la stessa. Quindi

BTy = BTy — Mg (£y — Lo)
D’altra parte nello stato finale

T=0oTt (U —Ly) = Mg
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e sostituendo troviamo

M292
To = BTy —
BTy = STy oT;
Risolvendo I’equazione abbiamo
1 / 4M2g2
Ty == |Ti T?
f 2 o+t 0 + 055 ]
¢ M 2M 1
0ty g 2Mg
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Attenzione: in alcuni degli esercizi sequenti i dati o i risultati potrebbero essere forniti
con una precisione eccessiva (in genere 3 cifre significative) rispetto a valori realistici.
Cio serve solo allo scopo di aumentare il livello di confidenza nella risposta che coincida
numericamente con una di quelle proposte. Quando il testo propone delle risposte alterna-
tive tra le quali scegliere, un’eventuale risposta sbagliata comporta una penalizzazione sul
voto finale; non rispondere affatto (cioé se non si pone nessuna crocetta) non comporta

tnvece alcuna penalizzazione.

1.

Un’automobile di massa 954kg percorre la prima meta di un rettilineo lungo 10.4km
alla velocita di 81.1km/h e la seconda meta a una velocita pari a 1/4 della precedente.
Determinare la velocita media in km/h.

A@ B|144| C[324] D[504| E[684]| F[86.4 |

Un punto materiale percorre 128m lungo un’orbita circolare a velocita di modulo
costante pari a 19.7m/s, compiendo complessivamente 3 giri e mezzo. Determinare
il modulo, in cm/s, della velocita media.

A[0] B[179] C[359] D[539] E[719] F [899 |

. Da una grande altezza si lasciano cadere dei sassi, da fermi, a intervalli di tempo

regolari pari a 3.65s. Si trascuri I'attrito dell’aria. Determinare dopo quanto tempo,
in secondi e a partire dal primo lancio, la distanza tra i primi due sassi é doppia
di quella tra il secondo e il terzo. (Valore standard dell’accelerazione di gravita:
g = 9.80665m/s? )

A[0] B[193] C[373] D[553] E[7.33] F[9.13]

In un prefissato sistema di coordinate cartesiane, due particelle si muovono di moto
rettilineo uniforme, partendo contemporaneamente dall’origine O. La velocita della
prima particella, in m/s, é vy = —2¢ — 33. La velocita della seconda particella, in
m/s, & vy = 35’ + 3k. Determinare la distanza, in metri, tra le particelle dopo 35.1s
dalla partenza.

A[0] B[246] C[426] D[606| E[786] F [966 |

Una ruota rotola senza scivolare su un piano orizzontale. La legge oraria di un punto
della ruota (con distanza dall’asse minore del raggio della ruota), in un sistema di
riferimento solidale con il piano orizzontale, é:

r = (2t+%coswt)
y = 2(2-sinwt)

dove v = 3.11m/s e w = 36.0rad/s. Determinare il raggio della ruota, in centimetri.

A[0] B[173] C[353] D[533] E[71.3] F [89.3]

e <
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6.

10.

In un prefissato sistema di coordinate cartesiane, un punto materiale di massa 62.7g
percorre una traiettoria elicoidale di legge oraria:

r = bcoswt
y = bsinwt
z =t

dove b = 1.09m, w = 21.3rad/s, v = 15.5m/s. Determinare il modulo della velocita
del punto materiale, in m/s, all’istante ¢t = 69.7s.
A[0] B[279] C[459] D[639] E[8L9] F[99.9 ]

Nella situazione del problema (6), determinare il modulo della forza, in newton,
agente sul punto materiale allo stesso istante ¢.

A[0] B[13.0] C[31.0] D[49.0] E[670] F [85.0 ]

. Nella situazione del problema (6), determinare il raggio di curvatura della traiettoria,

n cm.

A[0] B[158] C[338] D[518] E[698] F [878]

. Un’asta rigida di lunghezza h = 78.0 cm cade scivolando su un piano orizzontale

senza attrito sul quale un suo estremo & appoggiato (e rimane appoggiato durante
tutto il moto). Il moto dell’asta si svolge tutto su un piano verticale. Si osserva che
il centro G dell’asta percorre una traiettoria rettilinea verticale. A un certo istante
di tempo t; = 0.701s il punto G si trova a una quota pari a 13—0h rispetto al suolo e
ha una velocita di modulo 79.6cm/s. Allo stesso istante di tempo t1, determinare il
modulo della velocita, in cm/s, dell’estremo dell’asta appoggiato al suolo.

A[0] B[237] C[417] D[59.7] E[77.7] F [95.7]

Un proiettile di cannone, sferico di raggio 12.2cm, viene sparato in pianura con
un alzo tale da ottenere la massima gittata. Si trascuri la resistenza dell’aria.
La massa del proiettile ¢ 21.9kg, il valore standard dell’accelerazione di gravita é
g = 9.80665m/s2, la massima quota a cui arriva il proiettile & 542m. Determinare
il rapporto tra il massimo e il minimo raggio di curvatura della traiettoria (estremi
inclusi).

A[0] B[1.03] C[283] D[463] E[643] F [8.23]

Soluzione

Domanda 1

La massa dell’automobile non ha alcun ruolo. La velocita media é data da

As
At

T =
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dove As = 10.4km ¢é lo spazio totale percorso e At il tempo totale impiegato. Per
quest’ultimo abbiamo

Ar— B8l Asd
2 U1 2 V1
con v; = 81.1km/h. Sostituendo otteniamo
As1  Asa\!
~_(Aasl Asa A
v < 2 (% + 2 1)1) 5
A
- 21)1 U1
2
=0 = 32.44km /h

La risposta corretta ¢ dunque la C.

Domanda 2

La velocitd media & data da

- |As]
A—
At
Se il punto materiale percorre tre giri e mezzo il tempo impiegato sara
L
At = —
v

dove ¢ = 128m e v = 19.7ms~!. Lo spostamento totale sara uguale ad un diametro, ossia

l 20
|As| = 2~ = —
sx2m Tm
Quindi
20
|v| = 20 1.79ms™! = 179cms !
Tml

La risposta corretta & quindi la B.

Domanda 3

Detto 7 l'intervallo tra un lancio e il successivo, avremo le leggi orarie per i primi tre sassi

1

81 = §gt2
1

52 =59 (t—71)°
1

53 = 59 (t —27)>
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Dato che tutte le distanze sono proporzionali a g la risposta non dipende dall’accelerazione
di gravita. Le distanze da confrontare saranno

Lo, 1 2 _ 9 2

di2 = 81—82=§gt —ig(t—T) 25(2715—7)
_ 1 2 1 2 g 2
d23 = 32—83—§g(t—7) —ig(t—27'> —5(2t7—37')

La condizione richiesta si verifichera quando

d12 = 2da3
cioé 5
t= 57‘ =9.13s

La risposta corretta ¢ dunque la F.

Domanda 4

La posizione relativa delle particelle sara
s=(vy—v)t
- (33+312:+2%+3j‘)t
- (2%+65’+312:)t

e quindi la distanza
d =122 + 62 4 3235.1m = 245.7m

La risposta corretta ¢ quindi la B.

Domanda 5

Per un punto ad una distanza p dal centro della ruota la legge oraria é

T =z + vt + pcos (Qt + )
Yy =yo+psin(Q+ ¢)
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e per la condizione di puro rotolamento deve essere v, = —Q2R, dove R é il raggio della
ruota e {2 la sua velocita angolare. Confrontando con la legge specificata troviamo

v
p = —
w
Ve = 20
xon
2v
Yo = —
w
» =0
Q = —w

da cui 5 .
Ve v X 3.
R 0 o 36.0 m 7.3cm

La risposta corretta & quindi la B.

Domanda 6

Derivando una volta le leggi orarie abbiamo

Tz = —bwsinwt
y = bwcoswt
Z

=0

Per il modulo della velocita abbiamo quindi

lv| = V22 4 2 + 22 = Vb2w? + 02 = 27.9156ms !
Notare che il modulo della velocita é costante. La risposta corretta ¢ quindi la B.
Domanda 7
Derivando un’altra volta rispetto al tempo le leggi orarie otteniamo ’accelerazione
& = —bw? coswt
j = —bw?sinwt
Z =0

e quindi il modulo della forza

|F| = my/#2 + i + 32 = mbw?

= 62.7 x 1072 x 1.09 x (21.3)*N = 31.0065N

La risposta corretta ¢ quindi la C.
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Domanda 8

L’accelerazione é perpendicolare alla velocita, come si verifica direttamente:
v-a=2T+4y+2z=0

Di consequenza
2

v
al = —
p

e quindi
(219
1.09 x (21.3)

La risposta corretta ¢ quindi la B.

m = 157.58cm

Domanda 9

etta yg 'ordinata del punto G e xg l'ascissa dell’estramo appoggiato al suolo, in un
sistema di coordinate con xg = 0 e yg = 0 deve essere

h2
95%‘*‘3/%:1

e quindi derivando rispetto al tempo
rpip +Yyayc =0

Di conseguenza

3
= —ZyG = 59.7cms ™!

La risposta corretta & quindi la D.
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Domanda 10

Le leggi orarie sono
V2,1,
= vt — —gt
Yy 0 9 29
Dato che la traiettoria ¢ una parabola il minimo raggio di curvatura si avra al vertice, il

massimo ad un estremo. Nel primo caso

2
v
Pmin = =
g
e nel secondo
2
Pimaz = —o
max
9%
quindi
Pmac _ V5 _ 4 _ 583
Prmin Ug@ V2
La risposta corretta ¢ quindi la C.
537 versione del 22 marzo 2018
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Attenzione: in alcuni degli esercizi sequenti i dati o i risultati potrebbero essere forniti
con una precisione eccessiva (in genere 3 cifre significative) rispetto a valori realistici.
Cio serve solo allo scopo di aumentare il livello di confidenza nella risposta che coincida
numericamente con una di quelle proposte. Quando il testo propone delle risposte alter-
native tra le quali scegliere, un’eventuale risposta sbagliata comporta una penalizzazione
sul voto finale; non rispondere affatto (cioé se non si pone nessuna crocetta) non compor-
ta invece alcuna penalizzazione. Per l’accelerazione di gravita, usare il valore standard:
g = 9.80665m /s>,

1. Un pendolo ideale é costituito da un corpo di massa 139g e da un filo inestensibile
di lunghezza 171cm. Nel sistema di riferimento del laboratorio, che puo essere con-
siderato inerziale, il punto di sospensione viene mantenuto in oscillazione armonica
(sinusoidale) lungo una direzione orizzontale, grazie all’applicazione di un’opportuna
forza F'. Nel sistema del laboratorio si scelgono delle coordinate cartesiane X, Y, Z,
dove Z ¢é I’asse verticale rivolto verso ’alto e X & un asse orizzontale nella direzione
del moto del punto di sospensione. Le condizioni iniziali in cui viene posto il pendolo
assicurano che il suo moto avvenga sempre sul piano X, Z, pertanto, nel seguito,
non si fara riferimento all’asse Y . Nel sistema di coordinate citato, la legge oraria
del punto di sospensione ¢: X (t) = X cos(wt), dove Xy = 0.530cm e w = 1.80rad/s.
L’attrito é trascurabile. Nel seguito ogni grandezza o relazione € intesa nel sistema
di riferimento S non inerziale, solidale col punto di sospensione del pendolo e assi
cartesiani x, z rispettivamente paralleli e concordi agli assi X, Z. Sia ¢ I’angolo,
con segno, che forma la direzione del filo con la verticale; nel seguito si consideri
sempre il caso delle piccole oscillazioni (le espressioni riguardanti le forze sviluppate
al prim’ordine in ¢: sinp ~ @, cos ~ 1, eccetera). Determinare il valore massimo,
in mN, del modulo della forza apparente esercitata sul corpo (nel sistema S).

A[0] B[239] C[419] D[599] E[7.79] F [9.59 ]

2. Nella situazione del problema precedente (1) determinare la tensione del filo in
newton (nel sistema S).

A[0] B[136] C[316] D[496] E[6.76] F [8.56 |

.....

del pendolo sia nulla (al tempo ¢ = 0 e nel sistema S), determinare quale deve
essere 1’angolo iniziale ¢ (¢t = 0), in mrad, affinché il moto del pendolo sia armonico
semplice.

A[0] B[223] C[403] D[5.83] E[7.63] F[9.43]

4. Nella situazione dei problemi (1,2) si considerino ora le condizioni iniziali (al tempo
t = 0) di velocita nulla e angolo ¢ nullo. Determinare ’angolo ¢, in mrad, al tempo
t= 2",

AT0] B[237] C[417] D [597] B [7.77] ¥ [9.57]
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5. Un bambino si trova su una giostra di raggio r, che ruota con velocita angolare
costante w. La madre del bambino, di massa m, é ferma, in piedi, sul terreno
immediatamente all’esterno della giostra. I coefficienti, rispettivamente statico e
dinamico, di attrito radente per le suole delle scarpe sul terreno sono ps e pg. Le
domande seguenti riguardano le grandezze fisiche misurate nel sistema di riferimento
S solidale alla giostra e dotato di un sistema di coordinate polari (r, ). Dal suo
punto di vista, il bambino "vede” la madre percorrere un’orbita circolare con velocita
uniforme. Determinare la forza di attrito sulla madre.

a) A: —pgmge,

b) B: 0

c) C: —usmge,

d) D: —pgmge,

e) E: Nessuna delle altre risposte proposte & corretta
f) F: pgmgey

A0 e e

6. Nella situazione del problema precedente (5) determinare (nel sistema .S) la compo-
nente radiale F, della risultante di tutte le forze (incluse quelle apparenti) agenti
sulla madre.

a) A: mrw?

b) B: 3mrw?

c) C: —2mrw?

d) D: Nessuna delle altre risposte proposte & corretta
e) E: —mrw?

f) 2mrw?

Al]B[]JC[]D[]E[]F[]
7. Un punto materiale di massa 491g si muove in una dimensione nel campo di una
forza conservativa con energia potenziale:

L2
U(x)—{2 ¢ x>0

dkz? <0

dove k = 5.91N/m. Determinare il periodo, in secondi, dell’oscillazione intorno alla
posizione di equilibrio.
A[0] B[123] C[303] D[483] E[6.63] F[8.43]

8. Una pa,rticella di massa 7.02g ¢ Vincolata a muoversi lungo una retta orizzontale e

.....

é soggetta a una forza di richiamo Fx = —ka® , con k = O.446N/m . A quale
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distanza dall’origine, in metri, riesce ad arrivare?

A[0] B[114] C[294] D[474] E[654] F [8.34]

9. Una massa di 0.552kg é appesa verticalmente a una molla di costante elastica
5.62N/m al soffitto di un ascensore. Il sistema ¢ inizialmente in quiete, ma al tempo
t = 0 Dascensore inizia ad accelerare verso l'alto con accelerazione costante di
modulo 0.480m/s?. Determinare 1’'ampiezza delle oscillazioni, in ¢cm, intorno alla
posizione di equilibrio, nel sistema di riferimento solidale con ’ascensore.
A[0] B[111] C[291] D[47L] E[651] F [8.31]

Soluzione
Domanda 1

La forza apparente applicata sula massa é data da

F = —mae,

a=X = —X0w2 coswt
Il valore massimo del modulo della forza apparente sara quindi
F| = Xow?m = 0.530cm (1.80rad/s)? 139g

max

=0.530 x 1072 (1.80)%139 x 103N
=239 x 103N

La risposta corretta ¢ quindi la (B).

Domanda 2

Dall’equazione del moto nella direzione del filo abbiamo

02
—m7 =T —mgcosf

Per piccole oscillazioni possiamo porre cosf ~ 1 e trascurare il contributo proporzionale
alla velocita, quindi

T = mg = 139 x 10~%kg 9.80665ms 2
~ 1.36N

La risposte corretta ¢ quindi la (B).
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Domanda 3

L’equazione del moto si scrive nella forma
ml%3 + mgly = mlXow? cos wt

ossia )
., 9 A0
PP

La soluzione generale é data dalla somma di una soluzione particolare e della soluzione

coswt

generale dell’omogenea,

X0w2

——————coswt
2 _ 2
14 Qp w

(t) = AcosQut + BsinQt +

con QIQ, = g/{. Dato che Q, e w sono differenti, I'unico modo per ottenere una soluzione
monocromatica ¢ avere A = B = 0. In questo caso ¢(0) ¢ automaticament nullo, e deve
essere

0 = X0 w?  0.53x 10 %cm (1.80rad/s)?
AT T2 202 T 1T x 10 %em 980565 (104 /)% — (1.80rad /s)?

171x10—2
= 4.025 x 10 3rad

La risposta corretta ¢ quindi la (C).

Domanda 4

Imponiamo le condizioni iniziali:

XO w2
= A _—— =
p(0)=A+ 022 0
¢(0) = B2y =0
e quindi
Xy w?

o(t) = TW (coswt — cos Qpt)

Q—W *&7&)2 1 — cos QWQP
v w/) 4 Q}%—wQ w

= 4.025 x 10 3rad1.484
= 5.97rad

Abbiamo infine

La risposta corretta ¢ quindi la (D).
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Domanda 5

La forza di attrito non dipende dal sistema di riferimento, quindi quella che agisce sulla
madre ¢ nulla. Di conseguenza la risposta corretta ¢ la (B).

Domanda 6

Dato che nel sistema considerato la madre compie un moto circolare uniforme, abbiamo
che la somma delle forze radiali ad essa applicata deve essere uguale alla sua massa per
la sua accelerazione centripeta, quindi

F,. = —mrw?
Notare che questa ¢ la somma della forza centrifuga (mrw?) e di quella di Coriolis
(—2mrw?).

La risposta corretta ¢ dunque la (E).

Domanda 7

Per 2 > 0 si ha un moto armonico con w; = /k/m, per x < 0 un moto armonico con
wo = /8k/2. Per il periodo di una oscillazione completa avremo

T Th T s

2 2 w1 w9
m 1
= — (1 =
= 1.2256s

La risposta corretta ¢ quindi la (B).

Domanda 8

Dal teorema delle forze vive abbiamo

1 2 X 3
O—2mv0:/0 (—ka?) dz

dove X ¢ la massima distanza dall’origine. Quindi

9 2 1/4
X:< ”Z”O> ~ 1.14m

la risposta corretta ¢ quindi la (B).
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Domanda 9

Nel sistema di riferimento dell’ascensore per ¢ < 0 abbiamo
mij = —ky —mg

quindi il sistema é un oscillatore armonico con posizione di equilibro

__mg
Yo,— = 2

Per t > 0 occorre aggiungere la forza apparente dovuta all’accelerazione, e I’equazione
del moto diviene
my=—ky—m(g+a)

Abbiamo quindi ancora un oscillatore armonico, ma la posizione di equilibrio ¢ diventata

m (g +a)
y0,+ = _T

La soluzione generale di questa equazione é

y— _m(gkﬂl) + Acoswt + Bsinwt

con w? = k/m. Imponiamo le condizioni iniziali. A ¢ = 0 la massa & ferma nella posizione
di equilibrio precedente yo —, quindi

m (g +a) mg
)=—————+A=——=
y(0) Tt p
9(0) =Bw =0
Segue che
ma
A = —
k
B =0
e quindi
Yy=y= _nery (gk—l— %) + % coswt
L’ampiezza delle oscillazioni é chiaramente data da
.552kg0.4 2
ma _ 0.552ke0.480m/s” 4 7 y59em

k 5.62N/m

La risposta corretta é quindi la D.
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Attenzione: in alcuni degli esercizi sequenti i dati o i risultati potrebbero essere forniti
con una precisione eccessiva (in genere 3 cifre significative) rispetto a valori realistici.
Cio serve solo allo scopo di aumentare il livello di confidenza nella risposta che coincida
numericamente con una di quelle proposte. Quando il testo propone delle risposte alter-
native tra le quali scegliere, un’eventuale risposta sbagliata comporta una penalizzazione
sul voto finale; non rispondere affatto (cioé se non si pone nessuna crocetta) non compor-
ta invece alcuna penalizzazione. Per l’accelerazione di gravita, usare il valore standard:
g = 9.80665. Per la pressione atmosferica: latm = 101325Pa; per la costante dei gas
ideali: R = 8.3145Jmol 1K~

1.

Un orologio con pendolo metallico anticipa di 10s ogni giorno, se la temperatura
dell’ambiente in cui si trova é di 15°C; ritarda invece di 20s al giorno, se la tempe-
ratura € di 30°C. Determinare il ritardo giornaliero, in secondi, alla temperatura di
22.9°C.

A[0] B[220] C[400] D[5.80] E[7.60] F [9.40 ]

. Determinare il volume, in litri, occupato da 8.02g di ossigeno (peso molecolare

32g/mol) alla pressione di latm e alla temperatura di 274K.
A[0] B[204] C[384] D[564] E[744] F [9.24]

. Cinque moli di gas ideale, inizialmente in uno stato di volume 33.0l e pressione

P, = 4.96atm, fanno una trasformazione reversibile che le porta in uno stato di
volume 9.891 e pressione 4P;. La trasformazione é descritta dall’equazione P =
aV 4+ b. Determinare il valore massimo della temperatura, in kelvin, durante la
trasformazione.

A[0] B[110] C[290 | D[470]| E[650] F [830 |

. 3.34mol di gas ideale monoatomico si espandono, in modo adiabatico e reversibile,

fino a occupare un volume pari a 3.41 volte quello iniziale V; = 4.46l. La temperatura
iniziale vale 366K. Determinare il lavoro, in kJ, compiuto durante ’espansione.
A[0] B[132] C[312] D[492] E[6.72] F [8.52]

. Una mole di elio, gas monoatomico, inizialmente si trova nello stato A, alla tempe-

ratura di 343K, con un volume di 0.0193m3. Il gas compie successivamente un’e-
spansione isobara reversibile fino allo stato B e un’espansione adiabatica reversibile
fino allo stato C, con un volume finale doppio di quello iniziale nello stato A. Infine
il gas chiude il ciclo compiendo una compressione isoterma reversibile che lo riporta
nello stato A. Determinare la temperatura, in kelvin, nello stato B.

A@ B’273‘ C’453‘ D’633‘ E’813‘ F’993‘

. Nella situazione del problema precedente (5), determinare il lavoro netto, in joule,

complessivamente fatto dal gas percorrendo il ciclo.

A[0] B[121] C[301] D[481] E[661]| F[841]
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7. Nella situazione del problema (5), determinare il rendimento del ciclo.
A[0] B[0132] C[0312] D[0492] E[0.672] F [0.852 ]

8. Un gas ideale biatomico compie una trasformazione reversibile nella quale la tempe-
ratura assoluta é costantemente proporzionale alla potenza k = 0.356 del volume:
T  V*. Determinare il corrispondente calore molare in Jmol 'K~
A[0] B[261] C[441] D[621] E[80.1] F[98.1]

9. Un cilindro verticale con pareti non permeabili al calore, con base di area S, contiene
una certa quantita di gas ideale monoatomico. Superiormente il cilindro é chiuso da
un pistone, di massa m1, anch’esso isolante e che puo scorrere lungo il cilindro man-
tenendo una perfetta chiusura. Si supponga che I’esperimento si compia in assenza
di pressione atmosferica e con gravita terrestre standard. Inizialmente, in condizioni
di equilibrio termodinamico, il volume occupato dal gas é Vj. Successivamente si
pone una massa mo sul pistone, facendone abbassare la bruscamente la quota, e
si attende il raggiungimento del nuovo equilibrio termodinamico. Determinare il
volume occupato dal gas al nuovo equilibrio.

: Nessuna delle altre risposte proposte € corretta

. 2mi1+2mg

5mi1+2mo ‘/0
5mi1+2mo

© Bbmi+5meo ‘/b

. 2mi1+5mo

: Sm1+25m2 VO
m1+2ma

© bmi1+5meo ‘/0

2mi+2mo

2m1+2mo 0

aAldsljel o] e]F[]

10. Un infermiere sta preparando un paziente per una flebo. Dopo aver collegato la
bottiglia di liquido, di densita 1.07g/cm?, a un tubicino del diametro di e a un
ago, infila quest’ultimo in una vena. Sapendo che la pressione del sangue é pari
a 3.10 x 103Pa, determinare 'altezza minima, in e¢m e rispetto all’ago, a cui deve

essere posta la bottiglia affinché il liquido entri in vena.
A[0] B[115] C[295] D[475] E[655] F [835]

TEO QR

Soluzione
Domanda 1

Dato che il periodo del pendolo é

¢
P =214 -
g
avremo AP 1A€ 1
e W A
P 2¢ 2°

dove « ¢ il coefficiente di espansione termica, AT ¢é la variazione di temperatura rispetto al
valore per il quale si ha la lettura corretta, e AP la variazione del periodo corrispondente.
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Il ritardo accumulato in un giorno sara (7 = 24 x 60 x 60s)

AP 1
AT = T = 5047'AT
e quindi
1
ATl = ECMT (15 — To) = —10s
1
ATQ = 50[7‘ (30 — T()) = 20s

Noi dobbiamo determinare )
ATy = 50T (22.9 — Tp)

Dalle due relazioni precedenti troviamo

L = 2
2047‘ =

1

—atly = 40

2

e sostituendo
A3 =2x%x22.9—40 = 5.8s

La risposta corretta ¢ quindi la D.

Domanda 2

Il numero di moli di ossigeno &
n = 8.02/32 = 0.250625

ed il volume occupato sara

nRT  0.250625 x 8.3145 x 274

3 _
2 101325 m” = 5.641

V=

La risposta corretta ¢ quindi la D.

Domanda 3

Determiniamo a e b. Deve essere

P, = aVi+b
4P, = an+b
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e quindi

3P, 3x4.96 x 101325 o
_ - — 650438 x 107P
TV, VT (989-33.0)10-° x 10°Pa/m

b = 4.96 x 101325 + 6.50438 x 107 x 33.0 x 1073 = 2.64902 x 10°Pa

Per la temperatura abbiamo

PV 1
T = — ‘/ [/
nR nR (aV +9)

che ha valore massimo per

b
V=—— =204l
2a 0

che & all’interno dell’intervallo considerato. La temperatura massima sara dunque

—6.50438 x 107 x (20.4 x 1073)% 4 2.64902 x 105 x 20.4 x 1073
Tax = = 649K
5 x 8.3145

La risposta corretta ¢ dunque la E.

Domanda 4

Dato che la trasformazione é adiabatica il lavoro fatto dal gas é uguale alla diminuzione
della sua energia interna. Dunque

L =ncy (T; — Ty)

ma dato che TVY~1 & costante
vy 1\
Ty =T, — =T — = 161.552K
! (Vf> (3.41)

3
L =334x 3 x 8.3145 x (366 — 161.552) = 8.52kJ

Quindi

e la risposta corretta é la F.

Domanda 5

La pressione in C' é data da
nRTA P A
PC = = —
2V4 2

ed inoltre, dato che la trasformazione da B a C' ¢ adiabatica, avremo

e/ 0
PcTi7 = PATS
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di conseguenza
1 2
Po\ 1\ 5
Ty =Ty <C) R—H <2> — 452.591K

La risposta corretta ¢ la C.

Domanda 6

Abbiamo:
Lap = Pa(VB—Va)=R(Tp—Ta)
Lpc = —cyv (Ta—Tg)
1
LCA = RTA log 5
e quindi

1
L=cp(Tgp—Ts)+ RT4log 3
5
= JR(452.591 — 343) — 343 x Rlog2 = 301.218

La risposta corretta ¢ la C.

Domanda 7

Il rendimento ¢ il rapporto tra il lavoro (che abbiamo calcolato nell’esercizio precedente)
e il calore assorbito. Il calore viene assorbito in questo caso sulla trasformazione isobara,
e vale

Q=cp(Tp—Ta)

quindi
cp(Tp —Ta) — RTslog2
= =0.13223
7 cp (Tp —Ta)
La risposta corretta ¢ la B.
Domanda 8
Abbiamo
dQ = nceydT + PdV
D’altra parte
ar _,dv
T "V
e sostituendo troviamo
RT ATV R
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Quindi il calore molare cercato &

1dQ _

R 5 1
i S = 44.14 7K1
AT cy + 3 ( + ) R Jmo

2k

La risposta corretta ¢ la C.

Domanda 9

Inizialmente Py = mygS~'. Dato che durante la trasformazione 'aumento di energia
interna del é uguale al lavoro fatto su di esso avremo

(m1+ma)g

5 (Vo = V1) = nev (Th — To)

e usando 'equazione di stato

(my 4+ ma)g cy cv ((m1+m2)g mig
— == (Vo — V1) = = (nRT} — nRTy) = — Vi — %,
5 Vo=V) =7 RN —nkT) =5 S L= 7g "0
Quindi
3
(m1+mge) (Vo — V1) = 3 [(m1 +mg2) Vi — m1 Vg
da cuil
_2m1+5m2
1_5m1+5m20

La risposta corretta & la D.

Domanda 10

La sovra-pressione deve essere uguale alla pressione della colonna di liquido, quindi
pgh = 3.10 x 10°Pa

Risolvendo otteniamo

3.10 x 103

- — 204
1.07 x 103 x 9.80665 o

La risposta corretta ¢ la C.
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8.4. 5 novembre 2014

Negli esercizi sequenti le coordinate polari sferiche vengono indicate con i simboli 1,0,¢,
dove r ¢é la distanza dall’origine O, 0 ¢é l’angolo polare (colatitudine) e ¢ & lazimut; le
coordinate cilindriche vengono indicate con i simboli p,¢,z, dove p é la distanza dall’asse
polare, ¢ € l'azimut e z é la quota; le coordinate cartesiane vengono indicate con i simboli
x,Y,2. Quando pit tipi di coordinate sono usati nello stesso esercizio, salvo avviso contrario
1 diverst sistemi sono associati nel modo usuale: origini coincidenti, assi polari coincidenti
tra loro e coincidenti con l'asse z, origine degli azimut coincidente con il semiasse x > 0,
ecc.

1. Una particella elementare ¢ dotata di una massa m = 1.01 x 1073! kg e di una
carica elettrica ¢ = 6.35 x 10710 u.e.s. Sapendo che 1 u.e.s. = 1 g1/2 em®/2s71 e che
la velocita della luce ¢ ¢ = 299 792 km /s, stimare il suo raggio r, in cm, sulla base
di pure considerazioni dimensionali (si usi una formula del tipo r = m®qPcY, con

a, 3,7 € R).

A @ B ] 2.64 x 10712 \ C ] 4.44 x 10712 \ D ] 6.24 x 1012 \ E ] 8.04 x 1012 \ F ] 0.84 x 1012 \

2. Un’automobile percorre un tratto rettilineo di lunghezza 3.74 km, sia all’andata che
al ritorno. All’andata mantiene una velocita di modulo costante pari a 58.2 km/h,
mentre al ritorno mantiene una velocita di modulo costante pari a 92.7 km/h.
Determinare il modulo della velocita (vettoriale) media, in dm/s.

A[0] B[205] C[385] D[565] E[745| F [925 |

3. Nel caso del problema precedente (2), determinare la velocita scalare media (media
del modulo della velocita), in m/s.

A[0] B[199] C[379] D[559] E[739] F[919]

4. Date le grandezze F = 374N, m = 30.0g, a = 419 m/s?, v = 46.2 km/h e
h = 77.6 cm, determinarne una corretta espressione adimensionale.

a) A: Fv?log(v?/(ah))/(ma’h?*)

b) B: Fv2e®/eh) /(m a?h)

¢) C: wF3/208 /\/m3a9h6

d) D: Nessuna delle espressioni proposte & una corretta espressione adimensionale
e) E: F20%/(m2a’h?)

f) F: 2Fv"/(ma’h?)

allsJeJpJE[L]F[]
5. Un cannone spara proiettili con velocita iniziale di modulo 15.7 m/s e alzo (angolo

rispetto all’orizzontale) di 0.759 rad. Determinare di che fattore aumenta la gittata,
se la velocita di espulsione del proiettile aumenta di un fattore 3.
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]

6. Sul piano, si considerino i due punti A e B di coordinate polari rispettive: pg =
1.84 m, p4 = 2.81 rad e pp = 3.80 m, ¢p = 4.20 rad. Un punto materiale P si
muove da A a B, con velocita di modulo 4.42 m/s, seguendo due linee coordinate
polari, una radiale e 'altra azimutale (in un ordine non predefinito). Determinare
la lunghezza della traiettoria piti breve, in metri.

A[0] B[272] C[452] D[632] E[812] F[9.92]

7. Un punto P, nella posizione di coordinate cartesiane (z = V3m,y =1m,z =
2.12 m), ha una velocita v = v,€,, con v, = 4.78 m/s, e un’accelerazione a =
R N . dv, - .
az€; + aye,, con a, = ay = 6.01 m/s?. Determinare % in m/s?, nella posizione
data.

A[0] B[1.01] C[281] D[461] E[641] F [8.21]

8. Nel caso del problema precedente (7), determinare il modulo dell’accelerazione
centripeta (cioé¢ normale alla traiettoria), in m/s?.

A[0] B[220] C[4.00] D[580] E[7.60] F [9.40 ]

9. Uno studente vuole verificare la validita di una teoria in cui la seconda legge di
Newton, nel caso di moti unidimensionali, sia sostituita da f = m + a, dove a &
I’accelerazione definita nel modo tradizionale, mentre f e m rappresentano, rispetti-
vamente, nuove definizioni di forza e di massa (con le dimensioni di un’accelerazione).
Per effettuare una verifica sperimentale, lo studente prepara un meccanismo che
puod mettere in movimento piccoli oggetti mediante lo scatto di una molla. Lo stu-
dente fa anche l'ipotesi che la (nuova) forza, impressa dalla molla a un oggetto al
momento dello scatto, dipenda solo dalla compressione della molla e non dal tipo
di oggetto accelerato. Lo studente effettua dapprima due esperimenti, con la stessa
compressione della molla, misurando 1’accelerazione iniziale di due oggetti diversi
detti A e B. Il modulo dell’accelerazione misurata di A vale 0.439 m/s?, mentre
quello dell’accelerazione misurata di B vale 2.94 m/s?. In un terzo esperimento
lo studente cambia la compressione della molla e misura il modulo della nuova
accelerazione iniziale ottenuta per A: 2.39 m/s?. Infine lo studente si accinge a com-
piere un quarto esperimento, con la molla compressa come nel terzo, ma misurando
I'accelerazione iniziale ottenuta per B. Quale valore del modulo dell’accelerazione
iniziale di B, in m/s?, confermerebbe la teoria?

A[0] B[129] C[3.09] D[489] E[6.69] F [8.49]

10. Lo studente del problema precedente (9) effettua infine il quarto esperimento. Quale
risultato ottiene, nelle stesse unita? (Si continui a supporre che la forza dipenda
solo dalla compressione della molla.)

A[0] B[16.0] C[34.0] D[520] E[70.0] F [83.0]

@ 551 versione del 22 marzo 2018



8.4. 5 NOVEMBRE 2014

Soluzione
Domanda 1

Gli esponenti della corretta formula da usare si ottengono imponendo che la quantita
abbia le dimensioni di una lunghezza. Dato che

[m] = M
[q] — M1/2L3/2T—1
[c]=LT™!

abbiamo che
[maq C’Y] — Ma-l—%ﬁL%ﬁ-i"YT—ﬁ—’Y

e quindi deve essere

1
- )
a+ 25
3
55‘1‘7 =1
B+y =0
Questo sistema ha per soluzione
a = -1
g = 2
v o= =2
e quindi
q? (6.35 x 10710g1/2 cm?/2 s_l)2

= 4.44 x 10~ 2cm

r = =
me? 1,01 x 10-28g (299792 x 105cms—1)?

La risposta corretta ¢ dunque la C.

Domanda 2

La definizione di velocitd vettoriale media &
. AF
Uy = —
AL

dove AS é il vettore spostamento. Dato che nel nostro caso il punto di partenza e il punto
di arrivo coincidono, As'= 0 e quindi ¥,, = 0. La risposta corretta ¢ dunque la A.
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Domanda 3

La velocita scalare media ¢ definita da

_As
At

Vs

dove As é lo spazio percorso in totale. Indicando con £ la lunghezza del tratto rettilineo

vale As = 2/. Inoltre p ’
At = Aty + Aty = — + —
V1 ()

dove v1 e vo sono le velocita all’andata e al ritorno. Quindi
2/ V1V2 58.2 x 92.7

= _9 —9 km/h = 71.5062km /h
Y Tr L™ ot 58.2 1 007/ = 71.5062km/

In ms~! questo significa vy = 71.5062/3.6ms™! = 19.8268ms~!. La risposta corretta &
dunque la B.

Domanda 4

Abbiamo anzitutto

[F] = MLT—?
[v] = LT}
[a] = LT
[h] =L

Possiamo anzitutto escludere la B, dato che 'argomento dell’esponenziale non é adimen-
sionale

=L7'T

[ v } LTt
ahl — LT2L
L’argomento del logaritmo nella espressione A é invece correttamente adimensionale:

v?]  LPT?
ah| LT—2L

ma il fattore rimanente non lo é

Fvo¥' 1 MLT?xLT% 71
madht | M x LST—10 x L4
L’espressione C ¢é invece adimensionale
— MOLOTO

TOMB3/2 x L9279 x [,3

F3/2,U6 M3/213/27-3 « [6T7—6
V' m3adho
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ed ¢ quindi la risposta corretta. Verifichiamo che la E e la F sono espressioni non
adimensionali. Per risparmiare tempo, sfruttiamo il fatto che [F'] = [ma]. Per la E abbiamo

=L

F2y5 00 LS7-6
m2ah? |~ |a3h2| T I3T-SL2

e per la F

Fo" 1 ["]  L'T77 T
ma®h3|  |a*h3|  ILAT-8L3

Domanda 5

.....

semplici considerazioni dimensionali, dato che una grandezza fisica £ con le dimensioni di
una lunghezza deve dipendere dai parametri rilevanti come

2

v
¢t=2F(
p (0)

Alternativamente si puo ricordare o ricavare I’espressione esatta

- 21}(2) cos fsinf

g
che chiaramente ¢ della forma richiesta. Segue che se vg aumenta di un fattore 3, la gittata
aumentera di un fattore 9.

Domanda 6

Il tratto radiale deve essere necessariamente lungo ¢, = |pa — pp|. Se si esegue prima il
tratto azimutale, questo sara lungo £, = paA¢p, con

A= |pa — ¢8| selpa —op| <m
T — |pa — ¢B] seloa — ¢l <m

Se si esegue per secondo sara invece £, = pgA¢. Per rendere minimo ¢, + ¢, dobbiamo
quindi scegliere il tratto azimutale piti breve, e dato che nel nostro caso pg > p4 dovremo
prima muoverci lungo la linea azimutale. Di conseguenza

b+ Lo = |pa — pB| + palo
= 3.80 — 1.84 + 1.84 (4.20 — 2.81) m
=4.5176m

La risposta corretta ¢ dunque la C.
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Domanda 7

Dato che .
L du
a=—
dt

e che is J J &

U R v, . é

at = i Wee) = g et vy
abbiamo .
. R dv, . de,
Az€y + ayey = Eep + UPE

e
‘.6 (8.4.1)

Notiamo adesso che
R Ty + yéy \/g 6+ 1,
p= —F———==—€, + =€
SR/ 2 27
dove x e y sono le prime due coordinate cartesiane del punto P. Inoltre la derivata di un
versore & perpendicolare la versore stesso, come si dimostra facilmente notando che
. de,

d d
= —(1)= — (e, -e,) =2 .
0 dt ( ) dt (eP ep) €p dt

Dalla (8.4.1)) segue allora che
dv V3 1 _
d—t” = 5 Ga + 5y = 8.20981ms !

La risposta corretta € quindi la F.

Domanda 8
Possiamo scomporre ’accelerazione in componente normale e tangente alla traiettoria

EL’:aLﬁ—FaH%

Ma nel nostro caso 7 = ¢é,, e quindi a| ¢ la quantita determinata precedentemente,

a| = %. Calcolando il modulo quadro abbiamo dunque
dv,\?
2 2 P
o =t + (52)
e quindi
o o (B0 -2
a; =\jaz +ay — o = 2.1998ms
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La risposta corretta ¢ quindi la B.

Domanda 9

Notiamo che eseguendo due esperimenti a forza fissata vale
a1 —ag = Mmoo —Mmiq

Dal risultato del primo e secondo esperimento possiamo quindi determinare la differenza
tra le due “masse”

ma—mp = as — a; = (2.94 — 0.439) ms™2 = 2.501ms ™2

Possiamo adesso predire la differenza di accelerazioni che avremo nel terzo e quarto
esperimento
a4 —az =Mmyg —mp

e dall’esito del terzo predire il risultato del quarto
as =ma —mp+az = (2.501 +2.39) ms~2 = 4.891ms ™2

La risposta corretta ¢ dunque la D.

Domanda 10

Utilizzando la corretta legge della dinamica abbiamo per due esperimenti a forza fissata

maA a2
mp B ay

e dal risultato del primo e secondo esperimento possiamo determinare il rapporto delle

masse 5 04
ma .
— = —— =6.69704
mp  0.439

Possiamo adesso predire il rapporto delle accelerazioni che avremo nel terzo e quarto

esperimento
ay ma

as mp

e dall’esito del terzo predire il risultato del quarto

ag = A Gs — 6.69704 x 2.39ms 2 = 16.0059ms >

mp

La risposta corretta ¢ dunque la B.
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1. Un punto materiale di massa m si muove in una dimensione in un campo di forza
conservativo con energia potenziale data da:

ski(z+a)?  z<-—a
Ul)=< 0 —a<z<a
tha(z — a)? r>a
dove x é l’ascissa del punto, mentre ki, ko e a sono costanti positive note. Det-

ta E l'energia meccanica totale del punto materiale, determinare il periodo T di
oscillazione nel limite £ — +oc.

a) T = +oo
b) T =2r \/IZTT
c) T _W<‘/k1 1/kz)
d) Nessuna delle altre risposte proposte & corretta
e) T
v
T =2 pive

aljsJceol]el]¥F[]

2. Rispondere alla stessa domanda del problema precedente (1), nel limite E — 0.

a) T = +oo
_ Vvm
b) T =2 v
c) T =2r m
T:W(,/kml-i-,/%)
e) T=0

f) Nessuna delle altre risposte proposte ¢ corretta

aAljsJceol]el]¥F[]

3. Un punto materiale di massa m = 20.2 g si muove in una dimensione in un campo
di forza conservativo con energia potenziale data da

U(x) = ax® +bx* +c

dove x & l'ascissa del punto, a = 0.760 J/m3, b = 0.936 J/m? e ¢ = 0.746 J.

Determinare la posizione di equilibrio stabile di ascissa minima .

O8O 557
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a) Nessuna delle altre risposte proposte & corretta
b) Zeg=—1¢

C) Teg=rcC

d) 2eg =0

€) Teg = _%

f) @eq = ?%Z

aAldslJcel o] el]F[]
4. Nel caso del problema precedente (3), determinare la frequenza, in hertz, delle
piccole oscillazioni intorno alla posizione x = xq4.

A[0] B[153] C[333] D[513] E[693] F[873]

5. Sempre per il sistema descritto nel problema (3), se la particella si trova inizialmente
nel punto di equilibrio stabile, determinare per quale valore minimo del modulo
della velocita iniziale, in m/s, il moto non ¢ periodico.

A[0] B[276] C[456] D[636] E[816] F [9.96 |

6. Tarzan vuole lanciarsi attaccato a una liana di lunghezza ¢ = 6.37 m, partendo
da una posizione nella quale la liana € orizzontale, per eseguire una oscillazione
completa (si trascurino gli attriti). Quale deve essere la minima tensione di rottura
della liana, in newton, per permettere a Tarzan, che ha una massa di 67.2 kg, di
tornare a destinazione senza incidenti?

A[0] B[1.98x10°] C[378x10°] D [558x10%] E[7.38x10°| F [9.18 x 10°

7. Come cambia la risposta al problema precedente (6) se sulla verticale del punto
al quale la liana ¢ fissata, al di sotto di esso di £/3, si trova un ramo orizzontale
attorno al quale la liana si puo avvolgere?

A[0] B[264x10°] C[444x10°] D [625x10°] E [8.04x10%] F [9.84 x 10°

8. Una massa m; = 189 g & collegata, tramite una molla di lunghezza a riposo tra-
scurabile e costante elastica 0.837 N/m, a un punto di sospensione che si trova
sopra di essa. Una seconda molla, di lunghezza a riposo trascurabile e di costante
elastica 0.462 N/m, é fissata a my e, all’altra estremita piu in basso, a una seconda
massa mo. B presente un debolissimo attrito che permette al sistema di arrivare
a un regime stazionario, ma che puo essere, per il resto, trascurato. Mediante una
opportuna forza applicata in direzione verticale a mo, si mantiene tale massa in
moto armonico verticale secondo la legge ya = A cos(wt), dove ys ¢ la quota della
massa mo € A = 10.0 cm. Trovare per quale frequenza, in hertz, la massa m1 oscilla
a regime in opposizione di fase a yo e con uguale ampiezza di 10.0 cm.

A[0] B[0126] C[0.306] D[0486| E[0.666] F [0.846 |
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9. Nella situazione del problema precedente (8), per ottenere il risultato voluto &
necessario applicare una forza con componente verticale, positiva se verso l'alto,
della forma F,, = F4 cos(wt) + Fpsin(wt) + F¢, dove Fa, Fp e F¢ sono costanti.
Determinare F)y + Fg, in newton, nel caso my = 0.

A[0] B[0.0204] C[0.0384] D[0.0564]| E[0.0744 ] F [0.0924 |

10. Rispondere alla domanda del problema precedente (9), nel caso mg = m;.

A[0] B[—0.0117] C[—0.0297] D [—0.0477 | E [ —0.0657 | F [ —0.0837 |

Soluzione

Domanda 1

La forza a cui € sottoposto il punto materiale si ottiene derivando il potenziale, e vale
—ki(z+a) z<-a

F(x) = <0 —a<z<a
—ka(z — a) r>a

Quindi il punto materiale si muove a velocita costante per —a < x < a, compie mezzo
periodo di oscillazione armonica attorno a x = a per £ > a e mezzo periodo di oscillazione
armonica per x < —a. La velocita costante nel tratto intermedio ¢ legato all’energia dalla

[2F
v=1]—
m

di conseguenza il tempo necessario per una oscillazione completa sara

m m ™m

T=n /2 tr |2t day )

T k:1+7r k2+a Yo
lim 7y [ oy [ day o = UL AL
oo Vi T Wk " WaoE T T W kg

(il tempo speso nel tratto intermedio diviene trascurabile, dato che la velocita diviene
molto grande). La risposta corretta ¢ dunque la C.

relazione

Abbiamo

Domanda 2

In questo caso

lim 7|2 oy |2 day | 2 = [ [
E%ooﬂ- ]{:1 i k‘g 2E_7T kl T kz

dato che il tempo speso nell’attraversare il tratto intermedio diviene molto grande (la
velocita diviene sempre piu piccola). La risposta corretta ¢ quindi la A.
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Domanda 3

Calcoliamo la derivata prima e la derivata seconda del potenziale

—U = 3az? + 2bx
dx

d*U

Dalla derivata prima vediamo che il potenziale ha due punti stazionari, xt = 0 e z =
—2b/(3a). Per x = 0 la derivata seconda vale

d?U
dz= |, _,
e quindi il potenziale ha un minimo. Per x = —2b/(3a) invece
d?U
o ot

e quindi il potenziale ha un massimo. Di conseguenza abbiamo un’unica posizione di
equilibrio stabile z., = 0, e la risposta corretta ¢ la D.

Domanda 4

L’equazione del moto per il punto materiale &

mx = 7@ = —3ax® — 2bx

dx

Per piccole oscillazioni attorno a x., = 0 possiamo trascurare il termine proporzionale a
22, ed otteniamo un oscillatore armonico

mx + 2bx =0

,/ 2x0936Jm72 _ 00w,
= o o7\l 0.0202kg

La risposta corretta ¢ quindi la B.

con frequenza
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Domanda 5

Per non rimanere all’interno della buca di potenziale nella quale si trova il punto materiale
deve riuscire a superare il massimo del potenziale in x = —2b/(3a). Per tale valore

2b 26\ 2062
U(5)=o(5a) +0(52)

mentre nella posizione iniziale

U0)=c
Dalla conservazione dell’energia vediamo che deve essere

1 s b
—mv C — =
2 27 a?

8 b 8 0.936Jm—2)?
v> \/7 LAY O N oL SRS
27 ma 27 (0.0202kg) (0.760Jm—3)

La risposta corretta ¢ quindi la C.

+c

e quindi

Domanda 6

Indichiamo con 6 ’angolo tra la liana e la direzione verticale. L’equazione cardinale per
Tarzan nella direzione parallela alla liana vale

2

—m% =-T+mg

dove T é la tensione del filo. Di conseguenza
02

T = —
mg—I—mg

Dalla conservazione dell’energia abbiamo inoltre

1
imv2 —mglcosf =0

da cui
2

v
— =2 0
7 g cos

e sostituendo nell’espressione per la tensione troviamo

T =mg+ 2mgcosf
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Il valore massimo che la liana deve essere in grado si sostenere si ha per § = 0, e quindi
Trnaz = 3mg = 3 x 67.2kg x 9.8ms™2 = 1.98 x 103N. La risposta corretta ¢ dunque la B.

Domanda 7

Quando la liana tocca il ramo la velocita di Tarzan non cambia (I’energia si conserva)
ma cambia il raggio di curvatura della sua traiettoria. Quindi ’equazione per la tensione
nella posizione verticale diviene
3 0? 3
T:mg+§m? =4mg = 2.64 x 10°N

La risposta corretta ¢ dunque la B.

Domanda 8

L’equazione del moto per la massa m; ¢ data da

mifiy = —k1 (Y1 — Yo) — k2 (y1 — y2) — mayg

dove yo = Acoswt. Abbiamo indicato con ki e ks le costanti elastiche rispettivamente
della molla che collega m al punto di sospensione ed all’altra massa, e con gy la quota
del punto di sospensione.
Possiamo riscrivere ’equazione nella forma
d2
mos (Y1 — Yl,eq) + (k1 + k2) (Y1 — Y1,eq) = k2 Acoswit

Quindi la massa m7 compie delle oscillazioni forzate attorno alla posizione di equilibrio

o = — 19— k1yo
,eq kl 4 kZ
La soluzione a regime sara
koA cos wt
(Y1 = Yieq) =

—miw? + k1 + k2
che sara una oscillazione con la stessa ampiezza della forzante e in opposizione di fase se

k2

=-1
—myw? + k1 + ko

cio¢ quando (ricordando che w = 27 f)

;- 1 [ki+2ky 1 [0.837Nm~!+2x 0.462Nm~!
o my 27 0.189kg

= 0.485813Hz
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La risposta corretta é quindi la D.

Domanda 9

La forza da applicare all’estremo della molla di costante elastica ko deve essere propor-
zionale al suo allungamento, quindi

ks (y2 — y1) = Facoswt + Fpsinwt + Fe

La posizione di equillibrio si puo riassorbire scegliendo opportunamente F¢, e per la parte
oscillante abbiamo
2ko A coswt = Fy coswt + Fgsinwt + Fo

di conseguenza Fg = 0 e Fy = 2ksA = 2 x 0.462Nm ™' x 0.1m = 0.0924N. La risposta
corretta & quindi la F.

Domanda 10
In questo caso deve valere
mado + ko (y2 — y1) = Fa coswt + Fpsinwt + Fo
cioé, riassorbento nuovamente la posizione di equilibrio in F¢
— Aw?ms coswt + 2ks A coswt = F4 coswt + Fg sinwt
ossia Flg=0e
Fy = (2k2 — m2w2) A

Sostituendo il valore di w determinato nella risposta alla Domanda 8 troviamo (m; = mz)

k1 + 2k
FA: |:2]{?2—m2 (1:’;12>:| A

= kA= —0.837Nm ! x 0.1m = —0.0837N

La risposta corretta é quindi la F.
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1. Si consideri una macchina termica reversibile che utilizza una mole di gas ideale
monoatomico. Inizialmente il sistema termodinamico costituito dal gas si trova nello
stato iniziale A, con volume V4 = 20.0 dm? e pressione P4 = 10° Pa. A partire
dallo stato A il sistema effettua un riscaldamento isocoro che lo porta nello stato
B, con pressione Pp = 4P,4. Successivamente il sistema effettua un’espansione fino
al volume Vo = 2Vy4, che lo porta nello stato C, con la stessa pressione iniziale
P4. Durante tutto il corso dell’espansione si fa in modo che le variazioni (negative)
di pressione siano proporzionali alle variazioni di volume. Infine il sistema ritorna
allo stato A mediante una compressione isobara. Per fissare i segni, si definiscano
il calore @ e il lavoro L scambiati come, rispettivamente, il calore assorbito dal
sistema e il lavoro fatto dal sistema. Determinare il lavoro L, in kJ, fatto in un ciclo.

A[0] B[120] C[3.00] D[480] E[6.60] F [8.40]

2. Nel caso del problema precedente 1., determinare la variazione di energia interna
del sistema termodinamico, in kJ, durante la fase di espansione (da B a C).

A[0] B[-240] C[-420] D[—-6.00] E[—-780] F [ —9.60 |

3. Nel caso del problema 1., determinare il calore scambiato (), in kJ, durante la fase
di compressione (da C a A).

A[0] B[-140] C[-320] D[-5.00] E[—6.80 ] F [ —8.60 |

4. Nel caso del problema 1., determinare la differenza Q — L, in joule, tra calore e
lavoro scambiati complessivamente durante un intero ciclo.

A[0] B[222] C[402] D[582] E[762] F [942]

5. Durante lo studio di un ipotetico gas si stabiliscono i seguenti fatti:

a) L’equazione di stato & ben descritta dall’espressione PV? = nRVyT, dove la
costante Vy = 30.0 dm? ha le dimensioni di un volume e gli altri simboli hanno
il significato ovvio.

b) 11 calore molare a volume costante, misurato per V = 45.8 dm?, dipende dalla
temperatura secondo la legge C,, = RT'/Tj, dove la costante Ty = 126 K ha le
dimensioni di una temperatura.

c) L’espansione (adiabatica) nel vuoto avviene senza variazioni di temperatura.
Determinare la temperatura finale, in kelvin, di una mole di gas dopo una trasfor-

mazione reversibile isocora a partire da uno stato iniziale A con V = 45.8 dm? e
T = 214 K, nella quale viene ceduta al gas una quantita di calore di 17.3 kJ.

A[0] B[215] C[39% | D[575] E[755] F [935 ]
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6. Per il gas del problema precedente 5., si desidera esprimere l'energia interna U
mediante una opportuna funzione f. Quale delle seguenti espressioni é corretta?

A: U = f(PV?)
B: U = f(P?V)
C:U=f(V)
D: U = f(PV)
E: Nessuna
F: U = f(P)
AL IIBL el Il IJEL [JFL 1]

7. Per una mole di gas del problema 5., determinare il lavoro, in kJ, che esso compie
in un’espansione isoterma reversibile che parta dallo stato iniziale A e si concluda
con un volume triplo (stato B).

A[0] B[0237] C[0417] D [0.597 ] E[0.777 | F [0.957 |

8. Per una mole di gas del problema 5., determinare il lavoro, in kJ, che esso compie
in un’espansione adiabatica reversibile che parta dallo stato iniziale A e si concluda
con una temperatura dimezzata (stato D).

A[0] B[113] C[293] D[473] E[653] F[833]

9. Per il gas del problema 5., si desidera esprimere il rapporto v = C,/C,, tra calo-
re molare a pressione costante e calore molare a volume costante, mediante una
opportuna funzione g. Quale delle seguenti espressioni é corretta?

A: Nessuna

B:v=g(VT)
C:y=g(P)
D: v =g(T)
E: vy = g(PT)
Fiy=g(V)
ALl )BT JCc[l 1D TJEL TJF 1]

10. Per il gas del problema 5., determinare il rendimento del motore termico ottenuto
con il seguente ciclo reversibile: la prima trasformazione coincide con quella da A a
B del problema 7., la seconda trasformazione é un’espansione adiabatica reversibile
da B a C che si arresta quando la temperatura coincide con quella dello stato
D del problema 8., la terza trasformazione ¢ una compressione isoterma da C a
D e la quarta ed ultima trasformazione & una compressione adiabatica da D a A
(trasformazione inversa di quella del problema 8.

A[0] B[0140] C[0.320] D [0.500 | E [0.680 ] F [0.860 ]
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Soluzione
Domanda 1

Il grafico del ciclo nel piano (P, V') & un triangolo e il lavoro é dato dall’area del triangolo:
1 3
Lciclo = 5 (PB - PA) (VC - VA) = §PAVA

Numericamente

L =1.5x 10° x 20.0 x 10737 = 3.0kJ

ciclo

La risposta corretta ¢ dunque la C.

Domanda 2
Dall’equazione di stato dei gas ideali, la temperatura iniziale vale

_ PpVp _ 4PAVA
R R

g

la temperatura finale vale
_ PeVe 2PAVA

R R
e, dall’espressione dell’energia per una mole di gas ideale monoatomico, si ricava la
variazione di energia interna:

Tc

3
AUpc = §R (To —Tp) = —3PAV4

Numericamente

AUpc = —2L —6.0kJ

ciclo =

e la risposta corretta ¢ dunque la D.

Domanda 3

La temperatura finale vale
_ PaVy

R
e, dall’espressione del calore molare a pressione costante per un gas ideale monoatomico,
si ottiene:

Ta

5
Q=Cp(Ta—1Tc) = _§PAVA

Numericamente 5

2L
3

Q= —5.0kJ

e la risposta corretta ¢ dunque la D.

ciclo =
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Domanda 4

Poiché il sistema termodinamico compie un ciclo, la sua variazione di energia interna AU
¢ nulla. Dal primo principio segue:

Q-L=AU=0

La risposta corretta ¢ dunque la A.

Domanda 5

Detti F' lo stato finale e Qar il calore scambiato durante la trasformazione, dalla defini-
zione di Cy, si ha:

Tr Tr RT 1R
= C,,dT_/dT_TQ—T2
QAF T . TO 9 TO ( F A )

27T
Tr =1/ OgAF + T'42

Numericamente TF ~ 755 quindi la risposta corretta ¢ la E.

da cui:

Domanda 6

Poiché I'energia interna scritta in funzione di 7" e V' non varia col volume (proprieta c),
si puo scrivere U = f(T') e, dall’equazione di stato, segue

U=f(PV?

cioé la risposta A.

Domanda 7

Dall’espressione del lavoro

VB
Lag = / P(V)dv
Va

tenendo conto della forma dell’isoterma data dall’equazione di stato P = RT4/V?, si ha:

Ve RVyTa 11 2
[an = dV = —RViT —_ 2RO
AB A; V2 °A<m;‘m> A

Numericamente L 2 ~ 0.777kJ, quindi la risposta corretta ¢ la E.
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Domanda 8

Dal primo principio e dalla soluzione del problema (2), chiamando T' (invece di TF) la
temperatura di un generico stato finale raggiunto dall’isocora, si ha:

1R

da cui ¢ immediato ricavare una possibile espressione per la f(T") del problema (6):

1R

T2
27,

U=f(T)=

Infine, per 'adiabatica in oggetto, si ha:

3 RT 42

Lap = -AU = —(f(Tp) — f (Ta)) = 8 T,

Numericamente LA =~ 1.133kJ e quindi la risposta corretta ¢ la B.

Domanda 9

Dalla definizione:
1) oL +d
o= (&), (%), -+ (), ()
T/, T » T/, T/,
La prima derivata si ottiene dall’equazione di stato, la seconda, poiché U = f(T), coincide
con (g#)v = (Cy; pertanto:
/RVOT

oy i
or ).~ 2VP

RVy

Cp = Ea + C,
Infine: c, RV VT,
0 O 0

— =1 = vT

T=o, " Tave, v VT

cioé la risposta B.

Domanda 10

Si tratta semplicemente di un ciclo di Carnot condotto fra le temperature T4 e Tp,
pertanto 'efficienza vale
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cioé la risposta C.
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Negli esercizi seguenti le coordinate polari sferiche vengono indicate con i simboli r,6,¢,
dove r ¢ la distanza dall’origine O, € ¢é I’angolo polare (colatitudine) e ¢ & l'azimut; le
coordinate cilindriche vengono indicate con i simboli p,p,z, dove p ¢é la distanza dall’asse
polare, ¢ é 'azimut e z ¢ la quota; le coordinate cartesiane vengono indicate con i simboli
x,y,z. Quando piu tipi di coordinate sono usati nello stesso esercizio, salvo avviso contrario
i diversi sistemi sono associati nel modo usuale: origini coincidenti, assi polari coincidenti
tra loro e coincidenti con 'asse z, origine degli azimut coincidente con il semiasse z > 0,
ecc.
Valore standard dell’accelerazione di gravita: g = 9.80665 m/s2.

1. Dopo aver verificato che tutti gli atomi di idrogeno hanno lo stesso raggio, si
vuole sviluppare una teoria che determini tale raggio r. I dati disponibili sono: la
massa my = 1.67 - 10=24 g del protone, che occupa il centro dell’atomo, la massa
me = 9.11:10728 g dell’elettrone, che percorre rivoluzioni circolari intorno al protone,
e il modulo ¢ = 4,80-10710 g!/2¢m?3/25~1 delle cariche elettriche, opposte, di protone
e elettrone. Con considerazioni dimensionali, quale formula si puo ipotizzare per il
raggio dell’atomo di idrogeno?

Arr=q?/me
B: r = m,me/(my + me)/q?
Cir=¢ (mp + me)/(myme)
D:r=¢*/m,
E: Nessuna delle altre risposte proposte € corretta
F: Non esiste alcuna formula possibile dei dati disponibili
AC OB e _Op_ 1 E_1]F_1

2. Un’automobile, dotata di ruote con raggio di 31.0 cm, percorre una semicirconferen-
za di raggio 9.60 km in 54.4 minuti. Determinare il modulo della velocita (vettoriale)
media, in km /h.

AlJol] B]21.2]| C[[39.2[] D [[57.2[ | E [[75.2]] F | ]93.2] |

3. Nel caso del problema precedente (2), determinare la velocita scalare media (media

del modulo della velocita), in km /h.
AlJol] B|[153]] C[[333]] D[[51.3] | E [[69.3]] F [ [87.3]]

4. Date le grandezze F = 91.9 kems™2, m = 22.3 g, a = 3.74 m/s?, v = 30.0 km/h,
x =419 cm, t = 461 s e w = 77.6 rad/s, determinarne una espressione dimensio-
nalmente corretta per la variabile angolare o misurata in radianti.

A: a = wtlog (a/v?)
B:a=mwacos(wzx/v)/F
C: a = F?xlog (v?/(ax))/(mv3a)
D: a = Faaz2e” /(@) /(y4m)
E: a = m?av?sin (wt)/(F?z)
F: Nessuna delle espressioni proposte ¢ dimensionalmente corretta
AL I]BLL IJell 1ol e [JFI ]
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5. Una persona, viaggiando sulla superficie della Terra, si muove dapprima dal punto
A (latitudine 36.0° N, longitudine 15.0° E) al punto B (latitudine 37.4° N) lungo un
meridiano e, successivamente, dal punto B al punto C (longitudine 13.8° E) lungo
un parallelo. Supponendo che la Terra sia sferica con raggio di 6370 km, determinare
la lunghezza, in km, della traiettoria complessiva.

A o] B[[262]| C[]442] | D [[622]] E [ [802] ] F [ [982] ]

6. Un punto P, nella posizione di coordinate cilindriche (p = 1.93 m, ¢ = 5.74 rad,
z = 3.50 m), ha una velocita v = v4&4, con vg = 8.69 m/s, e un’accelerazione
a = a,&; + ayé,, con a; = a, = 6.03 m/s?. Determinare ddif in m/s?, nella
posizione data.
A ] 0] ‘ B ] |1.08] ‘ C ] |2.88| ‘ D ] |4.68| ‘ E ] 6.48| ‘ F ] |8.28| ‘

7. Un cannone spara un proiettile su un pianura da un’altezza di 394 m. Il tiro & oriz-
zontale e la velocita del proiettile all’uscita dal cannone vale 453 m/s. Determinare
la gittata (a che distanza orizzontale il proiettile cade sulla pianura) in chilometri.

AlJo[] B|]226]| C[]4.06] | D [[5.86] | E [[7.66] | F | ]9.46] |

8. Una particella parte dall’origine di un sistema cartesiano al tempo ¢t = 0 e si muove
di moto rettilineo uniforme con velocita v,&, + vyé, + v.&;, con v, = 2.85 m/s,
vy = 4.01 m/s e v, = 3.23 m/s. Una seconda particella parte dalla stessa origine al
tempo ¢t = 2 s e si muove di moto rettilineo uniforme con velocita w, &, +w,&,+w.é.,
con w; = 8.40 m/s, wy = 4.91 m/s e w, = 2.66 m/s. Determinare la distanza, in
metri, tra le due particelle al tempo t =4 s.

AlJol] B[11.2[| C[[292[]| D [[47.2[| E [[65.2] ] F | [83.2]

9. Un’imbarcazione attraversa un fiume con una traiettoria rettilinea perpendicolare
alle rive del fiume. Il modulo della velocitd con cui scorre 'acqua del fiume &
12.8 km/h. Il modulo della velocita (costante) con cui naviga la barca in uno
specchio di acqua ferma ¢ 15.5 km/h. La larghezza del fiume ¢ 72.4 m. Determinare
in quanto tempo, in secondi, la barca attraversa il fiume se si muove a velocita
costante.

AlJol] B|[11.8]] C[ 298] D [[47.8] | E [[65.8]] F | [83.8]]

10. Mi trovo al finestrino di un treno che parte da fermo con un’accelerazione costante.
Dopo un tempo 7.14 s dalla partenza, lascio cadere un oggetto fuori del finestrino,
da un’altezza di 2 metri rispetto al suolo, proprio mentre mi trovo davanti a un
osservatore fermo sulla strada in prossimita del binario. L’osservatore vede 'oggetto
toccare terra 7.42 m piu avanti rispetto alla sua posizione. Anch’io osservo 'oggetto
che tocca terra, ma pit indietro di una certa distanza x rispetto alla mia posizione.
Determinare z in metri.

A[]o]] B[]0.152] ] C []0.332] | D [0.512] | E []0.692] | F [[0.872] |
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Soluzione
Domanda 1

Il raggio dell’idrogeno deve avere le dimensioni di una lunghezza. Tutte le espressioni
proposte contengono un fattore proporzionale al quadrato di una carica, che ha dimensioni

[ q2] — MIBT!

quindi é necessario moltiplicare per un fattore che abbia dimensionalita temporale e
spaziale non nulla. Ma tutti i fattori proposti sono combinazioni di masse, e quindi
nessuno puo essere corretto.

Domanda 2

Domanda 3

Domanda 4

Domanda 5

Domanda 6

Domanda 7

Domanda 8

Domanda 9

Domanda 10
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Informazioni preliminari.

1.

Due corpi hanno capacita termiche della forma C; = a e Co = O dove a e 3
sono costanti opportunamente dimensionate e © ¢ la temperatura. Si mettono in
contatto i due corpi che si trovano alle temperature iniziali ©; e Oy e si misura la
temperatura di equilibrio, trovando ©. Quale ¢ il valore del rapporto 3/a?

AL B [Jell D _IJEL [JFL ]

. In un recipiente ¢ posto un corpo di capacitd termica C ad una temperatura ©;.

Quanti grammi di acqua ad una temperatura ©q si devono aggiungere per ottenere
all’equilibrio una temperatura © 7
Al B 1Jell [Jpl [JEL _I]FL T

. In una trasformazione termodinamica quasistatica una mole di un gas perfetto

raddoppia il suo volume. La pressione finale & uguale alla pressione iniziale P.
Sapendo che la pressione massima raggiunta durante la trasformazione é il doppio
di quella iniziale, quale delle seguenti affermazioni a proposito del lavoro totale
compiuto dal gas durante la trasformazione é vera:

A: E sicuramente negativo.

B: E sicuramente positivo.

C: Puo essere arbitrariamente grande.

D: Vale PAV

E: E sicuramente minore di 2PAV

F: Vale 2PAV

AL Bl TJell [JDpll IJE[ IJFLI 1]

. Tre sbarre della stessa sezione S = e lunghezza ¢ = sono saldate tra loro in modo da

ottenerne una sola di lunghezza 3¢. Se le conducibilita termica dei materiali delle
tre sbarre & o1, 0y e o3 la resistenza termica finale vale

Al sl Jjeld Jofl IJEL _[JFL T]

. Due corpi hanno capacita termiche C7 = e Cy =. Si trovano inizialmente a una

certa differenza di temperatura Ay, e vengono posti in contatto termico mediante
una opportuna sbarra di capacitd termica trascurabile. Si osserva che la differenza
di temperatura si riduce a e~! volte il valore iniziale in un tempo 7. Si ripete
'esperimento sostituendo il primo corpo con uno di capacita termica C1 e si verifica
che il tempo 7 si dimezza. Quanto vale C{?

All_ s el 1ol [JEL 1] FL_T]

. La corda di una chitarra viene mantenuta ad una tensione 7 e se sollecitata produce

un suono ad una frequenza di f = 442Hz (piu armoniche). Per quale variazione At
della tensione il suono viene prodotto alla frequenza f' = 440Hz?

Al sl djeld Jofl IJEL _[JFL ]
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7. Ai due lati opposti di un recipiente molto grande contenente un liquido di densita p
sono praticati due piccoli fori di sezione S, ad un livello rispettivamente h; (foro a
sinistra) e hy (foro a destra) sotto la superficie libera. Il recipiente ¢ appoggiato ad
un piano orizzontale privo di attrito. Quale forza esterna orizzontale é necessario
applicare al sistema per mantenerlo in quiete? Si consideri un sistema di riferimento
con un asse orizzontale orientato da sinistra a destra.

All_ sl tjell 1ol [JEL 1] FL_T]

8. Un corpo di densita p ¢ introdotto in un recipiente contenente un liquido di densita
pr > p. All’equilibrio il rapporto tra il volume al di sotto della superficie e quello
totale vale

Al sl djeld ol IJEL [JFL T]

9. Considerando n moli di un gas perfetto, per quale valore della costante a la quantita
VT%(Q é un differenziale esatto?
AL 1Bl T1Jcll Ifp[l 1JEL I]F ]

Soluzione
Domanda 1

Il sistema dei due corpi non scambia calore con l’esterno, quindi detti Q1 e Q2 i calori
assorbiti da ciascuno deve essere Q1 + Q2 = 0. Dato che

(€]
le/ " 0d® = a (07— 0))

©1
o 1 2 2
Q2 = £OdO = 5& (@f—@z)
©2
troviamo 1
(07 —01) +58(07 - 63) =0
e quindi
I3 0, -6y
Z —9q— "1
o @?c — 03

Domanda 2
La temperatura finale ¢ data da

0, — CO; + mem,000
F= C+ MCH,0

dove cp,0o € il calore specifico per unita di massa dell’acqua. Si ottiene quindi

00 -6;)
 ¢m0 (B0 — Oy)
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Domanda 3

Il lavoro puo essere arbitrariamente grande. Basta considerare una trasformazione che
porta dallo stato iniziale a quello finale, seguito da un numero qualsiasi di cicli fatti in
modo da rispettare i vincoli e con lavoro fatto dal gas positivo.

Domanda 4

Le tre resistenze sono in serie, quindi

Rr =R+ Ro+ R3

(11
- S\oy o9 o3

La differenza di temperatura tra i due corpi segue la legge

Domanda 5

AT(t) = AT(0)e™ 7o
dove R ¢ la resistenza termica della sbarra e C la capacita termica ridotta del sistema

B C10y
O+ Cy

Quindi
7= RC

Sostituendo il primo corpo abbiamo

L’_RC’_ CiCQ Cl+02_1

7 RC C[+Cy C1Cy 2

Di conseguenza

C1Cs

r_
01_01+202

Domanda 6

La frequenza di oscillazione dipende dalla radice quadrata della tensione. Quindu i

T
f T

da cui
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Domanda 7

Applicando il teorema di Bernoulli si trova che la velocita di uscita dal foro é

v =+/2gh

Consideriamo ad un certo istante il recipiente e il liquido in esso ancora contenuto.
La variazione della quantita di moto orizzontale di questo sistema nel tempo At, se il
recipiente rimane in quiete, é

AP = — (pv1S) At vy + (pv2.S) At vy

quindi
ap
o pS (v% - v%) = 2pgS (ha — h1)

Questa ¢ la forza applicata.

Domanda 8

All’equilibrio la spinta di Archimede deve equilibrare la forza peso, dunque
pVyg = pLVig

dove V & il volume totale e V; quello immerso. Quindi

Domanda 9

Abbiamo
VT%Q = nVT%%ydT +nVT*PdV

Se si tratta di un differenziale esatto, consideranto 7' e V come variabili indipendenti
deve essere

0 0
— [nVT*P] = EYa [ney VT

oT
Cioe
0 JRT| 0 "
0 a+1] _ qa i
R [T%7] = Toey o [V]

R(a+1)T" =Ty

In conclusione
cy
a=— —1

R
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8.9. DUMMY

8.9. Dummy

@ 577 versione del 22 marzo 2018



	I Prove Scritte
	1 Prove Scritte
	1.1 11 settembre 2008
	1.2 12 febbraio 2009
	1.3 21 gennaio 2010
	1.4 23 giugno 2010
	1.5 14 luglio 2010
	1.6 10 settembre 2010
	1.7 10 febbraio 2011
	1.8 27 giugno 2011
	1.9 21 luglio 2011
	1.10 8 settembre 2011
	1.11 8 febbraio 2012
	1.12 1 giugno 2012
	1.13 10 settembre 2012
	1.14 20 gennaio 2012
	1.15 22 giugno 2012
	1.16 18 gennaio 2013
	1.17 8 febbraio 2013
	1.18 14 giugno 2013
	1.19 10 luglio 2013
	1.20 10 settembre 2013
	1.21 14 gennaio 2014
	1.22 4 febbraio 2014
	1.23 3 giugno 2014
	1.24 4 luglio 2014
	1.25 2 settembre 2014
	1.26 14 gennaio 2015
	1.27 4 febbraio 2015
	1.28 3 giugno 2015
	1.29 3 luglio 2015
	1.30 2 settembre 2015
	1.31 15 gennaio 2016
	1.32 4 febbraio 2016
	1.33 30 Maggio 2016
	1.34 27 Giugno 2016
	1.35 23 Settembre 2016
	1.36 16 Gennaio 2017
	1.37 6 febbraio 2017
	1.38 3 maggio 2017
	1.39 1 giugno 2017
	1.40 27 giugno 2017
	1.41 4 settembre 2017
	1.42 7 ottobre 2017
	1.43 15 gennaio 2018
	1.44 5 febbraio 2018

	2 Prove Scritte Fisica I vecchio ordinamento
	2.1 10 gennaio 2007
	2.2 18 giugno 2008
	2.3 18 luglio 2008
	2.4 11 settembre 2008
	2.5 21 gennaio 2009
	2.6 12 febbraio 2009
	2.7 23 giugno 2009
	2.8 13 luglio 2009
	2.9 17 settembre 2009
	2.10 21 gennaio 2010
	2.11 12 febbraio 2010
	2.12 23 giugno 2010
	2.13 14 luglio 2010
	2.14 10 settembre 2010
	2.15 10 febbraio 2011
	2.16 2 marzo 2011
	2.17 1 giugno 2012
	2.18 10 settembre 2012
	2.19 20 gennaio 2012
	2.20 22 giugno 2012
	2.21 18 gennaio 2013

	3 Prove Scritte Fisica II vecchio ordinamento
	3.1 18 giugno 2008
	3.2 18 luglio 2008
	3.3 21 gennaio 2009
	3.4 23 giugno 2009
	3.5 13 luglio 2009
	3.6 17 settembre 2009
	3.7 12 febbraio 2010
	3.8 2 marzo 2011


	II Prove in itinere
	4 Prima prova in itinere
	4.1 8 novembre 2006
	4.2 12 novembre 2008
	4.3 4 novembre 2009
	4.4 15 dicembre 2010
	4.5 9 novembre 2011
	4.6 5 dicembre 2012
	4.7 8 febbraio 2012
	4.8 20 novembre 2013
	4.9 17 dicembre 2014
	4.10 18 dicembre 2015

	5 Seconda prova in itinere
	5.1 22 dicembre 2006
	5.2 19 dicembre 2008
	5.3 18 dicembre 2009
	5.4 9 marzo 2010
	5.5 14 dicembre 2011
	5.6 14 dicembre 2016

	6 Terza prova in itinere
	6.1 1 aprile 2009
	6.2 23 marzo 2010
	6.3 13 aprile 2011
	6.4 18 aprile 2012
	6.5 20 marzo 2013
	6.6 19 febbraio 2014
	6.7 21 marzo 2015
	6.8 9 marzo 2016
	6.9 17 marzo 2017

	7 Quarta prova in itinere
	7.1 28 maggio 2008
	7.2 29 maggio 2009
	7.3 31 maggio 2010
	7.4 8 giugno 2011
	7.5 28 maggio 2012
	7.6 28 maggio 2013
	7.7 9 Maggio 2014
	7.8 22 Maggio 2015
	7.9 23 maggio 2016
	7.10 26 maggio 2017
	7.11 Dummy


	III Risposta multipla
	8 Prove in itinere a risposta multipla
	8.1 23 ottobre 2013
	8.2 18 dicembre 2013
	8.3 26 marzo 2014
	8.4 5 novembre 2014
	8.5 20 febbraio 2015
	8.6 8 maggio 2015
	8.7 30 ottobre 2015
	8.8 5 maggio 2017
	8.9 Dummy



