
5.151. MONOPOLO I ? ? ?

PROBLEMA 5.151

Monopolo I ? ? ?

Un punto materiale si muove nello spazio sotto l’azione di una forza della forma

~F =
g
r3~v ∧~r (5.151.1)

dove~r è il vettore posizione e ~v il vettore velocità. Mostrare che l’energia cinetica del
punto si conserva, ma non il momento angolare ~L. Trovare quindi un vettore ~J (~v,~r)
conservato. Calcolare infine la quantità

W =
~r
r
·~J

e trarne delle conseguenze riguardo alle caratteristiche delle orbite.

Soluzione

L’energia cinetica si conserva perché la forza è perpendicolare alla velocità, e quindi non
è in grado di fare lavoro. Esplicitamente

dL = ~F · d~r = g
r3 (~v ∧~r) · d~r

=
g
r3

(
d~r ∧ d~r

dt

)
·~r = 0

Per il momento angolare abbiamo

d~L
dt

=~r ∧ ~F =
g
r3~r ∧ (~v ∧~r)

Se scomponiamo la velocità in una componente parallela a~r (radiale) e una componente
perpendicolare

~v = ~v‖ +~v⊥

abbiamo
d~L
dt

=~r ∧ ~F =
g
r
~v⊥ (5.151.2)

che non si annulla, a meno che ~v⊥ = 0. D’altra parte la derivata del versore radiale
r̂ =~r/r vale

d
dt
~r
r
=

~v
r
− 1

r
r̂ṙ

=
1
r
(
~v−~v‖

)

=
~v⊥
r
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e quindi possiamo scrivere la (5.151.2) nella forma

d~L
dt

= g
d
dt

r̂

ossia
d
dt

(
~L− gr̂

)
= 0

Di conseguenza il vettore
~J = ~L− gr̂

si conserva. Da notare che J2 = L2 + g2 e quindi anche il modulo del momento angolare
è conservato. Inoltre

W = r̂ ·~J = mr̂ · (~r ∧~v)− g = −g

è costante. Questo significa che l’angolo tra il vettore posizione e ~J si mantiene fissato,
in altre parole l’orbita avviene su un cono con l’asse lungo~J e semiapertura angolare α
data da

cos α =
r̂ ·~J∣∣∣~J
∣∣∣
= − g√

L2 + g2

con vertice nell’origine. Notare che se L� g abbiamo α ' π/2 e il cono si riduce a un
piano.
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