Effetto magneto-meccanico ed esperimento di Einstein-de Haas

1    Introduzione

E' possibile, in uno schema classico, assimilare l'atomo ad un nucleo centrale avente carica positiva attorno a cui ruotano, su orbite circolari o ellittiche, uno o piu' elettroni. Ciascuna di tali orbite equivale ad un minuscolo circuito percorso da corrente e quindi, a distanze grandi rispetto alle dimensioni atomiche, essa sara' visto come un dipolo magnetico. Vedremo nel prossimo paragrafo che il modulo di tale momento magnetico e', nel caso di un'orbita circolare, dato da (e r v/2) dove r e' il raggio dell'orbita, v la velocita' ed e la carica dell'elettrone. Al moto dell'elettrone sull'orbita e' inoltre associato un momento della quantita' di moto pari ad (m r v), dove m e' la massa dell'elettrone. Si puo' inoltre vedere che il vettore momento magnetico e quello del momento angolare hanno direzione perpendicolare al piano dell'orbita ma versi opposti ( essendo negativa la carica dell'elettrone). Ne segue che il rapporto tra momento magnetico e momento meccanico per il moto orbitale di un elettrone vale e/2m e che il segno e' negativo se si tiene conto del verso dei vettori.

Se consideriamo un atomo con molti elettroni, le normali ai piani delle diverse orbite saranno in generale orientate in direzioni diverse e potra' essere mediamente nullo sia il vettore momento magnetico che quello del momento angolare. Anche se tali vettori avessero valor medio diverso da zero per un atomo, un blocco di materiale costituito da un grande numero di atomi, ciascuno con un diverso orientamento dei suddetti vettori, avra' normalmente momento magnetico ed angolare nulli.

Se tuttavia un qualche meccanismo che possa orientare i momenti magnetici atomici entra in azione, il blocco di materiale acquistera' un momento magnetico netto diverso da zero. Vedremo che il medesimo valore e/2m del rapporto tra momento magnetico e momento angolare trovato nel caso di una singola orbita elettronica, continua a valere per un sistema di N atomi. Ne segue che se il blocco di materiale acquista un momento magnetico netto, esso acquistera' anche un momento angolare netto ed il rapporto tra i due varra' e/2m . Il blocco quindi si mettera' a ruotare. L'effetto in questione va sotto il nome di effetto magneto-meccanico e l'esperimento, effettuato per la prima volta da Einstein e de Haas nel 1915, e' associato al nome dei due scienziati (anche se era in realta' stato suggerito 7 anni prima da O.W. Richardson e se il primo risultato significativo si ebbe 3 anni piu' tardi ad opera di J. Q. Stewart).
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2 Il rapporto giromagnetico

Consideriamo un elementino di volume dV di massa dm e carica dq, in moto attorno ad un centro fisso. Ammettiamo che il moto sia circolare ed uniforme, su di un'orbita di raggio r e che la velocita' angolare sia . La velocita' tangenziale e' quindi v =  r ed il periodo di rotazione T=2/Il momento angolare 
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del sistema, perpendicolare al piano dell'orbita, e' dato da:
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Alla carica in movimento puo' essere associata una corrente di=dq/T = dq /2 . A tale corrente (spira di raggio r percorsa dalla corrente di e' associato un momento magnetico 
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 il cui modulo vale:

dM = di S = dq (/2  r2  =  dq (/2) r2  =  dq r v/2

e la cui direzione e' perpendicolare al piano dell'orbita. Il verso e' uguale a quello di 
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. Poiche' il modulo di 
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 vale (dm r v) si ha che il rapporto tra momento magnetico e momento angolare e':
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Se applichiamo tale relazione al moto dell'elettrone attorno al nucleo, indicando con e la carica e con m la massa dell'elettrone, troviamo:
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dove il segno (-) deriva dal fatto che la carica dell'elettrone e' negativa e che quindi ora 
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 e 
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 sono antiparalleli anziche' paralleli.

Notiamo per inciso che nel moto dell'elettrone attorno al nucleo possiamo considerare quest'ultimo fermo, essendo la sua massa, anche nel caso del nucleo piu' leggero (quello dell'idrogeno) circa 2000 volte quella dell'elettrone.

Si puo' far vedere che la (1) e la (2) continuano a valere anche nel caso in cui la particella si muova su di un'orbita ellittica.

Immaginiamo ora di considerare un disco di raggio R, dotato di una densita' superficiale di carica , in rotazione attorno al proprio asse con velocita' angolare . Indichiamo con  la densita' superficiale di massa del disco. Ci chiediamo quale sia il momento magnetico generato dal moto delle cariche disposte sulla superficie del disco e quale sia il suo momento angolare.

Se consideriamo un elementino di superficie ds = r dr d e la carica da esso posseduta: dq =  ds =  r dr d; la corrente che ad esso puo' essere associata e':

di = dq/T = dq /2 = r dr d/2

A tale corrente sara' associato un momento magnetico:

dM = di s =  r dr d/2 r2 =  /2 r3dr d

Integrando su r e  otteniamo il momento magnetico del disco:


[image: image10.wmf]4

4

2

4

0

3

w

w

s

p

w

s

p

R

Q

R

dr

r

M

R

=

=

=

ò


dove Q e' la carica totale del disco.

Il momento della quantita' di moto del singolo elementino e':
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Il cui modulo e': dp =  r dr d r2 . 

Il momento della quantita' di moto totale e':
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dove M e' la massa del disco.

Il rapporto tra momento magnetico e momento meccanico e':
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Cioe' ha la medesima forma trovata in precedenza.

Consideriamo infine una sfera di raggio Rs, massa ms e carica Qs distribuite uniformemente nel volume della sfera. Calcoliamo anche per tale sistema il rapporto tra momento magnetico e momento angolare, nell'ipotesi che la sfera sia in rotazione attorno ad uno dei suoi diametri, con velocita' angolare .

Immaginiamo di suddividere la sfera in sottili dischi, di spessore infinitesimo dh, come mostrato in figura. Se indichiamo con R il raggio del generico disco, avremo:
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Il volume del disco e' dato da:

dV =  R2 dh =  Rs2 cos2 Rs cos d

Il rapporto tra il volume del disco e quello della sfera, moltiplicato per la carica totale della sfera Qs ci dara' la carica del disco. Analogamente, il medesimo rapporto, moltiplicato per la massa totale della sfera, ci dara' la massa del disco. Tale rapporto vale:
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da cui la carica Qd e la massa md del disco saranno:
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Il momento magnetico del disco e' dato da:
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ed il momento angolare dello stesso:
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Il momento magnetico della sfera si otterra' integrando dM rispetto a  tra -  /2 e 

 /2. Analogamente, il momento angolare si otterra' integrando dP tra i medesimi limiti.

Si ottiene in tal modo:
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Analogamente:
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Il rapporto tra momento magnetico e momento angolare e' quindi:
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ed il verso dei rispettivi vettori sara' l'uno l'opposto dell'altro se la carica e' negativa.

Il rapporto tra P ed M e' noto come "rapporto giromagnetico".

Da quanto visto, se un pezzo di materiale (costituito da un elevatissimo numero di atomi) e' posto in un campo B tale da orientare i momenti di dipolo magnetici dei singoli atomi nella direzione del campo, ciscun atomo "orientera'" nella direzione opposta il proprio momento angolare. I vettori momento angolare dei singoli atomi, inizialmente orientati, al pari dei vettori momento di dipolo magnetico, in modo casuale in tutte le direzioni, si orienteranno mediamente nella direzione opposta a quella del campo B. Gli effetti del moto di agitazione termica contrasteranno in qualche misura tale tendenza, ma si avra' in ogni caso un momento magnetico netto e quindi un momento angolare netto. L'effetto sara' molto piu' accentuato nel caso delle sostanze ferromagnetiche che in quello delle sostanze dia o para-magnetiche.

Poiche' il momento angolare del blocco di materiale e' la somma vettoriale dei vettori momento angolare dei singoli atomi, e poiche' questi hanno tutti acquistato un momento angolare medio parallelo a B ne segue, dovendosi conservare il momento angolare del sistema elettroni-reticolo cristallino, che l'intero blocco avra' alla fine acquistato un momento angolare netto di segno opposto a quello del sistema degli elettroni, cioe' esso inziera' a ruotare dopo l'accensione del campo. A questo riguardo e' opportuna una precisazione. A rigore, cio' che abbiamo fatto vedere e' che i momenti magnetici associati alle orbite degli elettroni atomici si orientano per effetto del campo e che di conseguenza si orientano i relativi momenti angolari. Ma al momento angolare del blocco contribuiscono anche i nuclei, cioe' esso e' la somma dei momenti angolari di tutti gli atomi, non dei soli elettroni. Di fatto, cio' che accade e' analogo a cio' che si ha nel caso di una barretta di lunghezza l, percorsa da una corrente i in un campo B perpendicolare alla barretta. La forza e' (i l B) ed essa nasce dalla forza di Lorentz che agisce sugli elettroni di conduzione. Essa si traduce in una forza sulla barretta a causa dell'interazione continua che nel materiale esiste tra elettroni di conduzione e reticolo cristallino. Qualcosa di analogo accade nel caso in esame. Il momento angolare acquistato dagli elettroni viene rapidamente trasmesso al blocco per effetto dell'interazione che esiste tra elettroni e nuclei.

Indicando con  
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 e 
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 rispettivamente il momento magnetico e quello angolare dell'ie-mo atomo, avremo:
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dove e e' la carica ed m la massa dell'elettrone. Da tale relazione, se 
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 e' diretto lungo l'asse z si avra':
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e, sommando su tutti gli atomi:
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dove Mb e Pb denotano il momento magnetico e quello angolare del blocco, rispetto all'asse z.

Notiamo che ci siamo finora limitati a considerare i momenti magnetici 
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 e quelli angolari 
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 associati al moto di rotazione degli elettroni attorno ai nuclei atomici. Se ammettiamo che ciascun elettrone possa inoltre essere assimilato ad un minuta sfera di massa m e carica e, in rotazione attorno ad un diametro, anche per tale sistema dovrebbe valere la relazione scritta in precedenza:
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dove abbiamo indicato con  il momento magnetico della sferetta associato alla rotazione attorno al suo diametro e con s il relativo momento angolare. Si usa chiamare "momento magnetico di spin" il vettore 
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 e "momento angolare di spin" il vettore 
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. Ovviamente, il momento angolare dell'intero blocco sara' la somma dei momenti angolari atomici e dei momenti angolari di spin di tutti gli elettroni che lo compongono. Analogamente, il momento magnetico dell'intero blocco sara' la somma dei momenti magnetici atomici e dei momenti magnetici di spin di tutti i costituenti.

Ancora una volta continuera' a valere la relazione:
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Per verificare tale relazione, Einstein e de Haas effettuarono un esperimento consistente nell'applicare un campo B ad un cilindretto di ferro il cui asse di simmetria era parallelo al campo B, in modo da magnetizzarlo. Il cilindretto, sospeso tramite un filo di torsione, veniva cosi' ad acquistare un momento angolare che era la grandezza misurata insieme al momento magnetico.

Passeremo ora a descrivere tale esperimento.

3 L'esperimento di Einstein-de Haas

Consideriamo un cilindro di materiale ferromagnetico, la cui magnetizzazione sia inizialmente nulla. Il cilindro sia sospeso verticalmente mediante un filo di torsione, in modo da poter effettuare piccole oscillazioni rotazionali attorno al proprio asse. Se indichiamo con k la costante elastica del filo, con I il momento d'inerzia del cilindro e con (t) l'angolo di cui esso e' ruotato al tempo t rispetto alla posizione d'equilibrio, l'equazione del moto in assenza di fenomeni dissipativi sara':
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la cui soluzione e'  = 0 cos(0 t); con:
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In presenza di attriti caratterizzati da una costante di smorzamento , l'equazione differenziale del moto diventa:
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In tal caso la soluzione sara' un'oscillazione smorzata.

Ammettiamo che il cilindro sia inizialmente in quiete (0=0) e che esso sia posto coassialmente all'interno di un lungo solenoide. Se in quest'ultimo viene ad un certo istante fatta passare una corrente i, nascera' all'interno un campo d'induzione magnetica B = 0 n i, dove  n e' il numero di spire per unita' di lunghezza del solenoide. Tale campo indurra' un momento magnetico M nel solenoide, parallelo a B e funzione di questo. Scegliendo un sistema di assi cartesiani con l'asse z parallelo al campo, avremo che il cilindretto verra', come visto, ad acquistare un momento angolare:
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Il momento angolare del sistema dopo l'applicazione del campo non e' piu' nullo. L'effetto e' tuttavia molto piccolo. Per valutarne l'ordine di grandezza ammettiamo che il cilindretto abbia:

Raggio r = 0.015 cm

Lunghezza l = 10 cm

Densita' d = 8 g/cm3

Permeabilita' magnetica relativa r = 800 (costante)

E che inoltre il campo B valga 0.1 T

Con cio' avremo:


[image: image41.wmf][

]

m

A

B

H

r

/

47

.

99

10

800

4

1

.

0

7

0

=

×

×

=

=

-

p

m

m


La magnetizzazione M' sara' allora:
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ed il momento magnetico M della barretta, pari al prodotto della magnetizzazione per il volume:  M = 5.7 10-4  [A m2].

Dalla relazione:
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otterremo allora:
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E, facendo uso della relazione: 
[image: image46.wmf]r

I

P

w

=

, con 
[image: image47.wmf][

]

2

14

2

10

3

.

6

2

1

m

Kg

r

m

I

-

=

=

, otterremo la velocita' angolare:
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Se quindi il cilindro e' inizialmente in quiete, l'accensione del campo gli imprimera' una velocita' angolare di circa 100 mrad/s.

L'effetto puo' divenire apprezzabile facendo uso di un metodo risonante. Si applica cioe' una corrente al solenoide, e quindi un campo B, variabile sinusoidalmente con frequenza angolare . Se scriviamo il campo H come:
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Il momento magnetico del cilindretto sara':
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Poiche' il momento angolare P e' proporzionale al momento magnetico M, ne segue che il momento meccanico dP/dt sara' proporzionale a dM/dt; piu' in particolare (omettendo il segno (-) ):
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L'equazione differenziale del moto sara' allora:
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Cioe':
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che, ponendo:
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diventa:
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la cui soluzione e':
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dove:
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Questa ha la tipica forma di una risonanza, con un massimo in corrispondenza ad  = 0, che vale: 
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La misura di 0, noti i valori delle costanti m, H 0, V ed , che compaiono nell'ultima espressione, ci consente di verificare se il coefficiente di proporzionalita' e veramente 2 m/e. E' prassi comune scrivere il coefficiente di proporzionalita' come 

2m/ge   (18)

e determinare, noti e ed m, la costante g.

La determinazione fatta a partire da 0, nel modo descritto e' resa difficile dal fatto che il valore di  non e' ben noto. Per tale motivo si ricorre ad una misura completa della curva di risonanza: si determina cioe' l'ampiezza a di oscillazione per valori di  diversi da 0 e da tale misura si ottiene il valore di  = /I. Dall'espressione dell'ampiezza a si ottiene infatti:
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da cui si ottiene con facili passaggi:
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Misurando quindi 0 e a per diversi valori di  si puo' quindi determinare il parametro incognito  e quindi .

La trattazione fatta prescinde dall'isteresi magnetica del materiale, che e' in realta' importante e che fa si che la relazione tra H ed M sia non lineare. Si puo' tuttavia vedere che i risultati  ottenuti continuano ad essere validi con ottima approssimazione. Per una discussione di questo punto si veda: R. Becker; "Teoria dell'elettricita'"; sesta edizione.  Sansoni Editore, secondo volume p. 122-123.

Una rassegna di molti esperimenti effettuati fino al 1962 e' stata pubblicata da G.G. Scott (Reviews of Modern Physics 34, 102 (1962)) che ha effettuato un gran numero di misure di questo tipo su vari materiali.

L'esperimento richiede numerosi accorgimenti, essendo l'effetto molto piccolo, per ridurre l'influenza di fattori esterni, quale ad esempio il campo magnetico terrestre, che eserciterebbe da solo un momento rotazionale che e' molti ordini di grandezza piu' intenso di quello che si vuol misurare. A tale scopo l'intero apparato e' posto all'interno di coppie parallele di avvolgimenti circolari (coppie di Helmotz) percorse da correnti tali da generare dei campi B uguali ed opposti a quello terrestre. Diverse coppie di Helmotz sono adoperate per neutralizzare le diverse componenti del campo magnetico terrestre. Inoltre l'apparato e' isolato meccanicamente in modo da annullare l'effetto di vibrazioni e movimenti di vario tipo del pavimento.

Il risultato ottenuto per il parametro g che figura nell'equazione (18) (che dovrebbe valere 1 nella semplice teoria delineata) e', nel caso del Fe:
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valore che e' significativamente diverso da 1, e molto piu' prossimo a 2.

Analoghi risultati furono trovati da altri autori e per un gran numero di elementi.

Se ne dedusse che il momento angolare associato ad un dato momento magnetico non era 2m/e volte questo, ma semplicemente m/e volte. Al problema fu data una soluzione nel 1925 da Goudsmith e Uhlenbeck. Costoro, anche sulla base di misure di tipo ottico, avanzarono l'ipotesi che al moto dell'elettrone attorno al proprio asse (lo spin) fosse associato un momento angolare ed un momento magnetico il cui rapporto era esattamente uguale ad 1. Cio' implica che il valore di g nella (18) sia esattamente uguale a 2, se si ignora il moto orbitale dell'elettrone. Il valore di g per il moto orbitale e' ancora 1. 

Il fatto che il valore sperimentale sia cosi' vicino a 2 si attribuisce al fatto che alla magnetizzazione contribuisce sopratutto il momento di spin e molto poco quello orbitale
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