
Introduction, generalities, 
diffraction in optics, 

electron microscopy (as a benchmark)

Università di Pisa
LM Materials and Nanotechnology - a.a. 2016/17

Spectroscopy of Nanomaterials II sem - part 1
Version 1, Mar 2017

Francesco Fuso, francesco.fuso@unipi.it
http://www.df.unipi.it/~fuso/dida



OUR PROVISIONAL PROGRAMME 
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This will be mostly a container where we will put a variety of issues, matters, topics  
(with special emphasis on their “physics” content) 

Today’s menu:
-  Starters (hopefully, appetizers)
-  Main course of diffraction and problems
-  Dessert (extra): a few words on electron microscopy 
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WHAT TO DO, AND WHY 

Spectroscopy:  
an extremely powerful tool to investigate optical properties aiming at several goals, e.g.: 

 - analytical purposes; 
 - structural information; 
 - occurrence of chemical/physical processes; 
 - functional assessment in optics, optoelectronics, photonics; 
 - … 

Now (our next step):  
 move towards spectroscopy of nanosized objects 
          that is 
 realize spectroscopy with “large enough” spatial resolution 

A short list of motivations: 
•  to get a closest insight into optical properties using spatially-resolved information 

 (e.g., analysis of homogeneity, localization of effects,…); 
•  to discover effects which can be appreciated only at the small scale 

 (e.g., for reasons of sensitivity, or because their occurrence is due to the small size); 
•  to access nanoscale investigations  
     (not necessarily restricted to just optical spectroscopy)      
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(A FEW) WARNINGS 

1: a very wide range of topics will be covered  
à  many physical issues are to be considered   
à  fundamental aspects and technical/experimental details will be frequently mixed 
à  an often limited variety of examples, arbitrarily chosen, will be presented   

2: the need to “identify” nano-objects will often prevail on their analytical 
investigation  

à  spectroscopy and microscopy (or nanoscopy) will be discussed at once     
à  reference to optics will be occasionally lost, when needed 
à  non-optical methods will be mentioned 

3: nanoscopy approaches and tools can be rather specific and innovative  
à  some methods can be used outside the range of spectroscopy  
à  nano-optics and nano-photonics issues will be eventually presented 

Let’s start with defining the relevant size scales and the main problems 
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SIZE SCALES: WHAT NANO MEANS 

Obviously:  
nanosized or nanostructured objects exist in nature (naturally occurring) 

but 
nanotechnologies have been deployed to produce nanosized, or nanostructured objects  
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Electronic devices: 
they are typically (and 
traditionally) made of “small” 
structures built through a top-
down approach 
 
1. Thin films are deposited 
2. A pattern is transferred to 
the multilayered structure 
3. The pattern is 
“fabricated” (material removal 
or growth) as required 
 
 
Device components (resistors, 
capacitors, transistors, …) are 
hence defined in an integrated 
structure 

TOP-DOWN ELECTRONIC TECHNOLOGIES (EXAMPLE) 
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Feature size 
(typ., fwhm of the smaller 

device features)

NANOELECTRONICS AS THE MAIN DRIVING FORCE 

Pitch 
(typ., the average min distance 
between distinct device parts)

or
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TOWARDS NANO IN (CONVENTIONAL) ELECTRONICS 

“Moore’s law”: 
 

the number of integrated individual 
components grows up by a factor 3-4 
every 3 years 
(nobody knows whether it will hold valid, or 
not, in the next decade(s) 
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FEYNMAN’S VISION (LATE 1959) 

 NANO_16_01_1       http://www.df.unipi.it/~fuso/dida  9/42      



A functional property (hydrofobicity) depends on the 
structural surface arrangement at the nanoscale

NANO IN THE NATURAL WORLD I 
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A functional/structural property (adhesion) depends on surface 
nanostructures (their artificial fabrication is under way)

NANO IN THE NATURAL WORLD II 
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Thermo-mechanical properties are enhanced when specific 
geometries are attained (at the nanoscale)

NANO IN THE NATURAL WORLD III 
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Observations made possible thanks to the 
availability of new techniques 

Very diverse features, including optical properties, can be explained 
when considering the structure/morphology at the nanoscale

NANO IN THE NATURAL WORLD IV 
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Interpretation:
“nanostructured” glass

(i.e., containing gold and silver 
nanoparticles, 

i.e., a “nanomaterial”)

SPECIAL OPTICAL FEATURES OF NANOMATERIALS 
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See: http://www.ndhu.edu.tw
/~nano/93041702.pdf

Au nanoparticles
in solution

SIZE-RELATED OPTICAL PROPERTIES 
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SIZE-RELATED OPTICAL FUNCTIONS 

“Smart” functionalities of 
some polymer blends such 
as, thermochromism and 
mechanochromism, can be 
related to changes in the 
mutual distance of 
chromophore components 
at the nanoscale 

In inherently nanosized 
materials optical properties 

(emission/fluorescence) turn to 
depend on distances at the 

nanoscale
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OPTICS vs NANO 

Optics entails e.m. radiation with photon energy in the few eV range (i.e., the typical energy 
scale of electron processes in the matter) 

 the wavelength can be (much) larger than the typical nanomaterial size 
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Fiber core: typ. dia in the 
few µm range  

An emitting 
nanostructure: typ. 
dia in the few tens 
of nm range  

Suppose you want to couple the emission from an 
individual nanostructure with a single-mode optical 
fiber:     

SIZE MATTERS 

Typical lateral sizes are in the same ratio of a 
soccer ball and a playground 

few chance to efficiently couple and 
extract the emission 

no chance to get miniaturization and 
integration in a device 
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WAVE-LIKE NATURE OF E.M. RADIATION 

Interference 

1, 2: two emitters of plane waves along z  
(both monochromatic, at the same frequency) 

1 2 

detector 

z 

δ 

Interferenza e diffrazione

francesco.fuso@unipi.it; http://www.df.unipi.it/⇠fuso/dida

(Dated: version 6 - FF, 4 maggio 2016)

Questa nota espone alcuni, selezionati, argomenti e concetti che hanno a che fare con l’interferenza
e la diffrazione, con specifico riferimento al caso ottico (radiazione elettromagnetica nel visibile). Non
c’è alcuna pretesa di completezza né di fronte alla ricchezza dei fenomeni coinvolti, né per quello
che riguarda l’accuratezza della trattazione matematica. Chi è interessato può facilmente trovare
nei testi di elettromagnetismo e ottica delle discussioni ben più complete e approfondite.

I. INTRODUZIONE

Interferenza e diffrazione sono due concetti intimamen-
te connessi tra loro che hanno un’importanza fondamen-
tale nell’ambito della meccanica ondulatoria. Le conse-
guenze di interferenza e diffrazione sono estremamente
importanti soprattutto nell’ottica. In questo ambito, es-
se danno luogo a fenomeni ben noti e parecchio rilevanti,
nei quali è spesso difficile distinguere tra ruolo specifico
dell’interferenza e della diffrazione.

In termini molto qualitativi e descrittivi, l’interferenza
è quel fenomeno che stabilisce una modulazione spazia-
le nell’intensità di un campo elettromagnetico che è dato
dalla sovrapposizione di diverse onde. La diffrazione è in-
vece più direttamente collegata alla modifica della distri-
buzione spaziale dell’intensità di un’onda che attraversa
delle aperture di dimensioni trasversali limitate, ovvero
“interagisce” con oggetti di piccole dimensioni.

II. INTERFERENZA

Facciamo riferimento a una situazione (molto) ideale:
due sorgenti puntiformi, localizzate in due distinte posi-
zioni sull’asse Z di un riferimento cartesiano, emettono
onde piane monocromatiche alla stessa frequenza ! e con
la stessa direzione e verso di propagazione (supponiamo
coincidente con l’asse Z). Immaginiamo inoltre che, per
semplicità, le onde si propaghino nel vuoto e che la lo-
ro polarizzazione sia lineare. Chiamiamo � la distanza,
misurata rispetto all’asse Z, delle due sorgenti. Possia-
mo scrivere le loro funzioni d’onda (supposte onde piane)
come:

~E1 = E01 exp[i(kz � !t)]ê1 (1)
~E2 = E02 exp[i(k(z + �)� !t)]ê2 , (2)

con ovvio e già noto significato dei simboli.
In ogni piano XY il campo sarà dato dalla sovrapposi-

zione (somma vettoriale) dei campi delle due onde, cioè
~E =

~E1+
~E2. Determiniamo l’intensità I di questo cam-

po risultante. Ricordando che I =< |~S| >= c✏0| ~E|2/2
(siamo nel vuoto), concentriamoci sul calcolo del modu-
lo quadro del campo elettrico. Si vede facilmente che,
supponendo le ampiezze delle onde reali,

|E|2 = E2
01 + E2

02 + ê1 · ê2(E1E
⇤
2 + E⇤

1E2) = (3)
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Figura 1. Grafico dell’Eq. 5 in funzione di k�.

= E2
01 + E2

02 + 2E01E02ê1 · ê2 cos(k�) . (4)

Al solo scopo di semplificare la matematica, poniamo an-
che ê1 = ê2 e E01 = E02 = E0. In queste condizioni si ha
|E|2 = 2E2

0(1 + cos(k�)), ovvero

I = 2I0(1 + cos(k�)) = 4I0 cos
2
(k�/2) , (5)

ancora con ovvio significato dei simboli e con l’uso, nel-
l’ultima uguaglianza, di una semplice relazione trigono-
metrica. Notate che la procedura seguita per il calcolo
del valore medio del modulo del vettore di Poynting è,
di fatto, analoga a quella, usata altrove, in cui abbia-
mo posto I = Re{ ~E ⇥ ~H?}/2, come si può facilmente
verificare.

L’Eq. 5, rappresentata come funzione di k� in Fig. 1,
contiene il messaggio più importante del fenomeno del-
l’interferenza: l’intensità di un’onda risultante dalla so-
vrapposizione di due (o più) onde è “modulata” in funzio-
ne della differenza di cammino (ottico) [1] � delle onde
considerate nella sovrapposizione. In particolare l’inten-
sità è massima quando k�/2 = m⇡, con m intero, ov-
vero, ricordando che k = 2⇡/�, quando � = m�, cioè
la differenza di cammino ottico è pari a un multiplo in-
tero di lunghezze d’onda. L’intensità è minima quando
k� = (2m + 1)⇡, ovvero � = (m + 1/2)�, cioè la diffe-
renza di cammino ottico è pari a un multiplo dispari di
semilunghezze d’onda.

Nel caso considerato il contrasto (o visibilità) delle
frange di interferenza, cioè il rapporto tra massimi e mini-
mi di intensità, è massimo e vale uno. Tale contrasto può
infatti essere definito come (I

max

� I
min

)/(I
max

+ I
min

),
con ovvio significato dei simboli. È facile verificare (pro-
vateci) che, se le condizioni sulla polarizzazione e sull’in-
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INTERFERENCE/DIFFRACTION 

Double slit (Young’s) interference Huygens (Fresnel) principle:  
a “small” aperture behaves like a 
source of spherical waves 

4

giorno d’oggi del concetto di etere non c’è più bisogno,
e molte delle affermazioni contenute in questi teoremi
e principi suonano piuttosto ovvie. Come vedremo tra
breve, però, c’è qualcosa che rende molto utile servir-
si di questi principi nell’ambito di quello che vogliamo
analizzare.

A. Interferenza da doppia fenditura (Young)

Ci serviamo del famoso esperimento della doppia fen-
ditura (esperimento di Young) per introdurre il passaggio
da interferenza a diffrazione. La fama di questo esperi-
mento si deve soprattutto al fatto che esso è in genere
considerato come un ottimo banco di prova per verificare
il dualismo onda/particella (e tanti altri bellissimi argo-
menti), e lo incontrerete di sicuro in futuro proprio in que-
sta veste. Qui siamo completamente ondulatori e quindi
ci limitiamo a interpretare l’esperimento come interferen-
za fra due onde. Notate che, al termine di queste note,
torneremo sullo stesso esperimento per delle precisazioni
molto rilevanti.

Nell’esperimento di Young un’onda, che supponiamo
piana e monocromatica (abbiamo già accennato a co-
me si fa a trattare situazioni un po’ più realistiche, ma
non vogliamo complicarci la vita), incide ortogonalmente
su una lamina opaca su cui sono praticate due (piccole)
aperture lineari, chiamate anche fenditure. Le dimensio-
ni trasversali di queste fenditure sono molto importanti
per la descrizione completa del fenomeno, come vedremo
al termine di questa nota. Per il momento supponiamo
che esse siano “molto piccole” e che la separazione spazia-
le tra di esse sia d. Di fronte alla lamina, parallelamente
e a grande distanza (D >> d) da questa, si trova uno
schermo su cui si osservano delle frange di interferenza
caratterizzate da una certa intensità I dipendente dalla
posizione angolare sin ✓. La Fig. 3(a) mostra uno schema
dell’esperimento.

Secondo il principio di Huygens le due aperture, che in-
tercettano un fronte dell’onda “primaria”, si comportano
da sorgenti di onde secondarie le quali risultano in fase
tra loro; queste due sorgenti si trovano inoltre in posizioni
diverse nello spazio. Le onde prodotte dalle aperture sono
sferiche, quindi emesse in tutte le direzioni (in “avanti”,
cioè verso lo schermo), però, visto che siamo interessati a
vedere cosa succede sullo schermo, che si trova a grande
distanza dalle sorgenti stesse, esse potranno essere bene
approssimate da onde piane. Dunque in ogni posizione
dello schermo c’è sovrapposizione delle due onde (coeren-
ti) provenienti dalle aperture e di conseguenza si ha un
fenomeno di interferenza.

Scegliamo un punto generico sullo schermo: la sua
coordinata sarà x (l’asse X è verticale in figura e centra-
to sull’“asse geometrico del sistema”, che in questo caso
passa per il punto di mezzo tra le due aperture). In al-
ternativa alla coordinata x, potremo identificare il punto
attraverso l’angolo ✓, formato tra il raggio vettore e l’asse
del sistema, la cui direzione coincide con quella di propa-
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Figura 3. Schema dell’esperimento della doppia fenditura (a)
e calcolo dell’intensità sullo schermo in funzione di sin ✓ (b).
Nel calcolo si è assunta una spaziatura d = 100µm e una lun-
ghezza d’onda � = 500 nm. Per chiarezza, si è considerato un
piccolo intervallo di variazione di sin ✓ e sono state applicate
tutte le approssimazioni citate nel testo.

gazione dell’onda primaria. Questa descrizione a parole
è complicata, per cui conviene riferirsi alla figura.

Sappiamo che l’interferenza costruttiva e distruttiva,
ovvero la presenza di massimi e minimi di intensità, di-
pende dalla differenza di cammino ottico � tra le due
onde, ovvero dal loro sfasamento. Una semplicissima co-
struzione geometrica ci permette di individuare il seg-
mento � (vedi figura). Una altrettanto semplice consi-
derazione ci permette di affermare che, per D >> d,
� = d sin ⇠, con ⇠ indicato in figura. Inoltre ⇠ ⇡ ✓, per
cui � ⇡ d sin ✓ (tutte le considerazioni geometriche svolte
richiedono di immaginare una figura disegnata davvero
in scala, cioè con D molto più grande di d).

A causa dell’interferenza, l’intensità I(✓) sullo schermo
segue l’andamento descritto dall’Eq. 5, con � ⇡ d sin ✓,
cioè:

I(✓) = I0 cos
2
(kd sin ✓/2) , (6)

dove I0 è qui ll massimo dell’intensità della radiazione
che incide sullo schermo e abbiamo “accettato” l’appros-
simazione sostituendo ⇡ con =. La Fig. 3(b) mostra
l’andamento dell’intensità in funzione di sin ✓: si osser-
vano dei massimi e minimi di interferenza regolari. I
massimi si trovano nelle posizioni angolari (sin ✓)

max

tali
che kd(sin ✓)

max

= 2m⇡, con m intero, cioè (sin ✓)
max

=
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max

tali
che kd(sin ✓)

max

= 2m⇡, con m intero, cioè (sin ✓)
max

=

The so-produced wavelets can 
interfere each other leading to a 
firnge system of local maxima/
minima in the intensity 
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FRAUNHOFER’S DIFFRACTION I 

10

D>>d 
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k
0 n = 0 
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Figura 8. Schema del reticolo considerato in Appendice
I, con indicate le grandezze rilevanti per il calcolo: nota-
te la condizione D >> d, che non può essere rappresentata
adeguatamente in figura.

La serie diventa allora

⌃

n=N�1
n=0 exp(ikn�) =

1� exp(iNk�)

1� exp(ik�)
, (17)

dove l’ultimo passaggio sfrutta l’espressione della somma
parziale che si usa nel calcolo delle serie geometriche.

Facciamo ancora un po’ di maquillage:
1� exp(iNk�)

1� exp(ik�)
=

exp(�ikN�/2)

exp(�ik�/2)
⇥ (18)

⇥ exp(ikN�/2)� exp(�ikN�/2)

exp(ik�/2)� exp(�ik�/2)
. (19)

Ricordiamoci ora che quello che si osserva sullo schermo
è l’intensità dell’onda ottenuta per sovrapposizione, che è
proporzionale al modulo quadro dell’ampiezza del campo.
Tenendo conto che tutti gli esponenziali con argomento
immaginario che si trovano a moltiplicare hanno modulo
unitario (inclusi quelli che avevamo messo in evidenza in
Eqs. 13, 15), avremo che l’intensità sarà

I /
����
exp(ikN�/2)� exp(�ikN�/2)

exp(ik�/2)� exp(�ik�/2)

����
2

=

sin

2
(kN�/2)

sin

2
(k�/2)

.

(20)
Infine, notando in analogia con la discussione svolta in

Sect. III A che � ' d sin ⇠ ' d sin ✓, dove le approssima-
zioni sono tante più valide quanto più D è maggiore di
d, e ricordando che k = 2⇡/�, si ottiene

I(✓) / sin

2
(N⇡d sin ✓/�)

sin

2
(⇡d sin ✓/�)

, (21)

che è quanto annunciato in Eq. 7, dove si era posto � =

⇡d sin ✓/�.

APPENDICE II

In questa Appendice si riporta un metodo per la de-
terminazione dell’Eq. 9 per la diffrazione da singola fen-
ditura lineare. Stavolta il procedimento non è del tutto
convenzionale e fa uso di qualche shortcut.

D>>a 

a

 

Z

X
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θ
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0

r0 

k
0 

Figura 9. Schema della singola fenditura considerata in Ap-
pendice II, con indicate le grandezze rilevanti per il cal-
colo: notate la condizione D >> d, che non può essere
rappresentata adeguatamente in figura.

L’idea di fondo, già annunciata in Sezione IV, è quella
di suddividere la fenditura, che ha apertura a, in tanti
(inifiniti) intervallini molto piccoli (inifinitesimi) ai qua-
li applicare il metodo usato per calcolare la diffrazione
dal reticolo presentato in Appendice I. Idealmente, quin-
di, si ha a che fare con un numero N ! 1 di piccole
(infinitesime) aperture la cui spaziatura d tende a zero,
mantenendo Nd = a.

Suddividiamo allora la fenditura in tanti elementini di
lunghezza infinitesima dx (l’asse X corre sul piano del-
l’apertura e ha origine nell’estremo “alto” dell’apertura
stessa, come in Fig. 9). A ognuno di questi elementi-
ni, che si comporterà da sorgente secondo il principio di
Huygens, associamo una “densità lineare” di ampiezza di
onda pari a E0/a.

Ragionando in maniera simile a quanto fatto in Appen-
dice I, potremo scrivere l’ampiezza (in forma complessa)
del campo elettrico su un punto dello schermo, che di-
sta D >> a dal piano della fenditura, sotto forma di
integrale:

E =

Z
a

0

E0

a
exp[i(~k · ~r � !t)]dx = (22)

= E0 exp(�i!t) exp(ikr0)

Z
a

0

exp[ik(r � r0)]

a
dx ,(23)

dove la simbologia, costruita in analogia con Eq. 13,
dovrebbe essere autoesplicativa così come dovrebbero
risultare chiari i vari passaggi.

Occupiamoci del solo integrale, che rappresenta l’a-
spetto di interesse. facciamo un cambio di variabile pas-
sando alla variabile ⇣ = (r � r0), che rappresenta la dif-
ferenza di cammino ottico. Essa dipende dalla posizione
x lungo la fenditura: usando tutte le approssimazioni già
ampiamente discusse, si ottiene ⇣ ' x sin ⇠ ' x sin ✓, dove
l’angolo ✓ è definito in analogia con le derivazioni discus-
se in precedenza. Si ha quindi dx = d⇣/ sin ✓; inoltre gli
estremi di integrazione diventano 0 e a sin ✓. In definitiva
si ha

Z
a

0

exp(ik(r � r0))

a
dx = (24)

A single “small” slit (aperture) The aperture is divided into a virtually infinite number 
of sub-apertures and Young’s interference concepts 
are applied to all produced wavelets 
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Figura 8. Schema del reticolo considerato in Appendice
I, con indicate le grandezze rilevanti per il calcolo: nota-
te la condizione D >> d, che non può essere rappresentata
adeguatamente in figura.

La serie diventa allora

⌃

n=N�1
n=0 exp(ikn�) =

1� exp(iNk�)

1� exp(ik�)
, (17)

dove l’ultimo passaggio sfrutta l’espressione della somma
parziale che si usa nel calcolo delle serie geometriche.

Facciamo ancora un po’ di maquillage:
1� exp(iNk�)

1� exp(ik�)
=

exp(�ikN�/2)

exp(�ik�/2)
⇥ (18)

⇥ exp(ikN�/2)� exp(�ikN�/2)

exp(ik�/2)� exp(�ik�/2)
. (19)

Ricordiamoci ora che quello che si osserva sullo schermo
è l’intensità dell’onda ottenuta per sovrapposizione, che è
proporzionale al modulo quadro dell’ampiezza del campo.
Tenendo conto che tutti gli esponenziali con argomento
immaginario che si trovano a moltiplicare hanno modulo
unitario (inclusi quelli che avevamo messo in evidenza in
Eqs. 13, 15), avremo che l’intensità sarà

I /
����
exp(ikN�/2)� exp(�ikN�/2)

exp(ik�/2)� exp(�ik�/2)

����
2

=

sin

2
(kN�/2)

sin

2
(k�/2)

.

(20)
Infine, notando in analogia con la discussione svolta in

Sect. III A che � ' d sin ⇠ ' d sin ✓, dove le approssima-
zioni sono tante più valide quanto più D è maggiore di
d, e ricordando che k = 2⇡/�, si ottiene
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(N⇡d sin ✓/�)

sin

2
(⇡d sin ✓/�)

, (21)

che è quanto annunciato in Eq. 7, dove si era posto � =

⇡d sin ✓/�.
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L’idea di fondo, già annunciata in Sezione IV, è quella
di suddividere la fenditura, che ha apertura a, in tanti
(inifiniti) intervallini molto piccoli (inifinitesimi) ai qua-
li applicare il metodo usato per calcolare la diffrazione
dal reticolo presentato in Appendice I. Idealmente, quin-
di, si ha a che fare con un numero N ! 1 di piccole
(infinitesime) aperture la cui spaziatura d tende a zero,
mantenendo Nd = a.

Suddividiamo allora la fenditura in tanti elementini di
lunghezza infinitesima dx (l’asse X corre sul piano del-
l’apertura e ha origine nell’estremo “alto” dell’apertura
stessa, come in Fig. 9). A ognuno di questi elementi-
ni, che si comporterà da sorgente secondo il principio di
Huygens, associamo una “densità lineare” di ampiezza di
onda pari a E0/a.

Ragionando in maniera simile a quanto fatto in Appen-
dice I, potremo scrivere l’ampiezza (in forma complessa)
del campo elettrico su un punto dello schermo, che di-
sta D >> a dal piano della fenditura, sotto forma di
integrale:

E =
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a
exp[i(~k · ~r � !t)]dx = (22)

= E0 exp(�i!t) exp(ikr0)

Z
a

0

exp[ik(r � r0)]

a
dx ,(23)

dove la simbologia, costruita in analogia con Eq. 13,
dovrebbe essere autoesplicativa così come dovrebbero
risultare chiari i vari passaggi.

Occupiamoci del solo integrale, che rappresenta l’a-
spetto di interesse. facciamo un cambio di variabile pas-
sando alla variabile ⇣ = (r � r0), che rappresenta la dif-
ferenza di cammino ottico. Essa dipende dalla posizione
x lungo la fenditura: usando tutte le approssimazioni già
ampiamente discusse, si ottiene ⇣ ' x sin ⇠ ' x sin ✓, dove
l’angolo ✓ è definito in analogia con le derivazioni discus-
se in precedenza. Si ha quindi dx = d⇣/ sin ✓; inoltre gli
estremi di integrazione diventano 0 e a sin ✓. In definitiva
si ha

Z
a

0

exp(ik(r � r0))

a
dx = (24)
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La serie diventa allora

⌃

n=N�1
n=0 exp(ikn�) =

1� exp(iNk�)

1� exp(ik�)
, (17)

dove l’ultimo passaggio sfrutta l’espressione della somma
parziale che si usa nel calcolo delle serie geometriche.

Facciamo ancora un po’ di maquillage:
1� exp(iNk�)

1� exp(ik�)
=

exp(�ikN�/2)

exp(�ik�/2)
⇥ (18)

⇥ exp(ikN�/2)� exp(�ikN�/2)

exp(ik�/2)� exp(�ik�/2)
. (19)

Ricordiamoci ora che quello che si osserva sullo schermo
è l’intensità dell’onda ottenuta per sovrapposizione, che è
proporzionale al modulo quadro dell’ampiezza del campo.
Tenendo conto che tutti gli esponenziali con argomento
immaginario che si trovano a moltiplicare hanno modulo
unitario (inclusi quelli che avevamo messo in evidenza in
Eqs. 13, 15), avremo che l’intensità sarà
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Infine, notando in analogia con la discussione svolta in

Sect. III A che � ' d sin ⇠ ' d sin ✓, dove le approssima-
zioni sono tante più valide quanto più D è maggiore di
d, e ricordando che k = 2⇡/�, si ottiene
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2
(N⇡d sin ✓/�)
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2
(⇡d sin ✓/�)

, (21)

che è quanto annunciato in Eq. 7, dove si era posto � =

⇡d sin ✓/�.
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L’idea di fondo, già annunciata in Sezione IV, è quella
di suddividere la fenditura, che ha apertura a, in tanti
(inifiniti) intervallini molto piccoli (inifinitesimi) ai qua-
li applicare il metodo usato per calcolare la diffrazione
dal reticolo presentato in Appendice I. Idealmente, quin-
di, si ha a che fare con un numero N ! 1 di piccole
(infinitesime) aperture la cui spaziatura d tende a zero,
mantenendo Nd = a.

Suddividiamo allora la fenditura in tanti elementini di
lunghezza infinitesima dx (l’asse X corre sul piano del-
l’apertura e ha origine nell’estremo “alto” dell’apertura
stessa, come in Fig. 9). A ognuno di questi elementi-
ni, che si comporterà da sorgente secondo il principio di
Huygens, associamo una “densità lineare” di ampiezza di
onda pari a E0/a.

Ragionando in maniera simile a quanto fatto in Appen-
dice I, potremo scrivere l’ampiezza (in forma complessa)
del campo elettrico su un punto dello schermo, che di-
sta D >> a dal piano della fenditura, sotto forma di
integrale:

E =

Z
a

0

E0

a
exp[i(~k · ~r � !t)]dx = (22)

= E0 exp(�i!t) exp(ikr0)

Z
a

0

exp[ik(r � r0)]

a
dx ,(23)

dove la simbologia, costruita in analogia con Eq. 13,
dovrebbe essere autoesplicativa così come dovrebbero
risultare chiari i vari passaggi.

Occupiamoci del solo integrale, che rappresenta l’a-
spetto di interesse. facciamo un cambio di variabile pas-
sando alla variabile ⇣ = (r � r0), che rappresenta la dif-
ferenza di cammino ottico. Essa dipende dalla posizione
x lungo la fenditura: usando tutte le approssimazioni già
ampiamente discusse, si ottiene ⇣ ' x sin ⇠ ' x sin ✓, dove
l’angolo ✓ è definito in analogia con le derivazioni discus-
se in precedenza. Si ha quindi dx = d⇣/ sin ✓; inoltre gli
estremi di integrazione diventano 0 e a sin ✓. In definitiva
si ha

Z
a

0

exp(ik(r � r0))

a
dx = (24)
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=

Z
a sin ✓

0

exp(ik⇣)

a sin ✓
d⇣ = (25)

=

exp(ika sin ✓)� 1

ika sin ✓
= (26)

= exp(ika sin ✓/2)⇥ (27)

⇥ exp(ika sin ✓/2)� exp(�ika sin ✓/2)

ika sin ✓
, (28)

dove nei vari passaggi abbiamo calcolato l’integrale e
fatto qualche altra piccola manipolazione matematica.

Ricordiamo che ci interessa determinare l’intensità del-
l’onda ottenuta per sovrapposizione sullo schermo. Dob-
biamo quindi considerare l’andamento del modulo qua-
dro del campo elettrico. Tenendo conto che i termini a

modulo unitario messi in evidenza nelle Eqs. 22, 24 non
hanno alcun ruolo, si ottiene facilmente

I(✓) /
����
exp(ika sin ✓/2)� exp(�ika sin ✓/2)

2ka sin ✓/2

����
2

=(29)

=

sin

2
(ka sin ✓/2)

(ka sin ✓/2)2
. (30)

Considerando che, al solito, k = 2⇡/�, si trova infine

I(✓) / sin

2
(⇡a sin ✓/�)

(⇡a sin ✓/�)2
, (31)

che è quanto annunciato in Eq. 9, dove si era posto ↵ =

⇡a sin ✓/�.

[1] Il cammino ottico è il prodotto tra distanza percorsa e
indice di rifrazione del mezzo in cui l’onda si propaga.

Qui supponiamo di essere nel vuoto, per cui cammino e
cammino ottico coincidono.

11

=

Z
a sin ✓

0

exp(ik⇣)

a sin ✓
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= (26)

= exp(ika sin ✓/2)⇥ (27)

⇥ exp(ika sin ✓/2)� exp(�ika sin ✓/2)

ika sin ✓
, (28)

dove nei vari passaggi abbiamo calcolato l’integrale e
fatto qualche altra piccola manipolazione matematica.

Ricordiamo che ci interessa determinare l’intensità del-
l’onda ottenuta per sovrapposizione sullo schermo. Dob-
biamo quindi considerare l’andamento del modulo qua-
dro del campo elettrico. Tenendo conto che i termini a

modulo unitario messi in evidenza nelle Eqs. 22, 24 non
hanno alcun ruolo, si ottiene facilmente
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2ka sin ✓/2

����
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=(29)

=
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2
(ka sin ✓/2)

(ka sin ✓/2)2
. (30)

Considerando che, al solito, k = 2⇡/�, si trova infine

I(✓) / sin

2
(⇡a sin ✓/�)

(⇡a sin ✓/�)2
, (31)

che è quanto annunciato in Eq. 9, dove si era posto ↵ =

⇡a sin ✓/�.

[1] Il cammino ottico è il prodotto tra distanza percorsa e
indice di rifrazione del mezzo in cui l’onda si propaga.

Qui supponiamo di essere nel vuoto, per cui cammino e
cammino ottico coincidono.
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Figura 5. Calcolo della trasmissione attraverso una fenditura
(lineare) di apertura a come in legenda, usando l’Eq. 9. In
tutti i casi si è ipotizzata una radiazione di lunghezza d’onda
� = 500 nm. Le intensità sono espresse in unità arbitrarie e
normalizzate rispetto all’area sottesa alle curve.

relativi, che in genere hanno poca rilevanza pratica es-
sendo associati a piccole frazioni dell’intensità totale, la
larghezza del massimo principale dipende fortemente dal
rapporto �/a. Infatti i primi zeri della funzione si tro-
vano nelle posizioni (sin ✓)

min

= ±�/a, per cui la “lar-
ghezza totale” (misurata tra gli zeri e in unità di sin ✓)
del massimo principale è ⇠ 2�/a. Per un fascio di luce
perfettamente collimato, come possiamo ipotizzare per il
fascio incidente sull’apertura (descritto da un’onda pia-
na, dunque perfettamente collimato), si ha, prima del-
l’interazione con l’apertura, sin ✓ = 0. Il passaggio at-
traverso l’apertura introduce una divergenza del fascio,
che “si allarga” tanto più quanto maggiore è il rapporto
�/a, cioè, a parità di �, quanto minore è la dimensione
dell’apertura a. Ritroverete questa identica affermazione
quando affronterete, nell’ambito della meccanica quanti-
stica, l’esperimento ideale che va sotto il nome di micro-
scopio di Heisenberg, che consente una spiegazione molto
immediata e intuitiva della diffrazione.

Da ultimo, è evidente che anche in questo caso spesso
si preferisce nella pratica convertire lo spostamento ango-
lare in spostamento lineare, cosa che si ottiene ponendo
lo schermo a distanza D >> a e misurando la posizione x
dei minimi e massimi della figura di diffrazione. Usando
le approssimazioni geometriche già ampiamente impiega-
te, si ottiene che la posizione dei primi minimi si trova a
(x)

min

= ±D�/a. Di conseguenza la misura di x, sup-
ponendo noto � (e D), permette di dedurre quella di
a.

A. Diffrazione da apertura circolare

Abbiamo trattato finora delle situazioni sostanzialmen-
te unidimensionali, cioè con aperture “strette e lunghe”,
per le quali diffrazione (e interferenza) hanno luogo ideal-
mente solo lungo una direzione cartesiana. Spesso, però,

x  [mm] 

y  [m
m] 

Int. [arb.un.] 

Figura 6. Rappresentazione tridimensionale dell figura di dif-
frazione che si osserva su uno schermo posto a distanza D = 10
cm quando radiazione di lunghezza d’onda � = 500 nm viene
diffratta da un’apertura circolare di diametro a = 20 µm. Il
calcolo è stato eseguito sulla base dell’Eq. 11.

si ha a che fare con sistemi a simmetria circolare, in par-
ticolare con aperture circolari di diametro a. Anche se
la fisica dei fenomeni rimane sostanzialmente la stessa, il
passaggio da coordinate cartesiane a coordinate circolari
(cilindriche) comporta delle differenze di dettaglio, che
vale la pena sottolineare.

In particolare, per quello che riguarda la diffrazione,
l’uso delle coordinate cilindriche comporta una differente
scrittura dell’Eq. 9, che diventa:

I(✓) = I0
J2
1 (↵)

↵2
(11)

↵ =

a

�
sin ✓ , (12)

dove J1 rappresenta una (famosa) funzione detta
funzione di Bessel di ordine uno.

Il primo zero di questa funzione, che fornisce la posi-
zione angolare del primo minimo della figura di diffra-
zione, si ha quando l’argomento è pari a 1.22, cioè per
(sin ✓)

min

= 1.22(�/a). Supponendo di usare il solito
schermo (posto a distanza D >> a dall’apertura) e le
solite approssimazioni, la figura di diffrazione darà luo-
go a un sistema di minimi di intensità, cioè di frange, di
forma circolare, il cui diametro � è legato al diametro
a dell’apertura attraverso la relazione, che potete facil-
mente verificare, � = 2⇡mD[1.22(�/a)], con m intero
(spesso detto anche in questo caso ordine di diffrazione).
Per intenderci, usando radiazione visibile a � = 500 nm
e un’apertura (pin hole) di diametro a = 20 µm, su uno
schermo posto a distanza D = 10 cm si osserva un pri-
mo minimo di intensità che forma un cerchio di diametro
� ⇡ 6 mm (la Fig. 6 mostra una rappresentazione tridi-
mensionale di quanto si osserva sullo schermo in questo
caso, costruita sulla base dell’Eq. 11).
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normalizzate rispetto all’area sottesa alle curve.

relativi, che in genere hanno poca rilevanza pratica es-
sendo associati a piccole frazioni dell’intensità totale, la
larghezza del massimo principale dipende fortemente dal
rapporto �/a. Infatti i primi zeri della funzione si tro-
vano nelle posizioni (sin ✓)

min

= ±�/a, per cui la “lar-
ghezza totale” (misurata tra gli zeri e in unità di sin ✓)
del massimo principale è ⇠ 2�/a. Per un fascio di luce
perfettamente collimato, come possiamo ipotizzare per il
fascio incidente sull’apertura (descritto da un’onda pia-
na, dunque perfettamente collimato), si ha, prima del-
l’interazione con l’apertura, sin ✓ = 0. Il passaggio at-
traverso l’apertura introduce una divergenza del fascio,
che “si allarga” tanto più quanto maggiore è il rapporto
�/a, cioè, a parità di �, quanto minore è la dimensione
dell’apertura a. Ritroverete questa identica affermazione
quando affronterete, nell’ambito della meccanica quanti-
stica, l’esperimento ideale che va sotto il nome di micro-
scopio di Heisenberg, che consente una spiegazione molto
immediata e intuitiva della diffrazione.

Da ultimo, è evidente che anche in questo caso spesso
si preferisce nella pratica convertire lo spostamento ango-
lare in spostamento lineare, cosa che si ottiene ponendo
lo schermo a distanza D >> a e misurando la posizione x
dei minimi e massimi della figura di diffrazione. Usando
le approssimazioni geometriche già ampiamente impiega-
te, si ottiene che la posizione dei primi minimi si trova a
(x)

min

= ±D�/a. Di conseguenza la misura di x, sup-
ponendo noto � (e D), permette di dedurre quella di
a.

A. Diffrazione da apertura circolare

Abbiamo trattato finora delle situazioni sostanzialmen-
te unidimensionali, cioè con aperture “strette e lunghe”,
per le quali diffrazione (e interferenza) hanno luogo ideal-
mente solo lungo una direzione cartesiana. Spesso, però,

x  [mm] 
y  [m

m] 
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Figura 6. Rappresentazione tridimensionale dell figura di dif-
frazione che si osserva su uno schermo posto a distanza D = 10
cm quando radiazione di lunghezza d’onda � = 500 nm viene
diffratta da un’apertura circolare di diametro a = 20 µm. Il
calcolo è stato eseguito sulla base dell’Eq. 11.

si ha a che fare con sistemi a simmetria circolare, in par-
ticolare con aperture circolari di diametro a. Anche se
la fisica dei fenomeni rimane sostanzialmente la stessa, il
passaggio da coordinate cartesiane a coordinate circolari
(cilindriche) comporta delle differenze di dettaglio, che
vale la pena sottolineare.

In particolare, per quello che riguarda la diffrazione,
l’uso delle coordinate cilindriche comporta una differente
scrittura dell’Eq. 9, che diventa:

I(✓) = I0
J2
1 (↵)

↵2
(11)

↵ =

a

�
sin ✓ , (12)

dove J1 rappresenta una (famosa) funzione detta
funzione di Bessel di ordine uno.

Il primo zero di questa funzione, che fornisce la posi-
zione angolare del primo minimo della figura di diffra-
zione, si ha quando l’argomento è pari a 1.22, cioè per
(sin ✓)

min

= 1.22(�/a). Supponendo di usare il solito
schermo (posto a distanza D >> a dall’apertura) e le
solite approssimazioni, la figura di diffrazione darà luo-
go a un sistema di minimi di intensità, cioè di frange, di
forma circolare, il cui diametro � è legato al diametro
a dell’apertura attraverso la relazione, che potete facil-
mente verificare, � = 2⇡mD[1.22(�/a)], con m intero
(spesso detto anche in questo caso ordine di diffrazione).
Per intenderci, usando radiazione visibile a � = 500 nm
e un’apertura (pin hole) di diametro a = 20 µm, su uno
schermo posto a distanza D = 10 cm si osserva un pri-
mo minimo di intensità che forma un cerchio di diametro
� ⇡ 6 mm (la Fig. 6 mostra una rappresentazione tridi-
mensionale di quanto si osserva sullo schermo in questo
caso, costruita sulla base dell’Eq. 11).

Systems of cylindrical-symmetric interference 
fringes appear 
 

 localization of light in a “point” is 
impossible to achieve 

 
 spatial-resolved information are smeared 
out, at some extent 

 
 diffraction is a fundamental limitation 
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Figura 5. Calcolo della trasmissione attraverso una fenditura
(lineare) di apertura a come in legenda, usando l’Eq. 9. In
tutti i casi si è ipotizzata una radiazione di lunghezza d’onda
� = 500 nm. Le intensità sono espresse in unità arbitrarie e
normalizzate rispetto all’area sottesa alle curve.

relativi, che in genere hanno poca rilevanza pratica es-
sendo associati a piccole frazioni dell’intensità totale, la
larghezza del massimo principale dipende fortemente dal
rapporto �/a. Infatti i primi zeri della funzione si tro-
vano nelle posizioni (sin ✓)

min

= ±�/a, per cui la “lar-
ghezza totale” (misurata tra gli zeri e in unità di sin ✓)
del massimo principale è ⇠ 2�/a. Per un fascio di luce
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traverso l’apertura introduce una divergenza del fascio,
che “si allarga” tanto più quanto maggiore è il rapporto
�/a, cioè, a parità di �, quanto minore è la dimensione
dell’apertura a. Ritroverete questa identica affermazione
quando affronterete, nell’ambito della meccanica quanti-
stica, l’esperimento ideale che va sotto il nome di micro-
scopio di Heisenberg, che consente una spiegazione molto
immediata e intuitiva della diffrazione.

Da ultimo, è evidente che anche in questo caso spesso
si preferisce nella pratica convertire lo spostamento ango-
lare in spostamento lineare, cosa che si ottiene ponendo
lo schermo a distanza D >> a e misurando la posizione x
dei minimi e massimi della figura di diffrazione. Usando
le approssimazioni geometriche già ampiamente impiega-
te, si ottiene che la posizione dei primi minimi si trova a
(x)

min

= ±D�/a. Di conseguenza la misura di x, sup-
ponendo noto � (e D), permette di dedurre quella di
a.

A. Diffrazione da apertura circolare

Abbiamo trattato finora delle situazioni sostanzialmen-
te unidimensionali, cioè con aperture “strette e lunghe”,
per le quali diffrazione (e interferenza) hanno luogo ideal-
mente solo lungo una direzione cartesiana. Spesso, però,
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Figura 6. Rappresentazione tridimensionale dell figura di dif-
frazione che si osserva su uno schermo posto a distanza D = 10
cm quando radiazione di lunghezza d’onda � = 500 nm viene
diffratta da un’apertura circolare di diametro a = 20 µm. Il
calcolo è stato eseguito sulla base dell’Eq. 11.

si ha a che fare con sistemi a simmetria circolare, in par-
ticolare con aperture circolari di diametro a. Anche se
la fisica dei fenomeni rimane sostanzialmente la stessa, il
passaggio da coordinate cartesiane a coordinate circolari
(cilindriche) comporta delle differenze di dettaglio, che
vale la pena sottolineare.

In particolare, per quello che riguarda la diffrazione,
l’uso delle coordinate cilindriche comporta una differente
scrittura dell’Eq. 9, che diventa:

I(✓) = I0
J2
1 (↵)

↵2
(11)

↵ =

a

�
sin ✓ , (12)

dove J1 rappresenta una (famosa) funzione detta
funzione di Bessel di ordine uno.

Il primo zero di questa funzione, che fornisce la posi-
zione angolare del primo minimo della figura di diffra-
zione, si ha quando l’argomento è pari a 1.22, cioè per
(sin ✓)

min

= 1.22(�/a). Supponendo di usare il solito
schermo (posto a distanza D >> a dall’apertura) e le
solite approssimazioni, la figura di diffrazione darà luo-
go a un sistema di minimi di intensità, cioè di frange, di
forma circolare, il cui diametro � è legato al diametro
a dell’apertura attraverso la relazione, che potete facil-
mente verificare, � = 2⇡mD[1.22(�/a)], con m intero
(spesso detto anche in questo caso ordine di diffrazione).
Per intenderci, usando radiazione visibile a � = 500 nm
e un’apertura (pin hole) di diametro a = 20 µm, su uno
schermo posto a distanza D = 10 cm si osserva un pri-
mo minimo di intensità che forma un cerchio di diametro
� ⇡ 6 mm (la Fig. 6 mostra una rappresentazione tridi-
mensionale di quanto si osserva sullo schermo in questo
caso, costruita sulla base dell’Eq. 11).
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(DIFFRACTION AND QUANTUM MECH) 

p = pz px ≠ 0 

Applying a simple particle model (free particle with impulse 
along one selected direction passing through an aperture), the 
uncertainty principle of quantum mechanics leads to impart the 
particle a momentum component along the aperture plane 
(analogous to the “diffusion cone” in the diffraction) 
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a ~ λ

“Diffusion cone”:
sinθ  ~ λ/a

Diffraction ripples:
I ~ I0 (sinα/α)2

with:
α = π a sinθ /  λ

“DIFFUSION CONE” 

Point-like objects produce “broad” patterns

Spatial resolution hampered!

(broadening depends on λ/a)

(we wiill come back on such aspects later on) 
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A NON-OPTICAL SOLUTION 

Decreasing λ !! 

Wave-particle  
duality 

ü  By increasing v , extremely small λ values can be attained 

ü  The simplest way to impart speed to a particle is to use electric fields for its acceleration (but 
the particle must bring a charge!) 

ü  The easiest charged particle to be accelerated is the electron, because of its small mass 
 

   h ! 6.6×10−34   J/s    m ! 9×10−31   kg
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(GREAT IDEA: ELECTRON MICROSCOPE) 
The electron microscope is out of our programme, but it is worth of a few words in order to point 
out some very general aspects 
 
Assuming, e.g., ΔV ~ 10 kV, a velocity v = (2eΔV/m)1/2 ~ 6x107 m/s 
 

  

λ = h

2meΔV 1+ eΔV
2mc2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

~ 0.1 nm

  
λ = h

2meΔV
~ 0.1 nm

Ag nanoparticles on glass 

with a relativistic correction: 
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In the Scanning Electron Microscope (SEM) a 
tightly focused beam of electrons, having a 
very small de Broglie’s wavelength, is used 
instead of optical radiation 



SEM COMPONENTS I 

In the SEM, the maximum HV is usually ~ 25 kV and 
its choice is determined by a compromise between 
penetration (which increases with HV) and beam 
diameter (which decreases with HV) 

Bright electron sources 

Lenses, 
condensers, etc. 

Optics is replaced by electron optics  
(made of magnetic and electric fields) 
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SEM COMPONENTS II 

Typically, in a FE-SEM the electron beam current can be as 
large as 1-10 nA, focused in a few nm spot 

  à huge current density  
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CONTRAST I 

General considerations: 
 
o  Every microscopy requires a contrast mechanism 

o  The contrast mechanism is a sort of “spectroscopy”, providing with selectivity according to 
one, or more, local physical properties 

o  Spatial resolution is ultimately linked to the size of the probe beam, but also inherently related 
to the effectiveness of the contrast mechanism, i.e., the “spectroscopy” used to achieve image 
modifications at the local scale 

1 

Because of their kinetic energy, electrons impinging onto a solid 
surface can (and do) penetrate into the volume 

General consideration: 
 
o  Ideally, a surface is imaged and analyzed, but, at the 

nanoscale, no investigation tool is truly capable of pure 
surface interaction 

2 

MC simulation of electron 
trajectories into the material 
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An electron passing through a solid may be scattered 
    * not at all 
    * once (single scattering) 
    * several times (plural scattering), or 
    * very many times (multiple scattering) 
 
Each scattering event can be elastic or inelastic. The scattered electron is most likely to be forward 
scattered but there is a small chance that it will be backscattered 
 
The probability of scattering is described in terms of either an "interaction cross-section" or a mean 
free path. When the solid specimen is thicker than about twice the mean free path, plural scattering 
is likely. 
 
The important features are the fraction of electron scattering forward and backward and the volume 
of the specimen in which most of the interactions (scattering events) take place 

CONTRAST II 

Roughly speaking, penetration occurs 
until electron thermalization with the 
matter occurs 
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“SPECTROSCOPIES” INSIDE SEM 

There are four main processes by 
which a high energy electron (red 
here) can lose energy to an atom. 
These are 
 
1.  (The excitation of a plasmon) 
2.  The excitation of a single 

electron from the valence band 
(pale green) 

3.   The excitation of an inner shell 
electron (from the K or L shell) 

4.   (The excitation of a phonon) 
After an inner shell excitation an atom has an energy 
above its ground state. It can relax and lose some of 
this energy in several ways, of which two are 
described here. Both start with an outer electron 
jumping in to fill the vacancy in the inner shell. 
 

Characteristic X-ray emission. Energy is given off as 
a single X-ray photon. 
 

Auger electron emission. Energy is given off by one 
of the outer electrons leaving the shell. It carries a 
characteristic kinetic energy.  http://www.matter.org.uk/tem 

XPS/EDS 

AES 
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NOMENCLATURE FOR INNER SHELLS 

Super-simplified picture of shell-like 
configuration (atoms): K, L, M, … 
correspond to n = 1, 2, 3, … 

Classification and nomenclature of 
levels and transitions are quite 
straightforward and hold for 
virtually all heavy atoms 

In a rough approximation, involved 
energies can be evaluated based on the 
Bohr model 
 
They depend on the atomic number Z 
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AUGER SPECTROSCOPY (A FEW WORDS) 

Impact with high energy electrons 
(5-10 keV, typically) produces 
ionization of light elements and 
vacancies in the inner shell for 
heavier elements 

The so-created metastable state 
involves multiple rearrangement of 
electrons and vacancies in the inner 
shell(s) 

An electron from the outer shell fills 
the vacancy and simultaneously the 
energy mismatch is compensated 
by emission of an electron from 
an outer shell 

The kinetic energy of the emitted electron is 
(approximately):  
KE = EK – (EL1-EL23) =  EK –(EL1+EL23) 
hence it is specific of the considered element 

 à selectivity à contrast 
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ENERGY DISPERSIVE SPECTROSCOPY (A FEW WORDS) 

Impact with high energy electrons (5-10 keV, typically) produces 
vacancies in the inner shell, especially for heavier elements 

Vacancies can be filled by an electron coming from an outer shell 
 à the energy can be released in the form of X-ray photons 

Involved energies can be related to the structure  
       à species-selective contrast achieved 

By equipping a SEM with an X-ray 
spectrometer, elemental maps can be built 

(EDS microanalysis) 
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CONTRAST III 
SEM images are built based on different measured quantities:

-  Backscattered electrons: usually at high energy, usually released in the backward direction, 
usually strongly depending on the topography (surface steepness and slope, orientation, etc.)

-  Secondary electrons: usually at low energy (few hundreds of eV), includes a variety of 
processes, e.g., Auger

Backscattered and secondary can be selected 

In addition, the relative yield depends on the 
penetration length, which is a complicated 
function of the electron beam energy and of the 
material properties (mostly, the atomic number)

Brandon Kaplan
Microstruct. Charact.
of Materials
Wiley (1999)

General consideration: 
 
o  At the local scale, it is hard to disentangle 

different interaction processes 

o  Contrast mechanisms are usually a combination 
of various mechanisms 

3 
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SECONDARY ELECTRONS 

Spatial resolution is virtually limited by the size 
of the electron beam (typ, a few nm)

Brandon Kaplan
Microstruct. Charact.
of Materials
Wiley (1999)

Ti/Si sand 
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General consideration: 
 
o  At the local scale, surface/bulk contributions are 

mixed together 

o  Usually, spatial resolution is decreased when 
bulk contribution is relevant (typ, max ~ 10 nm) 

4 

BACKSCATTERED ELECTRONS 
Ti/Si sand 
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General consideration: 
 
o  A scanning strategy is deployed, image is reconstructed point by point, as required in order to 

exploit the contrast mechanism(s) 

o  Typically, local spectroscopies are based on the comparison between spatially resolved 
information, acquired on a point to point basis, enabling a reasonable signal-to-noise ratio 

5 

SCANNING (SERIAL) CHARACTER 
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BRAGG DIFFRACTION (REMINDERS) 

A (plane) wave interacts with dot-like 
scatterers arranged in a regular structure 

à an interference/diffraction pattern is 
observed in the image plane 

X-Ray diffraction pattern of a 
crystalline material 

At the basis of X-Ray diffraction (analytical purposes, 
selcetivity being related to interlattice distance), but 
similar to diffraction in optical grating and involved in 
many “optical interference” effects (e.g., iridescence) 
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TRANSMISSION ELECTRON MICROSCOPY 

In TEM, where elastic interaction is predominant, 
main contrast mechansims are:
 

1. mass thickness (transmission depends on the 
amount of mass crossed by the electrons) 
2. diffraction (in crystalline materials Bragg 
diffraction plays a role leading to high sensitivity 
to lattice defects)
3. phase contrast (when collection optics has a 
large numerical aperture, due to mutual 
interference of many diffracted beams)

Thin specimens (often samples purposely 
thinned by, e.g., ion milling) can be “transparent” 
to electrons

General consideration: 
 
o  When accessible, further spatial resolution 

can be achieved from interference/
diffraction! 

6 
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BRIGHT AND DARK FIELD OPERATION 

By inserting an aperture or tilting the beam, 
different types of images can be formed. 
The most common conditions are: 
o  No aperture: the diffraction pattern is 

centered on the optical axis 
o  Aperture is centered on the optical axis 

Aperture displaced, selecting a diffracted 
beam 

o  Beam is tilted so that the diffracted beam 
is on the optical axis 

General consideration: 
 
o  Sometimes, spatial resolution 

can be improved by 
“suppressing” the main 
information (which is in the 
“bright field”) 

7 

Bright field: 
collection system centered 
à no diffraction (but image) 
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EXAMPLES OF HR-TEM IMAGES 
Ag on ZnO 

Ce,Zn O nanocrystals 

B nanoribbon 

Single and double layer graphene 

SW-CNT (in a PbTe matrix) 
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CONCLUSIONS 

ü  Adding spatial resolution to spectroscopy opens wonderful perspectives in the “nano” world 

ü  Microscopy and spatial-resolved spectroscopy share quite similar problems 

ü  Diffraction sets a fundamental limitation to spatial resolution in the “optical” range 

ü  Electron microscopy represents a powerful and brilliant shortcut to overcome diffraction: in 
some sense, it is a benchmark useful for comparison and to unravel some basic aspects 

ü  Note that not all glitter is gold: SEM/TEM suffers many limitations such as, e.g.: 
o  they require conductive or metalized samples, able to whitstand vacuum, and 

often prepared in a destructive fashion (thinning in TEM); 
o  Imaging results from a convolution of effects, no truly quantitative analysis 

can be carried out (or it can be accomplished with severe limitations in 
sensitivity/selectivity); 

o  more important: direct analysis of optical properties cannot be accomplished, 
since no specific sensitivity exixts in any contrast mechanism 

 
Therefore, we will leave electrons and come back to photons soon (next lecture)!  
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FURTHER READING 

For electron microscopy: 
 
D. Brandon, W.D. Kaplan, Microstructural Characterization of Materials, Wiley, New York (1999). 

For very general introductory remarks: 
 
M.A. Ratner, D. Ratner, Nano technology: a gentle introduction to the next big idea, Prentice-Hall, 
Upper Saddle River (2003). 
 
R. Feynman, There is plenty of room at the bottom, 1959 Speech, 
https://www.pa.msu.edu/~yang/RFeynman_plentySpace.pdf 
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