Capitolo 8

Atomi

La ricerca di una spiegazione della struttura atomica € stata da una parte una delle principali
concause nella genesi della meccanica quantistica (modello di Bohr, righe spettrali etc.) dal-
I'altra ha rappresentato il primo vero test della teoria: la spiegazione dell’esistenza dei livelli
atomici, ed il loro calcolo effettivo, la comprensione della struttura periodica degli elementi,
l'interpretazione del legame chimico etc. possono senz’altro essere considerate come unadelle
pit grandi conquiste del pensiero scientifico del ventesimo secolo. Gli stessi concetti e metodi
matematici della meccanica quantistica hanno trovato origine, in massima parte, nello sforzo
di comprensione di questo problema.

In questo capitolo esporremo lo studio della struttura atomica cercando di mettere in luce
alcune di queste questioni.

A nostro parere una comprensione non superficiale della materia richiede che il lettore abbia un’idea
almeno qualitativa dcomesi possano ottenere dei risultati quantitativi. A questo scopo nei programmi
numerici che accompagnano questo volume vengono forniti una serie di programmi per la soluzione
dell'equazione di Hartree, di Hartree Fock e di Thomas Fermi, ed alcuni esempi di applicazione di
gueste tecniche. Questi programmi sono leggermente piu complicati di quelli dei capitoli precedenti
ma sono stati scritti in modo tale da poter essere utilizzati anche da un lettore non interessato ai dettagli
dell'algoritmo. Per i lettori interessati le informazioni sulle tecniche numeriche, le approssimazioni etc.,
sono raccolte in alcuni programmi, sotto formagdide es.guidaHartree_Fock.nb . Un elenco
completo dei programmi e del loro scopo é fornito in fondo a questo capitolo.

8.1 Configurazioni elettroniche

In prima approssimazione I'Hamiltoniana di un sistema atomico ha la forma

Z 2 2 2
_ p; _Ze e
H= > (2m : )+Z P (8.1)

Nella (8.1) il nucleo € supposto di massa infinitasono le coordinate dell’elettrorieesimo
rispetto al nucleo; sono inoltre trascurate tutte le correzioni relativistiche e le interazioni dipen-
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denti dallo spin: questi termini producono delle correziGtin/M) e O(a?), con M massa
del nucleo ex ~ 1/137 costante di struttura fine.

Gli autovalori diH corrispondono agli stati stazionari dell’atomdiyielli atomici, le cor-
rispondenti autofunzion¥(ry, ... rz) sono gli autostati in rappresentazione di Schrodinger.

E irrealistico pensare di risolvere, anche numericamente, il problema agli autovalori rela-
tivo all'operatoreH: se anche si decidesse di approssimare ogni coordinata con una griglia
discreta, diciamo di 100 punti, solo per scrivere la funzione d’onda occorrerebli#Ero nu-
meri. Occorre quindi elaborare una procedura di approssimazione. Lidea di base € considerare
in prima approssimazione il moto di ogni elettrone in un potenziadeiq a simmetria sferi-
ca, generato dal nucleo e da una “densita di carica media” dovuta agli altri elettroni. In questo
modo I'equazione di Schrodinger per il singolo elettrone ha la forma

2
‘ Z
hiy = e s hi = P2, Vi(ri) - (8.2)
2m 1y

Il problema originario puo essere trattato in modo perturbativo scrivendo

2
H=ZM+(H—Z’%)EH0+H@€=H0+ Zﬁ—zvb‘(ri) , (8.3)
i i ¢ J i

i<j

il secondo termine & la perturbazione, ed déaiazionalell'interazione dal campo centrale.

Numeri quantici Lapprossimazione di campo centrale consiste nell’assurfigrecome
Hamiltoniana.H, € a variabili separabili perché ogni adderidaipende solo dalle coordinate
della particella-esima. | numeri quantici degli stati sono fissati dai numeri quantici dei singoli
elettroni. Questi sono quelli noti per un potenziale centrale: il numero quantico prineipale,
i numeri quantici angolari/, £, e la proieziones, per lo spin. Gli autostati di{, vengono
costruiti tenendo conto del principio di Pauli: ogni stato (di singola particella) non pud essere
occupato da piu di un elettrone. Osserviamo che questo procedimento & del tutto generale, vale
per un qualunque sistema di fermioni identici in approssimazione di interazione con un solo
campo esterno (qui i potenzial}).

Lo stato fondamentale di un sistemaAielettroni si ottiene quindi riempiendo, dal basso,
i livelli disponibili di singola particella. Al variare d si descrivono i vari possibili atomi ed
abbiamo lo schema, abbastanza intuitivo:

1 H 1s 1 elettrone, spis,,
2 He 1s2 2 elettroni, spin, |
3 Li 1s22s 3elettroni, spind, |, s.

Un insieme di numeri quantici del tipbs? 2s22p? . .. & chiamatcconfigurazione elettro-
nica. Si usa una notazione mutuata dalla descrizione dell’atomo di idrogeno:

na®; n=12..., a=spd,...; b=12...220+1) (8.4)

b & il numero di elettroni per fissato numero quantico principaleg momento angolare
(identificato daa). La classificazione puo essere estesa agli stati eccitati, ad eséspio
rappresenta una configurazione eccitata dell’'atomo di elio.
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Questo schema indica che le configurazioni elettroniche, al variare del numero atomico
Z, hanno una struttura a gusahgl) mutuata dai numeri quantici di singola particella in
potenziale centrale. Ci si aspetta quindi una regolarita corrispondente al riempimento dei vari
gusci elettronici. Se il potenziale fosse coulombiano I'energia sarebbe determinata dal solo
numero quantico principale, quindi ogni guscio dovrebbe avere una degenerazioste(
il 2 & dovuto alla degenerazione di spin, il fattorg alla degenerazione coulombiana). Nel
caso di un potenziale centrale generico i diversi momenti angolari non sono degeneri, quindi
il iempimento dei gusci dovrebbe seguire lo schema:

1s%, (1s%,25%), (1s%,25%,2p°),
(1s%,25%,2p°, 35), (152,252, 2p%, 352, 3p%), (152,252, 2p%, 352, 3p%, 34'7), . ..

Quello che si verifica € che le configurazioni ed np sono quasi degeneri ottenendo percio
uno schema del tipo

Config. elettr. esterni  Atomo
152 2 He
[He]2s22p% 8 Ne
[Ne]3s23p® 8 Ar

Uno sguardo alla tabella periodica degli elementi convincera immediatamente il lettore che
guesto schema di riempimento corrisponde esattamente alle periodicita osservate nel compor-
tamento chimico. In particolare il riempimento degli stratip da luogo a delle configurazioni
particolarmente stabili, ed inerti dal punto di vista chimicgas nobili.

Un tratto molto caratteristico € la procedura di riempimento del gusciGome si evin-
ce dalla tabella in fondo al capitolo prima vengono occupati gli orbitalinegli elementi
potassio (K) e calcio (Ca) (che hanno caratteristiche tipiche degli alcalini e alcalino terrosi,
analoghi, rispettivamente, al Na ed al Mg), quindi si ha il iempimento del gdscion i dieci
elementi Sc-Zn, ed infine I'orbitalép, con i sei elementi Ga-Kr. Gli elementi corrispondenti
al riempimento del guscidd vengono chiamatinetalli di transizioneed hanno in comune di-
verse proprieta chimiche e magnetiche. Questa somiglianza induce a ritenere che gli elettroni
3d corrispondano a orbite “pill interne” nell'atomo, gli elettroni periferici restano quelli negli
orbitali 4s e determinano, grossolanamente, le proprieta chimiche.

Nota: Il lettore tenga presente che non é lecito a rigore parlare di elettroni periferici o centrali, visto
l'indistinguibilita delle particelle, ma solo di stati occupati o meno. Pensiamo comunque che l'uso di
questa terminologia semi - classica aiuti a visualizzare i fenomeni e quindi continueremo ad usarla nel
seguito.

La stessa situazione si ripresenta per la sequenza Y-Cd corrispondente al riempimento
dell'orbitale 4d. Una situazione analoga, sebbene ancora piu marcata, avviene nel corso del
riempimento del guscid f, corrispondente al gruppo delle terre rare (La-Lu), e del guscio
5f, Ac-Lr. In teoria la tavola periodica potrebbe continuare ma di fatto i nuclei al di sopra
dell’'uranio, con Z=92, sono instabili per cui le specie chimiche corrispondenti non si trovano
in natura e, quando questi atomi vengono prodotti artificialmente, decadono.
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Degenerazione Un punto importante nello schema di classificazione usato é la degenera-
zione dei livelli. Questa pud essere determinata sperimentalmente attraverso campi esterni,
elettrici e magnetici, che rimuovono la degenerazione, ed il numero di livelli ottenuti € in
accordo con lo schema fin qui adottato.

Si chiamaguscio chiusauna configurazione in cui tutti gli stati possibili relativi ad un
numero quantico principale fissato sono occupati, ad esempijap® etc. Questa configura-
zione evidentemente non & degenere. E questa la situazione per i gas nobili. Negli altri atomi la
degenerazione sara determinata dal numero di modi in cui si possono disporre gli elettroni dei
guscinon completirispettando il principio di Pauli. Si chiamarmdettroni equivalentguelli
appartenenti allo stesso orbitale atomico. Ad esempio il carbonio nel livello fondamentale ha
una configurazionés? 2s2 2p?, con due gusci completi ed uno incompleto occupato da due
elettroni equivalenti. Un orbitale corrisponde a sei stati possibili, determinati dai tre possibili
valori di £, e dai due valori dis,. | modi in cui si possono distribuire 2 elettroni in 6 stati &
(g) = 15. E chiaro che per la degenerazione I'unica cosa importante sono i gusci incompleti, e
nel seguito elencheremo solo questi. Come secondo esempio consideriamo I'azoto: nel livello
fondamentale2p?, si ha una degenerazior@) = 20 mentre nella configurazione eccitata
2p%3s si ha(g) x 2 = 30. Altri esempi sono proposti negli esercizi di questo capitolo.

Notiamo che in virtil della nota proprie@) = (,",) per il conteggio della degenera-
zione si possono considerare gli elettroni oppuradeine cioé gli elettroni che mancano per
formare un guscio completo. Cosi 'ossigeBp? ha la stessa degenerazione del carbonio; il
fluoro, 2p° a stessa degenerazione del b2pp cioé 6. Questa simmetria fra proprieta degli
elettroni e delle lacune comparira spesso nel seguito.

Indichiamo ora brevemente i principali punti sperimentali che confermano la validita dello
schema che abbiamo delineato.

1. Potenziali di ionizzazione: Una misura quantitativa della stabilita di un sistema atomico
e fornita dalla misura dedotenziale di ionizzazioné, definito come la minima energia neces-
saria per estrarre un elettrone da un atomo. | valori sperimentali (in eV) sono riportati nella
tabella in fondo al capitolo. In figura 8.1 viene riportdtin funzione del numero atomico. E
evidente la struttura shelle la forte stabilita dei gas nobili. | tratti relativamente orizzontali
nella figura indicano il riempimento degli orbitalied f.
Intuitivamente la situazione puo essere delineata in questo modo: immaginiamo di passare
da un elemento al successivo aumentando di 1 la carica nucleare ed aggiungendo un elettrone.
Nel passare da He e L¥(= 2 — Z = 3), seidue elettronis schermassero perfettamente
il nuovo elettrone dovrebbe avere un’energid/(2 - 22) a.u. corrispondente ad un livelis
dell'atomo di idrogeno, quindi un potenziale di ionizzazione dell’ordiné3dé/4 ~ 3.4 eV.
Invece I'energia di ionizzazione del Li € circa 5.39 eV, quindi i due eletttemon schermano
completamente la carica nucleare ed il terzo elettrone si trova in presenza di una carica effettiva
un po maggiore di 17? ~ 5.39/3.4 ~ 1.584, cioeé Z; ~ 1.3. A maggior ragione il prossimo
elettrone trovera come carica effettiva nén maZs ~ (1 + «)Z;, dovea > 0 rappresenta
l'inefficienza dello schermaggio del primo elettrahe Pera abbastanza piccolo e per un dato
guscio le energie dell'elettrone aggiunto, proporzionaiZesi comportano allora come

Ej < —Z% ~ —(C1 + Cok); Iy ~Cy+ Co k.
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Figura 8.1:Potenziale di ionizzazione in Ry al variare del numero atoriico

Quindi per fisso guscio ci aspettiamo un aumento dei potenziali di ionizzazione grossolana-
mente lineare al crescere di Quando il guscio & completo I'elettrone successivo deve posi-
zionarsi in un’orbita con numero quantico principale pit grande, quindi potenziale di ionizza-
zione piu piccolo e si ricomincia il ciclo. Questa descrizione intuitiva & confermata a grandi
linee nella figura 8.1. Si noti la grande discontinuita corrispondente al completamento dei gu-
scip (gas nobili) e la relativamente piccola discontinuita corrispondente al completamento del
guscios (Be, Mg etc.).

Dalla figura 8.1 si nota un’altra discontinuita in presenza di gpseid semicompleti
cioé configurazionp?, d°: questo effetto & legato al principio di Pauli. In un dato orbitale
(quindi con funzione d’onda radiale fissa) al massimo la meta degli stati possibili ha la stessa
proiezione di spins,, per il principio di Pauli. Ad esempio se 4 elettroniavessos, =
+1/2 allora almeno due di loro avrebbero in comune 'autovaloré, dche ha solo 3 valori
possibili in onda. La configurazione con uno shell semipieno € quindi quella con il massimo
valore possibile diS, n,/2 sen, € il massimo numero di elettroni possibili. La funzione
d’'onda di spin € in questo caso completamente simmetrica ed il principio di Pauli impone
allora che la funzione d’onda orbitale sia completamente antisimmetrica, quindi si annulli per
variabili spaziali coincidenti. Per continuita, la probabilita di trovare due elettroni “vicini” &
percio piccola. Ma l'interazione elettrone - elettrone e repulsiva, quindi se gli elettroni sono
“distanti” I'energia diminuisce. Come verificheremo (regolaHiind) per un dato atomo lo
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stato fondamentale corrisponde al massimo spin possibile, quindi la configurazione con tutti
gli spin paralleli per un guscio semi - completo € quella del fondamentale. Per le ragioni
appena dette ci aspettiamo che questa configurazione, riuscendo a minimizzzare la repulsione
coulombiana, sia particolarmente stabile e quindi corrisponda ad un potenziale di ionizzazione
anomalmente alto, cosa che in effetti si verifica.

Questo stesso meccanismo é il responsabile di una “stranezza” nel riempimento del guscio
3d: nel passaggio dal Vanadi8d®4s2) al Cromo si passa non ad una configuraziséds?
ma a3d°4s, cioé la configurazione con l'orbitat€ ha energia minore. Una situazione simile
si ha per l'orbitaletf” del Gadolinio, vedi tabella degli elementi.

2. Spettro dei metalli alcalini Come ci si aspetta intuitivamente per i gusci chiusi I'appros-
simazione di campo centrale e particolarmente buona. Per i metalli alcalini allora lo spettro
ottico deve essere ben descritto dalle transizioni dell’elettrone periferico, un eletirohe

si muove in un campo coulombiano nucleare schermato da una distribuzione di carica sferica.
Questa approssimazione deve essere particolarmente buona per gli stati eccitati, corrisponden-

ti classicamente ad orbite “grandi”. | livelli energetici di queste sostanze sono in effetti ben
descritti da una formula, dovuta a Rydberg, che ricalca la struttura dei livelli dell'idrogeno:
E= ! R (8.5)
BT '

Il fattore §, chiamatadifetto, descrive la deviazione dal campo puramente coulombiano e di-
pende dal tipo di orbita, cioé dal momento angolardn esempio della formula (8.5) & fornito
nella tabella 8.1.

Orb. E ) Orb. E ) Orb. E )
1s -79.4 2p -2.80 3d -0.112 0.010
2s -5.2 3p -.223 0.883| 44 -0.063 0.012

3s -0.378 1.373|| 4p -0.101 0.867|| 5d -0.040 0.013
4s -0.143 1.357|| 5p -0.058 0.861|| 64 -0.027 0.014
5s -0.075 1.353|| 6p -0.037 0.859
6s -0.046 1.351
7s -0.031 1.350

Tabella 8.1:Energie dei livelli del sodio e corrispondenti difetti.

Questo tipo di accordo fornisce un forte indizio a favore dell'idea di campo centrale ed
e stato, insieme allo spettro da raggi X, una delle motivazioni cruciali per I'elaborazione di
guesta approssimazione.

3. Raggi X | raggi elettromagnetici di lunghezza d’onda estremamente cit&, — 102

A, noti come raggi X, vengono emessi quando varie sostanze sono bombardate da un fascio di
elettroni di elevate energie. Tra lo spettro ditali raggi ci sono serie di righe disspeteifiche

per ogni sostanza, chiamate raggi X caratteristici. Queste righe spettrali formano delle serie
indicate conk’, L, M ... (un po’ come la serie di Lyman, di Balmer, etc., delle righe nella zona
visibile dello spettro dell’atomo di idrogeno). | raggi X del grupfoappaiono chiaramente
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chiaramente nel SodidZ(= 11), il gruppo di raggi del gruppd comincia ad apparire negli
elementi cornZ > 30, e cosi via. A parte la lunghezza d’onda molto piu corta rispetto a quella
di una luce visibile (che ha una lunghezza d’onda@io — 8000 A), questi gruppi di righe
spettrali hanno alcune proprieta notevoli. Il primo € che la radice quadrata della frequenza di
un determinato gruppo (per ek’) dipende linearmente dé e sostanzialmentgniversalgin
forte contrasto con la caratteristica periodica dello spettro nella zona visibile. (Per aver un’idea
generale, si veda I'andamento dell’energia di ionizzazione - I'energia di legame dell’elettrone
ottico piu esterno - indicato nella Fig. (8.1)). Un’altra proprieta curiosa € che queste righe
appaiono nello spettro di emissione, ma non come righe nere dello spettro di assorbimento, un
fatto che suggerisce un meccanismo diverso da quello in gioco nel caso dello spettro di luce
visibile.

Assumendo sempre che il fotone venga emesso nella transizione di un singolo elettrone da
un livello i a un altrof, con la frequenza,

y=—_" (8.6)

gueste proprieta misteriose dei radgisi spiegano (Kossel) supponendo che tali raggi ven-
gano emessi quando uno degli elettroni nelle orbite piu interne viene rimosso (per es., dal
bombardamento di un fascio di elettroni) e successivamente un elettrone in un’orbita piu alta
cade nell’'orbita resa cosi vacante. Se in un atomo viene estratto in questo modo, ad esempio,
un elettronel s, questo sara seguito da una transizione che porta I'elett@3p, 4p, . ..)

allo statols con emissione di un fotone. L'energia in gioco € normalmente molto superiore
all'ev, e questo si comprende perché l'elettrone interno sente iI potenziale Coulombiano del
nucleo,V ~ — , piuttosto che il potenziale schermdto~ — < ® dellelettrone piu ester-

no: la sua energla di legame € piu grande diian di un fattoreZ2 circa. La frequenza della
radiazione emessa quindi cade naturalmente nel dominio dei raggi X, pet0. Per motivi

storici gli elettroni (le orbite) piu interni vengono indicati cd, L, M . .. corrispondenti ai
numeri quantici principalh = 1,2, 3.... Si avranno, in corrispondenza, appunto, delle serie
dirighe K, L ... aseconda dello stato di energia minore coinvolto nella transizione. Seguendo
la separazione dei liveliis, 2p si avra analogamente una molteplicita di righestc. L'energia
dell’elettrone &, come nel caso ottico, legatéiralte della serie ad esempio si avra una serie

K corrispondente alle transizioni

2p —1s, 3p — 1s, dp — 1s ...np — 1s

e la frequenza limite di questa serie corrisponde all’energia di estrazione dell’eldttariee
si verifica essere uguale all’energia misurata col metodo del bombardamento elettronico.

Come gia accennato, la struttura delle righe di ragg approssimativamente universale,
riflettendo il fatto che il meccanismo coinvolge gli elettroni pit interni, e quindi il problema de-
ve ridursi in prima approssimazione ad un problema coulombiano. In effetti i livelli energetici
degli elettronikK, L . .. sono ben rappresentati dall’espressione

(Z —s)? (Z —s')?

s, s’ ... rappresentano lo schermaggio residuo e sono quantita quasi costantivimiamente
s’ & sensibilmente maggiore i La quantitaZ — s si chiama normalmente carica effettiva.
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Ad esempio dai livelli del sodio riportati in tabella 8.1 si ricava
Zeff(ls) =891 5 Zeff(QS) = 4.56; Zeff(Qp) =3.35.

Nella tabella 8.2 sono riassuhtirisultati sperimentali per gli orbitali degli elementi leg-
geri, ottenuti con tecniche ottiche o di raggi X. Nella figura 8.2 sono riportati i dati relativi a
v/ |E|/ Ry per i livelli piu interni in funzione diZ, I'andamento lineare previsto dalla (8.7) &
ben verificato. Le curve sono state tracciate usando la tabella 8.2 (dati speriménialilica
i valori dell'energia per I'elettronés, le due lineel. sono gli elettrons e 2p, M gli elettroni
3s, 3p, 3d. | punti sono il risultato del calcolo numerico effettuato con uno dei programmi di
Mathematica, forniti nei problemi numerici in fondo a questo capitolo. L'accordo & piuttosto
buono.

[T T
30+
25¢
20+
15}

10t

Figura 8.2:/|E|/Ry in funzione diZ.

8.2 Lapprossimazione di Hartree

Le proprieta fondamentali del modello di campo centrale sono contenute in un modello estre-
mamente intuitivo elaborato da Hartree. Classicamente si pud supporre che ogni elettrone

1Sj consulti J.C. SlatéPhys. Revd8, 1039, (1955) e J.C. Slat&puantum theory of atomic structyreol.1.
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1s 2s 2p 3s 3p 3d 4s 4p
H
He 1.81
Li 4.77 0.40

8.9 0.69

145 1.03 0.42

216 143 0.79

300 1.88 0.95

399 238 1.17

51.2 295 1.37

Ne 10 640 356 159

Na 11 794 52 280 0.38

Mg 12 965 70 4.1 056

Al 13 1153 90 58 0.83 044

Si 14 1359 115 7.8 110 057

P 15 1583 141 101 135 0.72

S 16 1824 17.0 125 154 0.6

Cl 17 2084 203 153 1.86 1.01

Ar 18 2362 242 185 215 1.16

K 19 2662 282 222 30 181 0.32

Ca 20 2979 328 261 37 24 0.45

Sc 21 3311 373 300 42 26 059 055

Ti 22 3661 420 340 48 29 068 052
V23 4029 469 383 53 32 074 055

Cr 24 4416 519 430 60 36 075 0.57

Mn 25 4820 577 478 66 40 057 050

Fe 26 5243 630 528 73 44 064 053

Co 27 5683 690 582 80 49 066 053

Ni 28 6141 753 637 87 54 073 055

Cu 29 6620 813 696 96 6.1 079 057

Zn 30 7120 887 762 105 7.0 1.28 0.69

Ga 31 7640 964 830 118 79 16 093 0.44
Ge 32 8182 1046 905 135 94 24 115 055
As 33 8745 1130 985 154 108 34 130 0.68
Se 34 9326 1221 1068 173 122 45 154 0.80
Br 35 993.0 1317 1156 199 138 56 1.80 0.93
Kr 36 10555 142.0 1247 221 159 7.1 2.0 1.03

w
[9)
O©o~NoOUAN W RN

Tabella 8.2:Energie degli orbitali, (valore assoluto, in Rydberg) ricavate dagli spettri ottici e dagli
spettri X.

si muova in un campo elettrostatico generato dal nucleo e dalla densita di carica degli altri
elettroni, quindi una approssimazione ragionevole all’equazione di Schrodinger per I'i-esimo
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elettrone dovrebbe essere

o - L um e [ L =i @sa
p(r) =D Jib(x)]* . (8.8b)
J#i

Cerchiamo soluzioni corrispondenti ad un campo centrale: questo & ottenuto considerandoo
una densitanediadegli elettroni, cioe integrando sugli angoli (0 sommando sulle proiezioni
del momento angolare):

p(’)  p(r)) _/dﬂr p(r') (8.9)

r—r/| |r—r/| ) 47 |r—v/|"
Con questa sostituzione si puo scrivere la soluzione delle (8.8) nella forma
Y(r) = Rue(r)Yem (2)xs(0) , (8.10)

e le (8.8) diventano un sistema di equazioni per le sole parti radiali. E molto semplice effettuare
la media sommando sulle proiezioni del momento angolare (invece di integrare sulle variabili
angolari): ogni elettrone contribuisce al potenziale con

1 2 L
3. 2 2 ?
/d r Rn[(r/)|)/gm| e — I‘I 25 1 Z/dﬂ/r/ dr’ Rné )D/ém‘ m .

Usando l'identita

1 1
— ST, ()2 = —
2e+1%:|ém( =1

si ottiene il potenziale coulombiano di una distribuzione sferica:

/d3/ nZ / 1
dr r—r'|’

La “carica” contenuta entro un guscio di raggie

Q(r) = /,< d?’r'M = /OT dz P}y (). (8.11)
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P, € la funzione d'onda radiale ridotta&,., = P,/r. Il campo elettrico radiale associato
alla carica (8.11) &(r)/r? ed il corrispondente potenziale che si annulla all'infinito e:

5) _ / / dt P2,( (8.12)

Avremo allora per ogni orbitale un’equazione. Passando a coordinate radiali, ed usando unita
di misura atomiche, com = 1,e = 1, le (8.8) hanno allora la forma

S Palr) + (W“) - Z) Pa(r)+

2r2 r

> @ Vo(r) + (o — DVa(r) | Pa(r) =4 Pa(r) . (8.13)
b#a
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¢q indica il numero di elettroni nell’orbitale.

NOTA: Nel seguito spesso occorrera distinguere fra somme sulle particelle e somme sugli orbitali.
useremo le lettere j . .. per le particelle, le lettere, b . . . per gli orbitali.

Ad esempio per un atomo come il carbonio il sistema (8.13) si scrive

1 7
_ipl/ls(r) - ?PLS(?A) + (‘/18 + 2‘/25 + 2‘/21)) Pls(r) = 513P13<7“) 5
1 Z
*5 2”g (T) - ?PQS (T) + (2vls + VQS + 2V2p) P2$ (T) = 52$P2.9 (T) ;
1_, 2 Z P P _ P
D) o (T) + By 2p(1) + (2Vis + 2Vas + Vap) Pop(r) = e2p P (r)

Il sistema (8.13) & un sistema di equazioni integro-differenziali (le funzioni incognite con-
corrono a formare il potenziale) che pud essere risolto numericamente: si parte da una stima
iniziale per le funzioniP,,,, ad esempio da funzioni idrogenoidi, con queste si calcolano i po-
tenziali e si risolve il sistema di equazioni lineari risultanti. Con la soluzione si riaggiorna il
valore dei potenziali e si ricomincia il ciclo; in pochi passi si raggiunge una soluzione stabile.
Un punto delicato € la definizione di energia del livello. Per una normale equazione di
Schrodinger a variabili separabili I'autovalore dell’Hamiltoniana dovrebbe essere la somma
delle energie delle singole particelle, ma la (8.8a) non e I'usuale equazione di Schrédinger
(non & nemmeno lineare) in quanto la funzione d’onda gioca il doppio ruolo di soluzione e di
sorgente del potenziale stesso. Se moltiplichiamo la (8.8a)p@rormalizzate) e integriamo

si ottiene:
p
(22290 + [lmve

Il secondo termine della parte a sinistra & I'interazione della distribuzione di dasiéanel
potenziale generato dagli altri elettroni. Se ora sommiamo su tutti gli elettroni e scriviamo
esplicitamentéd/; questo contributo produce

S [ oSS et

J#i T

Linterazione per ogni coppia—j compare due volte: una volta quando I'elettreéenel cam-
po creato dall’elettrong un’altra volta nel viceversa, otteniamo quindi il doppio dell’energia
potenziale. In conclusioRe

> +5 [ PV, (8.14)

Il senso della (8.14) & quello di considerare il valor medio dell’Hamiltoniana “vera”, (8.1), sullo stato
fattorizzato soluzione dell’equazione di Hartree. EsseAde= H, + Hr questo equivarrebbe ad un
calcolo al primo ordine perturbativo se i potenzidjifossero usuali potenziali esterni.

2Questo fattore aggiuntivo & esattamete lo stesso per cui in fisica classica I'energia di un dipolo indotto in un campo
elettricoE e f%aEQ cond = aF mentre I'energia di un dipolo permanente-€ £.
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Tenendo conto che le funzioni d’onda radiali sono identiche a paritad di orbitale, la somma sulle
particelle pud essere sostituita da una somma sugli orbitali e si ha facilmente:

V= Hw(rz—) ;
(o119) = B =3l /hm el =
17&] ‘

Z gaLa + 5 Z qaqoUab + Z da q“ - . (8.15)

a#b

ga il nUMero di elettroni nell’'orbitale, g. (¢. — 1)/2 € il numero di coppie di elettroni dell’orbitalé,,
il valor medio degli operatori di singola particelld®; il valor medio, mediato sulle orientazioni 8i,
dell'energia potenziale di coppia.

Dalle (8.13) moltiplicando ogni equazione pgtP, € integrando si ottiene

Z & = Z qa€a = Z quC + Z qaquab + Z Qa a — 1 (816)

i€partic. a;éb

=E+- anquamL an Go — VWUaa = E + = Z/pu,

a;éb

confermando il risultato (8.14).

8.2.1 Campo autocompatibile e principio variazionale

Le equazioni di Hartree (8.8a) possono essere ricavate da un principio variazionale che chia-
risce il concetto dicampo autocompatibile.Supponiamo di voler approssimare il nostro
problema aN corpi (qui 'atomo) per mezzo di un sistema descritto da partidatiégpen-
dentiin un campo medio esterno: qual’e fra tutti i campi possibili quello che approssima
meglio il problema? Se le particelle sono indipendenti la funzione d’onda ¢ scrivibile in modo
fattorizzato:

V=1 (q1) - Yiy(an); (8.17)

ix € un indice che descrive gli stati nel campo che dobbiamo ancora troyaiadica l'insie-

me delle variabili orbitali e di spin della particeltaesima. La (8.17) non tiene conto del prin-
cipio di Pauli e quindi & sicuramente una approssimazione non compatibile con la meccanica
guantistica, ma a questo porremo rimedio facilmente nei prossimi paragrafi.

Sappiamo che gli autostati del’'equazione di Schrodinger sono le soluzioni di un principio
variazionale (vedi cap.5), la posizione (8.17) puo allora essere interpretata come una restrizio-
ne dello spazio delle funzioni su cui agisce tale principio. In altre parole il migliore campo
possibile per il nostro problema, capace di generare una funzione d'onda del tipo (8.17), e
guello definito dal principio variazionakéstretto a funzioni del tipo (8.17).
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Data I'Hamiltoniana (8.1) si h:

i) =3 [vi (57 - 2)w
i Y4 v

+ Z /q ., Vi (@)Y (q’)ﬁ%(q)%(q’). (8.18)

Il principio variazionale si ottiene variando nella (8.18) le funzignisoggette al vincolo
[|vi]| = 1, che si pud imporre con un moltiplicatore di Lagrange:

o0H 1) / 9 )
Sk J2—1)=0. 8.19
Effettuando la variazione si ottiene subito:
1, Z o 1
—5 VWi~ it S i) P ——=: vila) = endilq).- (8.20)
T P |r — 1’|

che coincide con la (8.8), la parte di spin della funzione d’onda € fattorizzata e non gioca alcun
ruolo. Il principio variazionale ci dice allora che fra tutti i campi possibili quelli ottimali sono

W) =Y [ W)

#i 7

Le “energie”s; compaiono quindi come moltiplicatori di Lagrange. un calcolo identico a quel-
lo che ha portato alla (8.14) e alla (8.16) mostra che il valor medid slillo stato variazionale
cosi definito & proprio quello indicato cdhin quelle formule.

L'approssimazione di campo centrale & una specializzazione della (8.20) ottenuta, come
gia visto, mediando sugli angoli. 1l principio variazionale ci suggerisce un altro sistema per
ottenere lo stesso risultato: se cerchiamo un campo centrale le autofunzioni devono essere della
forma (8.10), con una parte radiale fattorizzata; possiamo allora inserire direttamente questa
forma nel principio variazionale e ottenere direttamente le equazioni per le funzioni d’'onda
radiali. Questo punto di vista sara quello adottato nello studio dell'equazione di Hartree Fock.

8.2.2 Alcuni risultati

Gli autovalorie, nella (8.13) sono, approssimativamente, le energie di legame degli elettroni
quindi vanno confrontati con i dati della tabella 8.2. A titolo di esempio riportiamo nella
tabella 8.3 alcuni valori calcoldticon uno dei programmi dedicati all'equazione di Hartree
forniti alla fine del capitolo:

Il confronto fra le due serie di risultati & incoraggiante: i risultati vengono riprodotti con
un’approssimazione media del 5-10% che, visto lo schema, pud essere considerata soddisfa-
cente. Il punto piu importante € comunque quello qualitativo: I'approssimazione di campo
centrale coglie in effetti la struttura a “grana grossa” dei livelli.

3D'ora in avanti a meno di avvisi contrari useremo sempre unita atomiche.
4Per la discussione della parte numerica e per i programmi rimandiamo al contenuto del CD allegato al testo.
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z 1s 2s 2p 3s 3p 3d 4s 4p
Li -4.99 -0.35
Be -9.50 -0.58

B -15.49 -0.89 -0.45

C -22.84 -1.21 -0.61

N -31.55 -1.57 -0.75

o -41.63 -1.97 -0.90

F -53.11 -2.40 -1.07

Ne -65.97 -2.87 -1.25

Na  -81.27 -4.35 -2.44  -0.33

Ar -237.13 -2220 -17.84 -191 -0.84

K -266.80 -26.28 -21.54 -2.69 -1.47 -0.26

Zn -706.14 -84.61 -7559 -933 -6.23 -099 -0.54

Tabella 8.3:Energie elettroniche, in Rydberg, calcolate in approssimazione di Hartree.

Un altro aspetto da sottolineare € la verifica della sequenza di riempimento deidiv&lli
titolo di esempio riportiamo in figura 8.3 il grafico delle funzioni d’ontlee 3d per lo Zinco.
Si vede come la funzione d’onda corrisponda ad una distribuzione elettronica piu interna
rispetto al4s, come aspettato. Come altro esempio consideriamo il pota&Siaon una
struttura elettronica esterisa®4s. Dal calcolo riportato in tabella 8.3 I'energia dell’elettrone
4s &€ —0.265 Ry. Se calcoliamo le energie per una configurazione elettr@pitad troviamo
esq = —0.113 Ry, cioé un’energia maggiore. In realta bisogna verificare che I'energia totale
del sistema & minore nel cade rispetto al cas8d: questo € verificato numericamente ma la
maggior parte del contributo alla differenza di energia proviene dai termini legati al principio
di Pauli che fin qui abbiamo trascurato, ritorneremo piu avanti su questo caso.

Nella figura 8.4 vengono riportati i potenziali effettivi per gli elettr8pie 3d dello Zinco.
Si noti la buca di potenziale relativamente profonda per I'orbi3atela posizione della buca
determina approssimativamente la zona in cui la funzione d’onda é sensibilmente differente da
zero. Per I'orbitale3p ovviamente la buca & molto piu profonda e spostata veso piccoli:
si tratta di un elettrone molto legato ed interno.

Zn, orbitale 4s Zn, orbitale 3d
0.2/\ !
0.8
U 2 4 6 2 46
-0.2 0.4
0.4 0.2
0.6 2 4 6 8 10 12

Figura 8.3:Funzioni d’onda per gli orbitalis e 3d dello Zinco.

Infine calcoliamo in approssimazione di Hartree i livelli del sodio. Usando i programmi
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Zn, potenziale 3p Zn, potenziale 3d

0.2 0.4

-20
-40
- 60
-80
-100
-120
-140

N b

0.5 1.5 2 2.5 3

[ T T
0w o N

-10

Figura 8.4:Potenziali effettivi per gli orbitalBp e 3d dello Zinco.

numerici il lettore si pud convincere facilmente che i livelli energetici dell’elettrone esterno
possono essere calcolati in due modi: o effettuando ogni volta il calcolo ab-initio oppure te-
nendo fisse le funzioni d’onda del “core’?2s22p° e risolvendo I'equazione di Schrodinger
per I'elettrone periferico, si ottengono risultati compatibili fra loro. Questo conferma l'idea
intuitiva che in prima approssimazione il core sia una struttura “chiusa” attorno a cui orbitano
gli elettroni periferici.

La tabella 8.4 riassume i risultati ottenuti mantenendo il “core” fisso e va confrontata con
i valori sperimentali della tabella 8.1. Anche in questo caso c’e un accordo qualitativo e viene
verificata la bonta della descrizione attraverso la formula di Rydberg, (8.5).

Orb. E § || Orb. E 5 Orh. E 5
1s -81.270 2p -2.440 3d -0.111 0.001
2s -4.350 3p -0.193 0.725| 4d -0.063 0.002

3s -0.325 1.245| 4p -0.093 0.713| 5d -0.040 0.002
4s -0.131 1.235| 5p -0.054 0.708| 6d -0.028 0.002
5s -0.070 1.232| 6p -0.036 0.706| 7d -0.020 0.002
6s -0.044 1231 7p -0.025 0.705| 8d -0.016 0.002
7s -0.030 1.230| 8p -0.019 0.705| 9d -0.012 0.002

Tabella 8.4:Energie dei livelli del sodio e corrispondenti difetti in approssimazione di Hartree.

8.3 Multipletti

In questa sezione analizziamo la struttura dei livelli atomici concentrando I'attenzione sui numeri quan-
tici, rimandiamo al prossimo paragrafo I'analisi delle funzioni d’onda.

Per fare il passo successivo nella comprensione degli spettri atomici occorre precisare
alcune cose sul’Hamiltoniana del sistema. Le correzioni relativistiche, come sappiamo, danno
luogo a due principali termini di correzione: l'interaziof& e le interazioni di tipo magnetico
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spin-spin. L'Hamiltoniana del sistema, tenendo conto dell'approssimazione di campo centrale,
e allora scrivibile nella forma

H—f) pi _ Z¢ +y +H (8.21)
_izl 2m |rt—rj\ rel = '

1<j

:Zh + Z ‘I‘Z—I‘J‘ ZVL +Hyep = Hy+ Hee + Hpgp
1<J 7
p; _ Ze’

h; = — — +Vi. (8.22)
2m T

V; é il campo centrale medio che simula la repulsione elettronica. La perturbaZigréesdi
natura puramente elettrostatica.

Ad una data configurazione elettronica abbiamo associato un livello atomico, con una dege-
nerazionel,. Questa degenerazione viene rimossa dalle correzioni al campo centrale, i livelli
risultanti vengono chiamatnultipletti. Formalmente si tratta di applicare la teoria delle per-
turbazioni su livelli degeneri, in cui la perturbazionélg. + H...;. | due casi limite sono quelli
in cui I'interazione elettrostatica € dominante oppure € dominante la correzione relativistica.
La velocita degli elettroni cresce al crescereZdiessendo piu forte I'attrazione del nucleo,
quindi per atomi leggeri sicuramenté..; & trascurabile, per atomi pesanti, normalmente, le
due interazioni sono dello stesso ordine. | due casi danno luogo a due diverse strategie per la
diagonalizzazione dell’Hamiltoniana, I'accoppiamento di Russel Saunders (detto anche LS),
per atomi leggeri, e I'accoppiamenig per atomi pesanti. In questo testo ci occuperemo quasi
esclusivamente del primo.

8.3.1 Struttura dei multipletti

TrascuriamaH,..;. L'Hamitoniana diventa

N
Hzl<§l > Z [r; — )] —rj| Zh " Z |rl—rj| ZVi - (6829

i<j i<j
H ¢ invariante per rotazioni globali, quindi commuta con il momento angolare thiaée
non dipende dallo spin, quindi commuta con lo spin toglé€ossiamo allora prendere come
insieme di osservabili complet®, L?, L., 5%, S,. Per fissa configurazione elettronica (cioe
per fissi numeri quantici radiali; e fissi/;) I'invarianza per rotazioni ci assicura allora che
ogni livello energetico sara individuato da

E=E@L,S), (8.24)

ed ognuno di questi livelli avra una degenerazione resi@ia+ 1)(2S + 1), rimuovibile
eventualmente con campi esterni. € un indice aggiuntivo per distinguere eventuali livelli
multipli per datiL, S.

Ovviamente si avra, per data degenerazigndella configurazione:

dg =Y (2L +1)(25 +1). (8.25)
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Questo ci suggerisce immediatamente come trovare livelli ed autostati: basta diagonalizzare
L% 5% L., S.: senon c’e degenerazione residua abbiamo automaticamente gli autoBtati di
altrimenti dovremo diagonlizzare le sottomatrici corrispondenti ai livelli degeneri.

Nota 1: La conservazione dei numeri quanticiS, L., S, € una proprieta esatta dell’Hamil-
toniana (8.23) @on dipendelal considerare una singola configurazione elettronica come stato
di ordine zero. Nel caso di mixing di configurazioni si pud considerare la configurazione di
ordine zero come un’etichetta per distinguere stati diversi a partaiL., S..

Nota 2: Un altro numero quantico esattamente conservato dalla (8.23) € la parita. Partendo da
una configurazione data la parita e scrivibile come

P =(-1)htt (8.26)

Naturalmente in generale. ¢; # L. Nel seguito useremo quasi esclusivamente stati costruiti
su una singola configurazione quindi il valore della parita sara assegnato implicitamente. La
conservazione della parita implica che nel caso di mixing solo configurazioni con la stessa
paria possono concorrere a formare gli autostafi dilnoltre quando un livello viene risolto

in multipletti dall'interazione elettrostatica degli elettroni, come vedremo nel seguito, tutti i
membri del multipletto hanno la stessa parita, questo in particolare rende proibite le transizioni
di dipolo elettrico fra questi stati.

Nella prossima sezione dimostreremo che i numeri quantici dipendono solo dagli elettro-
ni dei gusci non completi, si tratta quindi di costruire i possibiliS a partire dai momenti
angolari e spin di questi ultimi, tenendo conto del principio di Pauli.

Per elettroni inequivalenti, ad esempio lo stato eccitat®s?2p3p del Carbonio, non ci
sono problemi particolari: i possibili valori di, S si ottengono applicando le note regole
di somma del momento angolare, questo perché avendo gli elettroni funzione d’onda radiale
diversa il principio di Pauli non impone particolari restrizioni, si avra in generale I'antisimme-
trizzazione di una funzione del tipp,,¢3,, Cosa sempre possibile. Cosi nel caso citato ogni
elettrone ha = 1,s = 1/2 e si avranno gli statL. = 0, 1,2, S = 0,1. Ad esempio lo stato
L=0,5=1,5, =1 avralaforma, per quanto riguarda le variabili degli elettpani

{Ro1(r1)R31(r2) — Ro1(ra)Ra1(r1) } £1 - 2 x4 (1)x+(2) (8.27)

in cui & evidente che I'antisimmetrizzazione non € dovuta ai numeri quantici azimutali ma alla
parte radiale della funzione d’onda.

Per controllo calcoliamo le degenerazioni: due elettroni in 2 gtatequivalenti hanno
6 x 6 = 36 stati possibili. Ogni livello conl. dato ha quattro stati possibili di spin, un
singolettoS = 0 e i tre stati del triplettas = 1 per un totale di

> 4-2L+1)=4x1+4x3+4x5=36,

come aspettato. L'Hamiltonian& € quindi diagonalizzata su questi stati ed il livello si
suddivide nemultipletti

'D, 3D, 1P, 3P, 1S, 385.
In generale, per i multipletti si usa la notazione

25414 A=S,PD,F,G,...perL =0,1,2,3,4,5... (8.28)
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Il caso di elettroni equivalenti & piu complicato: il principio di Pauli esclude I'esistenza
di alcuni stati, ad esempio nella (8.27) se i due elettroni avessero lo stesso numero guantico
principale la funzione d’onda sarebbe identicamente nulla.

Per costruire gli stati possibili di elettroni equivalenti possiamo procedere per gradi. Per
due elettronis, orbitalens?, non ci sono problemi: la funzione d’onda orbitale & ovviamente
la stessa quindi il principio di Pauli impone che la funzione d’onda di spin sia antisimmetrica,
quindi I'unico multipletto possibile &S.

Nel caso di momento angolare piu elevato la cosa forse piu semplice € scrivere gli stati
e elencare i possibili modi di occupazione. Consideriamo ad esempio 2 elettrbfistati
possibili di singola particella sono (indicando i numeri quantigis):

a) 1 1/2 b)) 0 1/2 ¢ -1 1/2 (8.29)
a) 1 —1/2 ¥) 0 —-1/2 ¢) -1 -1/2 '
Scriviamo ora i possibili modi di occupazione indicando il valoré\f}i, Mg, autovalori
di L., S, (basta limitarci ai valori non negativi, quelli negativi si deducono immediatamente

da quelli positivi):

a+a’; (2,0) a+0b; (1,1) a+¢ (0,1)
a' +b; (1,0) o +¢ (0,0)
a+b; (1,00 b+1v; (0,0)

Si ha quindi uno stato coi/;, = 2. Questo stato ha I'unica componenté; = 0, quindi
S = 0, cioé si ha un multiplettd D. Nella seconda colonna uno dei due stati0) serve a
completare il multiplettaD i due rimanenti sono le componenti non negative di uno st&to
(possiamo anche cancellare dalla matrice tutti gli stati che servono a completare i multipletti
gia trovati). Due stati nell'ultima colonna servono a completare i multipletti precedenti, quello
rimanente € uno statc.

Per esercizio si pud provare che con 3 elettgosi ha la tabella

a+a +0b; (2,1/2) a+d +¢ (1,1/2) a+b+e (0,3/2)
a+b="¥; (1,1/2) a+b+c;

corrispondente ai tre multiplettis, 2D, 2 P.

Procedendo in questo modo, e ricordando che le lacune sono equivalenti agli elettroni, si
arriva alla struttura di multipletti riportata in tabella 8.5.

| prefattori [2] (oppure[3]) che compaiono nella tabella a partire dall’orbitdfestanno
ad indicare che si trovano due multipletti con quei numeri quantici. Una tabella piu completa
si trova nel libro di SlateQuantum theory of atomic structuestabelle simili possono essere
generate con i programmi simbolici elencati alla fine del capitolo.

Ad ogni multipletto corrisponde un livello atomico: I'interazione elettrostatica tra gli elet-
troni ha scisso l'autovalore dify nei vari livelli corrispondenti a_, S fissati. Come si puo
verificare nella tabella 8.10 riportata in fondo al capitolo le separazioni in energia fra i vari
multipletti sono dell’ordine dil0* ic/cm ~ 1.2V in accordo con quanto aspettato per una
perturbazione elettrostatica di ordie®/a .
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P, P’ °P

P, p* 'S, 'D; P

P’ p° °P, °D; s

d, d° ’D

d2 dS 15 lD lG. SP 3F

a3, d 2p [2]2D, %F, °G, 2H Ap, AR

d*, d° 2]'S, [2]'D, 'F, [2]'G, T 21°P, °D, [2]°F, °G, *H °D
d° 25 2P, [3]2D, [2] %F, [2] %G, 2H, I 4p, 4D, iF, 4G 65

f f13 2F

f2 f12 1[ 1G lD 15 SH 3F 3P

Tabella 8.5:Multipletti

Ricordiamo che le correzioni relativistiche (di cui una & I'interazione spin-orbita discussa
nella sezione 8.6; I'altra € I'interazione spin-spin) eliminano la degenerazione del livello cor-
rispondente ad un multipletto (struttura fina). Ogni singolo sottolivello & caratterizzdtp da
S e il momento angolare totalg indicato con il simbolo

25+1 4, (8.30)

e chiamatdermine spettraleLo stato di un atomo & dunque determinato dalla configurazione
elettronica, insieme al numero quantico totale, Eq. (8.30). Per es., per alcuni elementi leggeri,
lo stato fondamentale é descritto da:

He: 152 1So;
Na: 1s?2s22p83s %512
Cl: 152 2522p53523p° 2512
Ar: 1s% 252 2p5 352 3pF 1S0;

Fe: 152 2522p53s23p53d°4s? °Dy;

etc. L'unica degenerazione che resta € quella dovuta alla conservazione del momento angolare
totale, trai2J + 1 statiJ, = J,J —1,...,—J. Una discussione dettagliata della struttura fina
e struttura iperfina dell’atomo di idrogeno é stata data nel Capitolo 3.D.

Due elettroni equivalenti Per due elettroni equivalenti i valori di, S permessi sono:
L+ S = pari (8.31)

Consideriamo due orbitali Gli stati di tripletto di spin hanno necessariamente una funzione
d’'onda orbitale pari, mentre quelli di singoletto una dispari. Si consideri allora lo stato con
{¢, = ¢,¢, = (} peridue elettroni, questo & necessariamente simmetrico orbitalmente, ha
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L = 2¢, e sicuramente&s = 0 (antisimmetrico). Quindi la (8.31) & verificata. Si agisca
con L_, si ha ancora uno stato simmetrico orbitfle/ — 1) + |¢ — 1, ¢), il suo ortogonale &
antisimmetrico|¢,¢ — 1) — |[¢ — 1,¢), e, avendd_, = 2¢ — 1 ed essendo l'unico altro stato
possibile con questo valore con questo valorel.ka 2/ — 1. La sua funzione d’onda di spin
deve allora essere simmetrica, ci®é= 1 e la (8.31) & di nuovo soddisfatta. La procedura si
estende agli altri stati in modo ovvio operando don.

Regola di Hund Come si puo verificare dai dati sperimentali, e come & confermato dai
calcoli teorici, il livello fondamentale atomico corrisponde al multipletto con lo spin piu alto
e, a parita di spin, al multipletto cah maggiore. E questo il contenuto dettyola di Hund
Notiamo espicitamente che questa regola vale solo per lo stato fondamentale.

Intuitivamente la si pud giustificare dicendo che lo stato con spin massimo € completa-
mente simmetrico nello spin quindi deve essere il piu possibile antisimmetrico dal punto di
vista orbitale: gli elettroni tendono ad occupare zone “distanti”. in questo modo la repulsione
coulombiana & minimizzata e I'energia si abbassa.

Il mixing di configurazioni  E importante capire i limiti di quanto esposto finora. Pensiamo

in astratto di avere a disposizione tutte le soluzioni di singola particella, con queste si possono
costruire gli autostati dH, ¥, (vedi prossima sezione). Queste sono un insieme completo
quindi la soluzioneesattadell’equazione di Schrédinger adelettroni & scrivibile nella forma

U= Z U, . (8.32)
k

Finora abbiamo considerato solo un piccolo sottospazio, di dimensione pari alla degenerazione
d, di una data configurazione elettronica. L'HamiltoniaHaavra in generale elementi di
matrice non nulli anche fra funzioni corrispondenti a configurazioni diverse fra loro, il che
significa che la funzione d’onda (8.32) e scrivibile come una “somma su configurazioni”. Ad
esempio per il carbonio nello stato fondamentale ci si puo aspettare una situazione del tipo

co |15%25%2p%) + ¢1 [15225%2p3p) + . ..

Se l'approssimazione di Hartree, o I'approssimazione di Hartree-Fock che vedremo in seguito,
e buona, allora i coefficienti; ... saranno piccoli, ma ovviamente se si desidera ottenere le
energie dei livelli con una grande precisione occorre calcolarli. L'esistenza di questo mixing
di configurazioni, assieme all'accoppiamento di spin, ha conseguenze qualitative importanti:
serve a spiegare alcune transizioni elettromagnetiche che altrimenti sarebbero proibite.

8.4 Determinanti di Slater

Per una trattazione del problema dei livelli atomici in accordo con le leggi della meccanica
guantistica & necessario tenere conto del principio di Pauli. In questo paragrafo analizzia-
mo come, a partire da funzioni d’onda di singola particella, si possano costruire degli stati
antisimmetrici: i determinanti di Slater gia incontrati nel capitolo 2.
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L’hamiltoniana di singola particella (8.2) non dipende esplicitamente dallo spin. La so-
luzione dell’equazione di Schrodinger di singola particella in campo centrale ha percio la
forma

L'elettrone ha spin 1/2, fissato una volta per tutte, quindi i numeri quantici necessari a de-
scrivere lo stato sono i 4 indicati nella (8.33):¢e il numero quantico principald,indica il
momento angolare & I'autovalore di/,; s 'autovalore dis,. Abbiamo indicato con? la
coppia di variabilif, ¢, mentres indica la variabile di spin (a due valori); € la funzione
d’onda spinoriale. Ad esempio, se= + indicano le componenti dello spinore:

)

La configurazione elettronica & determinata dai valori,dij le varie funzioni d’'onda possibili
dai valori diZ,, s.,.
Nell'approssimazione di ordine 0, considerando cioé I'Hamiltoniana totale come la somma
delle hamiltoniane di campo centrale delle singole particelle, la funzione d’ondaetéttroni
si ottiene dal determinante di Slater costruito a partire dalle singole funzioni d’'onda:

Va, (@1)  Ya, (g2)
O (Yo (@1) Yar(g2) - (8.34)

Yo (1) Ve (@)

a; sono gli stati g;; le variabili dellen particelle in questione.

Se le funzioni d'onda),, (¢;) sono quelle di una particella in campo centrajeindica
{nfms}.

Se costruiamo un determinante seguendo la struttura a shell vista nell'approssimazione di
Hartree avremo tutti i numeri quantici possibili per gli shell chiusi, e cio fissa le righe cor-
rispondenti nel determinante (8.34), mentre per gli shell non completi i numie®no fissi
mentre variano i numeri azimutah, s. L'unica liberta e I'assegnazione dei numerij s per
gli elettroni dei gusci incompleti. Come abbiamo gia detto il numero di assegnazioni pos-
sibili determina la degenerazione del livello. Deve essere ben chiaro al lettore che ad ogni
assegnazione corrisponde un determinante di Slater diverso. Ad esempio per il carbonio, con
configuraziond s? 252 2p? occorre scegliere due “set” di numeri quantics sui 6 a disposi-
zione (2 per lo spin e 3 per la proiezione/d), questo si puo fare i) = 15 modi diversi e
di conseguenza si hanno 15 diversi determinanti. Ad esempio per i due stati con assegnazioni
(+1,4+1/2,+1,-1/2) e (+1,+1/2,—1,—1/2) degli elettroni2p si hanno i determinanti:

Rio(r1)Yoox+(01)  Rio(r2)Yoox+(02) Ri0(r6)Yoox+ (o6)
Rio(r1)Yoox—(01)  Rio(r2)Yoox—(o2) Rio(r6)Yoox—(06)

T — Roo(r1)Yoox+(01)  Rao(r2)Yoox+(02) Ra0(r6)Yoox +(06)
U Roo (1) Yoox—(01)  Rao(r2)Yoox—(02) R0 (r6)Yoox—(06)
Ro1(r1)Y1ix+(01)  Ra1(r2)Yi1x+(02) Ra1(r6)Y11x+(06)
Ro1(r1)Yi1x—(01) Rai1(r2)Yiix—(o2) Ryi1(r6)Y11x—(06)
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( (

( (
v, Rao(r1)Yoox+ (o1

v

R21(7“1)Y171X— 01) R21(T2)Y171X—(02) 321(7’6

=
L
T
5
Z

Sottolineiamo ora alcuni punti importanti:

1)

2)

3)

Sed, & la degenerazione della configurazione il calcolo degli autovalori dell'energia
sara un tipico problema di teoria delle perturbazioni degeneri, con méfrisi d,
corrispondenti alla configurazione elettronica in esame.

| determinanti di Slater, funzioni d’'onda all’ordine 1Bpn soncautostati di¢, e s, per

le singole particelle. Si pensi ad esempio allo spin della particella 1. Sviluppando il de-
terminante in generale compariranno nei vari addendi sia lo spinofe; ) sia quello
X—(o1), quindi il determinante non & autostatosd’. Lo stesso ragionamento va-

le per/,. Questa &€ una conseguenza del principio di Pauli su cui & bene commentare.
Gli operatori/, e s, commutano con I'Hamiltoniana di campo centrale, quindi, per le
singoleparticelle i loro autovalori sono buoni numeri quantici, ad esempio per la parti-
cella1,e) & diagonalizzabile simultaneamente con I’hamiltonianaPerN particelle

questi operatori sarebbero ancora diagonalizzabili nello spazio di Hilbert eztéSo

ma il principio di Pauli impone che gli stati fisici non sono tutti i possibili prodotti di
funzioni di singola particella ma solo quelli antisimmetrici, cioé lo spatic?’), su
questospazio gli operatori di singola particella non sono, in generale, diagonalizzabili.
Questo naturalmente non € un problema perché le osservabili fisiche sono solo quelle
simmetriche nelléV particelle. |l lettore riconoscera in questo fenomeno un esempio di
superselezione: la scelta della statistica fa si che non tutti gli operatori hermitiani siano
osservabili.

Facciamo un esempio esplicito, uno stat@on/, = 0,1es, = 1/2:
R(r1) Y11 ()x+(01)  R(r2)Y11(Q2)x+(02)] _
R(r1)Yio(1)x+(01)  R(r2)Yi0(Q22)x+(02)

= R(r1)R(r2)x+(01)x+(02) [Y11(21)Y10(022) — Y10(21)Y12(Q22)] -

v =

Applicando?t” si ha
(0 = R(r1)R(ra)x+ (01)x+(02) Y11 (21)Y10(22) ,
il risultato non & proporzionaled, quindi ¥ non e un autostato dt?.

| singoli determinanti di Slater, in generale, non sono autostati nemmeno delle osserva-
bili simmetriche
L=401+...8N; S=s1+...8n, (835)

ma come vedremo nel prossimo paragrafo & possibile diagonalizzafe, S2, S, con
una combinazione lineare di determinanti, questo € cruciale per la classificazione degli
spettri.
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8.4.1 Proprieta di trasformazione

Per gli sviluppi successivi € utile analizzare le proprieta di trasformazione dei determinanti di
Slater per rotazioni orbitali e di spin. Supponiamo, per fissare le idee, di avere un atomo con
una serie di gusci completi ed un guscio incompleto. Le funzioni d’onda radiali ed il momento
angolare/ sono fissate una volta detto di che guscio si tratta, le uniche liberta sono i nume-
ri quantici azimutali,m,, s. Possiamo allora identificare un determinante di Slater fissando
un ordinamento, ad esempio quello lessicografico, e scrivendo in fila i numeri quantici. Ad
esempio per la configurazione?2s22p? del Carbonio un determinarité

v{0,3,0,—4],[0,%,0,-3],-1,-3,0,1} . (8.36)

Le parentesi quadre (che ometteremo spesso nel seguito) indicano i gusci castpbetis?,
le ultime due componenti indicano i due elettrprion, rispettivamenten, = —1,0 es, =
;,—— All'interno di ogni guscio gli elettroni hanno la stessa funzione d’ onda radiale. Le

coppiemy, s compaiono una sola volta per gruppo, vista I'antisimmetria dei determinanti e, ad

esempio
V{ % 7% 0 %7077%]705%a7177% = *V{[O,%,O,*%],[07%707*%},*1,7%,07%} .

Per data configurazione elettronica la parte relativa ai gusci completi & sempre la stessa e,
come gia osservato, il numero di determinanti possibili & individuato da quante “stringhe”
possono scrivere per i gusci incompleti.

I momento angolare totale &

L=0 +0y+..., (8.37)

ed agisce sugli stati (8.36) in modo distributivo, ogni operafpegisce solo sui numeri quan-
tici dell'i-esima particella, quindi, ad esempio (indichiamo solo i numeri quantici orbitali)

sz{ﬁlml...}=Zmiv{...,mi,...} ; (8383)

Lyv{timy..}=> G+ 1)=mi(m; +1) v{...,mi+1,...} . (8.38h)

Analoghe relazioni valgono per lo spin. Dalle equazioni (8.38) seguono tre importanti proprie-
ta.

Proprieta 1. Il determinante di Slater di un guscio completoba=0e S = 0.

Infatti su un guscio completo la somma dei valoridj &€ nulla (ogni valore compare una volta
assieme al suo opposto), quindi|¥) = 0. Agendo conL, ogni singolo/, fa aumentare

di 1 il corrispondente autovalore generando cosi uno stato gia occupato che si annulla per
antisimmetria, quindL. ¥ = 0. Lo stesso ragionamento vale ger e per lo spin total&. ¥

e allora invariante per rotazioni spaziali e di spin.

5La scrittura @ semplicemente una stringa per indicare gli stati che compaiono nel determinante, ladaiterta
per consistenza con la notazione usata nei programmi di manipolazione algebrica esposti alla fine del capitolo.
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Proprieta 2. Le proprieta di trasformazione per rotazioni di un determinante di Slater di-
pendono solo dai numeri quantici degli elettroni nei gusci non completi.

Questa e una banale conseguenza della distributivita degli operatori: dalle (8.38) discende
che guandd. agisce sui gusci completi da zero per la proprieta 1, quando agisce su quel-
li incompleti genera una combinazione lineare costituita da determinanti di Slater della stessa
configurazione. In altre parole i numeri quantici dei gusci incompleti dei ket della forma (8.36)
costituiscono una rappresentazione (in generale riducibile) del gruppo delle rotazioni, Quali e
guanti momenti angolari compaiono dipende dalle regole di addizione del momento angolare
e dal principio di Pauli.

Proprieta 3. Le proprieta di trasformazione di una configurazione @énelettroni esterni
equivalgono a quelle di una configurazione dn — N, elettroni esterni.

Ny indica il numero di orbitali del guscio completo. Questa proprieta segue dalle due prece-
denti: invece di indicare gli orbitali occupati possiamo univocamente fissare il determinante di
Slater indicando gli orbitalinancantiper fare un guscio completo, ad esempio in uno giato
possiamo o indicare i numeri quantici dei 5 elettrpmi dire quali sono i numeri quantici che
doovrebbe avere il sesto per completare il guscio. Questi stati mancanti, dettlacaheco-
stituiscono anch’essi una rappresentazione del gruppo, equivalente a quella di partenza perché
c’é ua corrispondenza biunivoca fra le due descrizioni dell’orbitale.

Queste proprieta possono anche essere dimostrate in modo piu formale utilizzando alcune
proprieta algebriche dei determinanti o il formalismo degli operatori di creazione e distruzione,
il lettore puo consultare a tal proposito i complementi al capitolo.

8.5 Approssimazione di Hartree-Fock

A partire da un insieme di funzioni d’'onda di singola particella con i metodi del paragrafo
precedente possiamo costruire un insieme di determinanti di Slater che hanno i corretti numeri
quanticiL, S e considerare le funzioni cosi ottenute come un’approssimazione delle funzioni
d’'onda esatte. Ad esempiode possono essere le soluzioni del’equazione di Hartree.

Un metodo piu efficiente & quello di Hartree-Fock: le funzipnsono scelte da un princi-
pio variazionale. In questo paragrafo analizzaremo le idee generali del metodo e un esempio
elementare, nei complementi daremo una trattazione piu completa.

Per approssimazione di Hartree-Fock si intende in generale uno schema in cui un sistema
di N particelle interagenti & descritto tramite I'introduzione di un campo medio effettivo, le
funzioni d’'onda sono costruite attraverso i determinanti di Slater formati dalle autofunzioni di
singola particella in questo campo medio.

Partiamo dal caso pit semplice: supponiamo di voler descrivere il sistema con un singolo
determinante di Slated, formato da funzioni d’'onda;(¢;). Qual'é la migliore scelta pos-
sibile per le funzioniy;? La risposta si ottiene considerando la questione come un problema
variazionale: nell’'ambito dellalasse di funzionscrivibili come ¥, la “migliore” & quella che
minimizza il funzionale dell'energia. Supponiamo per semplicita di considerare insiemi di
funzioni ortonormali, in questo caso il vincolo di normalizzazione puo essere scritto come un
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moltiplicatore di Lagrange; (||v;||> — 1) ed il principio di minimo si scrive

)
— | (¥|H|V) ex(|vrl* — 8.39
Usualmente I'hamiltoniana ha una forma operatorlale del tipo
H= Z fi+> i (8.40)
1<j

dove f; sono operatori che agiscono sulle variabili di una singola particellaietermine di
interazione a due particelle. Ad esempio per un atomo, in unita atomiche:

1 Z 1
fi=—=vi_Z2. gij = ——— . (8.41)
2 T |X7; — Xj|
Come abbiamo visto nel capitolo 2 I'elemento di matricéidsi scrive
(WIHIW) =Y (il i) + Y (adlglid) — (ijlglii)) - (8.42)

i i<J

NOTA Nella (8.42) la somma é sugli stati che compongono il determin&nteer il principio di Pauli
in ogni stato c’e solo una particella quindi sommare sugli stati o sulle particelle e la stessa cosa.

Esplicitamente per un atomo:

|f‘ /1/] <_V2 - > ¢z( ) ’ (8433.)
((ilglig) — (ijlglit)) = (8.43b)
0005 02) ey e ) — | () a0) o)

a1q2 | | Xa|
g indica I'insieme delle coordinate e dello spin, I'integrale significa integrale spaziale e somma
sulle variabili di spin. 1l primo termine nella (8.43b) viene normalmente chiamato termine
diretto, il secondo termine dicambig o integrale di scambio.
Usando le (8.43) il principio variazionale si scrive immediatamente, variando rispetto a

¥i(a):
(o) = (597 - Z) wla)+ (8.44)
#5056t v

|x x’| |x — x/|

Notiamo che nel termine di scambio I'incogniig, compare sotto il segno di integrale. Nella
somma si pud anche includere il termine j in quanto il termine diretto e quello di scambio
si cancellano.

Le equazioni (8.44) costituiscono un sistema agli autovalori di equazioni integro-differenziali,
e sono le equazioni di Hartree-Fock per un singolo determinante di Slater, nei complementi
vedremo come si possono risolvere. Ora notiamo alcune proprieta di questo sistema.
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Termine di scambio L'interazione coulombiana nell'integrale di scambio

1 /
qu) :
non dipende dallo spin. Lintegrale quindi & proporzionale al prodotto delle funzioni d’'onda di
spin
Z X:] (0/) Xsi (U/) = 55isj ) (8.45)

cioe l'integrale di scambio € nullo per orbitali con diverso autovalore, disolo per gli spin
“paralleli” il principio di Pauli provoca un’interazione effettiva aggiuntiva.

Ortogonalita Non abbiamo imposto un vincolo esplicito di ortogonalita fra le funzigpi

ma questa & una conseguenza del sistema (8.44). Si procede come nella dimostrazione usuale
di ortogonalita per le autofunzioni di : moltiplicando I'equazione d; pery; e quella diy;

pery?, integrando e sottraendo dalla prima equazione il complesso coniugato della seconda si
ottiene

(ei —€j){W5li) =0,

quindi autofunzioni relative ad autovalori diversi sono ortogonali.

Autovalori e; | moltiplicatori di Lagranges; hanno una interpretazione come energia di
estrazione (approssimativa) dell'i-esimo elettrone.

Numeriamo le particelle in modo che quella a cui siamo interessatisi@$ima, molti-
plichiamo la relativa equazione (8.44) pgf; (¢) e integriamo. Usando la notazione (8.43) si
ottiene

en = (N[fIN)+ > ((iN]gliN) — (jN|gINj)) - (8.46)
j<N
L'energia per un sistema & particelle € la (8.42), isolando i termini che dipendona/dasi
puo isolare I'energia dV — 1 particelle ed il resto:

Un = Un—1+ (N[fIN)+ D ((iNlgliN) = (iN|g|NJ)) - (8.47)
J<N

cioe, formalmente
EN:UN—UNfl. (848)

Supponiamo ora che, in prima approssimazione, estraendo la pariiceléma le altre fun-
zioni d'onda (approssimativamente) restino invariate, in questo Tasq € effettivamente
I'energia del sistema dV — 1 particelle esy I'energia di estrazione. Questa affermazione,
approssimata, ha anche il nometeirema di Koopmab.

Moltiplichiamo ora le (8.44) pet;(q), integriamo e sommiamo sulle particelle, si ottiene

Doei =D il + 3 (Gaglglis) — Gidlglia)) = (RIH + 3 (Gijlglis) = (idlglia)

i i#] 1<j

51l teorema di Koopman afferma molto di piti ma al riguardo rimandiamo alla sezione 8.F.2.
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cioé
= (U|H|V) = Zez > (iglglis) — (iflglji)) - (8.49)
i<J
Esattamente come nel caso dell’approssimazione di Hartree il secondo termine nella (8.49) é
la correzione al primo ordine in teoria delle perturbazioni rispetto al problema con particelle
indipendenti.

8.5.1 Esempi

La forma relativamente semplice dell'’equazione di Hartree-Fock (HF nel seguito) (8.44) si
applica quando un singolo determinante di Slater & sufficiente, € il caso degli atomi con solo
gusci chiusi o degli atomi con un solo elettrone periferico (come vedremo in questo caso la
molteplicita di spin e momento angolare non & un problema). Per capire meglio come funziona
I'approssimazione di HF consideriamo in questo paragrafo alcuni casi semplici. Incominciamo
dall’elio nella configurazionés?. Si ha un solo determinante di Slater

_ L |ns(xa)x4(01)  Yrs(x2)x+(02)
V2l [Y1s(x1)x=(01)  Y1s(x2)x—(2)

¢13(X1)¢13(X2)% (X+(01)x~(02) = x+(F2)x~ (1)) -

| due elettroni sono in stato di singoletto di spin, quindi hanno spin opposto e per la (8.45)
nell’equazione di HF non c’e termine di scambio. In effetti & facile calcolare che

i) =2 [ xo 0 (597 = 2 ) oot [ xR o).

1
[ — x|

ed il principio variazionale porta all’equazione di Hartree senza termine di scambio:
_1 3 , 2; B
( 2V x |) P1s(x) + /d x'[th15(x)] — X,|1/)13(x) = eth15(x) . (8.50)

Un caso pill interessante si ha per la configuraZieseitatal s2s dell’elio. Sappiamo che
devono esserci due termini, il tripletts ed il singoletto' S. Vediamo in dettaglio come ven-
gono selezionati questi stati e come l'interazione elettrone - elettrone provoca la separazione
dei livelli.

Si hanno 4 determinanti:

U, = 1 rs(x)|+) 1/}1s(X2)+>' U, — L is(xa)|=) as(x2)|-)
V2 |Y2s(x1)[+)  tas(x2)[+)] V2 |Y2s(x1)[=)  tas(x2)[—)
Uy = L his(x)|+) s(X2)+>’ U, = L \is(x1)|=)  ¥is(x2)]—)
V2 |[Y2s(x1)|—)  tas(x2)[—)| V2 |V2s(x1)[+)  has(x2)|+)

E owvio cheV,, U, corrispondono ai due stati di tripletto cafy = +1 rispettivamente.
U3, U, sono combinazioni lineari dei due stati (tripletto e singoletto) Son-= 0.

“In questa esposizione introduttiva assumiamo implicitamente che le funzioni dei due orbitali siano ortogonali,
guesto in realta va imposto come vincolo, come vedremo nei complementi.
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Consideriamo I'equazione di HF pér;. La (8.44) da, moltiplicando le funzioni d’onda di
spin e semplificando:

Elswls(X)XJr(o—) = (_;VQ - |i|) ¢15(X)X+(‘7) + Z , rlxq(

U3 (X)X (07) 2 (X) X4 (07 ) 1015 (%) x4-(0) — ¢§s(X')Xi((f’)wls(X’)m(0’)¢25(X)X+(0)> :

Sommando su’ e semplificando:

_ 1 2 |1/)2s | wls( ) ¢*S(X')¢1s(X’)¢2s(X) .
51s¢1s(x) - <2V - | > wls + /x/ |X —2X/| 3

_ 1 2 W)ls | ¢25( ) ¢*s(xl)¢25(xl)wls(x)
SQSwQS(X) - <_2V - | > 1/123 + /x/ |X —1X/| .

Abbiamo anche scritto I'equazione pés,, che si ottiene nello stesso modo. Supponiamo
di aver risolto queste equazioni. Possiamo allora scrivere I'energia dello stato usando la (8.42):

(U, |H|W,) = g+ s+ J — K ; (8.51)

Ia: _7V2 ) a ;

L ( 5 v

— 2 AYPAR — * / * / 1
T2 b gl GO K = [ 6

J, K sono gli integrali diretto e di scambio. Lo stesso risultato si ottienelper
Passiamo ora ai determinafity, ¥,. In questo caso non c’e termine di scambio in quanto
gli spin sono opposti e si ricava subito:

Y15 (X) 25 (x) -

(U3 H|W3) = (V4| H|Ws) = T15 + Ios + J . (8.52)

| 4 determinanti sono autofunzioni degeneri in approssimazione di particelle indipendenti,
quindi occorre valutare gli elementi di matrice Hifuori diagonale. Poich&2, S, commu-
tano con I'Hamiltoniana, I'unico elemento di matrice non nullo puo es&égeH |V,) (ed il
complesso coniugato).

Per calcolare questo elemento di matnma possiamapplicare la (8.42) che vale solo
per elementi diagonali, ma possiamo sviluppare gli stati e scrivere, in forma compatta:

(Us|H|Wa) = f,(x0)e5,(x2) x4 (01)x— (02) H
(101 oc2)x— (00) (02) = s (x2)oas (61— (02) x4 () ) -

Il primo termine in parentesi si annulla per I'ortogonalita delle funzioni di spin. nel secon-
do termine il termine di singola patrticella si annulla per I'ortogonalita delle funzioni d’onda
orbitali, ad esempio I'energia cinetica della associata alla variabikemoltiplicata per

1/125(X2)¢15(X2) =0.

X2
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Il termine di interazione coulombiana € proprio I'integrale di scambio, quindi

(U3|H|Ty) = —K . (8.53)
Nel sottospazidls, ¥, quindi I'Hamiltoniana si scrive
Lis+ s+ J -K
< -K Lis+ Iss + J) ’ (8:54)
con autofunzioni ed autovalori
1
Ls+ s+ J—K: —((U3+Ty) ; 8.55a
1s + Iz 7 (U3 +Wy) ( )
1
Ls+ L+ J+K: —(U3—Uy). 8.55b
15 + Iz 7 (V3 — Ty) ( )

Con un po di algebra, in notazione compatta:
5 0+ ) = 5 (412034 (00 (2D (2) = 122 (2 (DX (1)

Y1 (DX (De (D4 (2) = $rs(2)x- (2 (Dx (1)) =

_ 1s()2025(2) — ¥15(2)025 (1) x4 (Dx=(2) + X (L)x+(2) |
B NG V2 ’
i (\I/ _ ) _ ¢1s(1)7p25(2) + ¢1s(2)¢2s(1) . X+(1)X7(2) - X*(l)XJr(z)
Cioé come aspettato, uno stato € il completamento del tripletto di spin, I'altro il singoletto.
Si puo dimostrare facilmente chi€ > 0 quindi per I'elio eccitato il tripletto (stato fonda-

mentale di ortoelio) ha energia minore del singoletto (stato eccitato del paraelio).
Questo esercizio dovrebbe aver chiarito due cose al lettore:

1) Con quale meccanismo l'interazione elettrostatica rompe la degenerazione sui livelli,
vedi eq.(8.54).

2) Come vengono selezionati gli autostatildi, S>. E chiaro che se fossimo partiti di-
rettamente dai due autostati di singoletto e tripletto avremmo trovato un’Hamitoniana
diagonale.

Un'ultima osservazione che tornera utile nei casi piu complessi. Abbiamo calcolato in
modo semplice l'autovalore di sugli stati non degenefi, = +1, vedi eq.(8.51). Negli stati
con.S, = 0 uno dei due autovalori deve completare il tripletto, quindi deve essere ancora dato
dalla (8.51). La traccia della matridé nel sottospazi®, = 0 € invariante per trasformazioni
unitarie, quindi la somma degli autovalori si pud calcolprima di diagonalizzare, ed é
data dalla somma

(U3|H[W3) + (Uy|H[Vy) =2 ([15 + T2s + J)
quindi I'altro autovalore si ricava per differenza con I'autovalore noto:
(V3| H|U3) + (Uy|H|Oy) — ([1s+Tos+J —K)= (s +Los + T+ K) .

Questa osservazione, generalizzata a casi piu complicati, prende il ndeweetna di Slater
e permette in diversi casi di valutare gli autovalori senza diagonaliZZare



506 CAPITOLO 8. ATOMI

8.6 Interazione spin-orbita

Le interazioni dovute allo spin elettronico sono in generale abbastanza complesse, vedi eq.(1.93)

U —ZL&E Sa ; (8.56a)
SO — - 2m2(;27‘2 a a .
o2
Usoo = ) S8 (80 +28) - (Tap APa) + (85 +280) - (rap APr)] 5 (8.56b)
a<b ab
e? 3(Sa Tap)(Sp * Tap)
Uss = ; W |:Sa, ©Sp— 2, : (8.56¢)

La (8.56a) € I'interazione spin - orbita con il campo elettrico nucleare, la (8.56b) I'intera-
zione fra lo spin e le altre orbite elettroniche, la (8.56c) I'interazione spin - spin. Nella (8.56¢)
abbiamo tralasciato un termine di contatto proporzionasgsgd®(r.,) che & invariante sia
sotto rotazioni spaziali che di spin e non influenza i risultati seguenti.

Ordini di grandezza

E importante capire i diversi ordini di grandezza delle interazioni (8.56) e soprattutto la loro
dipendenza d&. L'interazione spin - orbital/,,, risente direttamente del campo nucleare.
Come sappiamo la lunghezza caratteristica in un campo coulombiano di Zadaa; =
ap/Z, quindi I'ordine di grandezza degli elementi di matricd dj, &

Ze? h?

mg |1/)(az)|2@gz : (8.57)
L'ultimo fattore € la probabilita di trovare un elettrone a distanzer az. 1 (az) si pud
valutare o da ragionamenti semiclassici, vedi paragrafo 8.B, oppure dal seguente ragionamento
di scala. Se nell’equazione di Hartree - Fock, o di Hartree, passiamo a variabili riscalate
r=2r ¢ = v/+/Z abbiamo un’equazione in cui tutti i termini sono di ordine 1,4n

ed i termini di interazione elettronica sono di ordingZ, ma sono in numero di. Il range
caratteristico in queste variabili, in unitd atomiche; & 1 ed in questa regiong ~ 1, il che
corrisponde, in variabili usuali,a~ 1/Z et ~ 1/v/Z. Quindi|y(az)|?a?, ~ 1/Z2, cioe la
probabilita di trovare un elettrone nelle vicinanze del nucleo decresce Lofite Sostituendo

nella (8.57) si ottiene

Us, ~ZA =72 26—. 8.58
(Uso) Z2 m2cad @ ap ( )
La costanteadimensionale )
e 1
T he 137 (8.59)

e chiamataostante di struttura fine caratterizza la grandezza della disintegrazione dei livelli.
Come vedremo agli elementi di matrice responsabili della separazione di struttura fine dei
multipletti contribuiscono solo gli elettroni periferici, quindi non c'é€ un ulteriore fattgre
dovuto alla somma sugli elettroni.
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| termini U,,, e U, sono grandi per ~ ax, non hanno fattorZ a moltiplicare, quindi

2
(Usoo) ~ (Uss) ~ 0> (8.60)
ap

Vediamo quindi che tutti i contributi danno correzioni relativisticti¥n?), alle energie
ma il contributo di interazion&.S & quello dominante a grandi. PerZ grandi, cio&Z«a ~ 1,
la correzione di spin orbita diventa dello stesso ordine di una energia coulombiana e questo
provoca la perdita di validita del modello di Russel - Saunders usato nella costruzione degli
stati.

Notiamo anche che per stati altamente eccitati le orbite elettroniche esterne sono pratica-
mente in un potenziale coulombiano non schermato con energie tigi¢ghéa s, doven &

il numero quantico principale; in questo regime sicuramente l'interazione spin orbita (8.58)
prevale sull'interazione coulombiana.

Nel seguito tratteremo solo il caso di Russel - Saunders in cui semplici considerazioni di
simmetria permettono di ricavare I'effetto delle interazioni di spin sugli spettri atomici.

Nell'approssimazione puramente elettrostatica ogni livello energetico (multipletto) ha una
degeneraziondrs = (25 + 1)(2L + 1), questa perturbazione sara rimossdfa .

Siamo di fonte ad un classico problema di teoria delle perturbazioni degeneri: dobbiamo
diagonalizzared ;s nel sottospazio cotyy s fissata, dobbiamo cioé trovare una base in cui
H; s e diagonale.

All'interno di ogni multipletto possono essere scelte due basi “naturali”; la prima é data
dal|L,S, L., S.) la seconda pud essere ottenuta combinahd® in modo da formare i va-
ri possibili momenti angolari totali, secondo le note regola di composizione dei momenti
angolari, si avra allora una bagk, S, J, J.). Comunque sia complicatd; s essa commuta
conJ, per l'invarianza sotto rotazioni, e siccome nel sottospazio in questiéné. sono un
insieme completo di osservabilif; s sard automaticamente diagonale nella basg, J, J.).

Ad ogni autovalore dif corrisponde uno spazio di dimensiof2/ + 1) ed in ognuno di questi
spazi 'hamiltonianal s & degenere: fisicamente questo riflette I'invarianza sotto rotazioni,
cioe il fatto che commutandf s con tutte le componenti di, i suoi autovalori non possono
dipendere da’,, formalmente & una conseguenza del fatto Bhig commuta con un insieme

di osservabili non commutanti fra lord,., J_, J..

In conclusione la basg., S, J, J.) & quella che diagonalizzH, gli autovalori dipendo-
no’ daJ, E(L,S,J). La degenerazione residua pud essere rimossa solo da termini che non
commutano con le rotazioni (delle variabili elettroniche).

I livelli energetici in cui si € disintegrato il multipletto iniziale vengono chiantetminie
sono indicati con la notazione

25+, (8.61)

| termini possibili corrispondono ai valori possibili di, e dalla teoria del momento angolare
sappiamo che
IL-S|<J<L+S.

Nel casoS < L quindi il numero di termini & la quantitdS + 1, che & chiamata, in generale
molteplicitadel multipletto. Si parla allora di singoletti, doppietti, tripletti etc. per multipletti

8Anche qui gli elettroni che contano sono quelli nei gusci incompleti, non ¢’ un faftee— 1)/2 dovuto al
numero di coppie elettroniche.
9Spesso daremo per scontato il tipo di multipletto in esame e scriveremo semplicedgnete
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del tipo' L, 2L, 3 L etc. Normalmente si usa la classificazione dei livelli con i simboti' L ;
anche se I'approssimazione di Russel Saunders & quantitativamente insuffi¢ieriteogni
caso un buon numero quanticb, .S invece no e gli autostati dif sono sovrapposizioni di
stati conL, S differenti. In questo caso la notazione e formale.

Campo centrale

Come caso semplice trattiamo innanzitutto I'approssimazione di campo centrale e trascuriamo
l'interazione spin spin degli elettroni. In questa approssimazione ogni elettrone si muove in
un campo medio generato dal nucleo e dallo schermo degli altri elettroi; 8ipotenziale

totale che risente I'eletrong- esimo. Possiamo ricavare la parte dipendéntiallo spin
del’Hamiltoniana applicando direttamente la (1.27) e scrivere

2m2c? r; dr

1dV;

(2

In questa hamiltoniana effettiva sono conglobati gli effetti dei termini (8.56a) e (8.56h).

All'interno di ogni multipletto il teorema di Wigner Eckart ci assicura che gli elementi
di matrice di un vettore dipendente dalle variabili orbitali sono proporzionali agli elementi di
matrice diL, mentre gli elementi di matrice di; sono proporzionali a quelli db, quindi a
livello effettivo I'Hamiltoniana prende la forma molto semplice

Hps=AL-S, (8.63)

ed usando la relazione (valida all'interno del multipletto)

oL-S=J2-12-82%, (8.64)
si ha, per gli autovalori dH . s:
A
EJ:5[J(J+1)—L(L+1)—S(S+1)] . (8.65)

All'interno di un multipletto L, S sono costanti quindi la (8.65) € un’affermazione sdikée-
renzadi energia tra i vari termini di struttura fine:

Eji1—E;=AJ. (8.66)

chiamataegola di Lande.
In una configurazione con solo gusci chiusi non si hanno multipletti di struttura fina, perché
S =0, L = 0. Questo significa che su ogni guscio completo

Z £;-s; =0 (8.67)
i€orb.compl.

quindi & facile intuire che gli elementi di matrice (8.62) dipendono, in approssimazione di
campo centrale, solo dagli orbitali incompleti.

10Tralasciamo ciog le correzioni relativistiche non dipendenti dallo spin, come quelle proporziphali a
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A seconda ched > 00 A < 0 le energie dei termini del multipletto crescono o dimi-
nuiscono con/J, nel primo caso si parla dnultipletto normale nel secondo dimultipletto
invertito.

Per ogni elettrone < 0 e, per un campo attrattive,dV/dr > 0; quindi il segno della
costanted dipende dal segno dell’elemento di matrizes; sommato sugli orbitali incompleti.

E semplice determinare il segno diper atomi con un solo guscio incompleto nel fon-
damentale (¢ uno dei casi piu comuni). 8ja= 2(2¢ + 1) il numero di particelle che puo
ospitare I'orbitale. Se il numero di particelle, & tale chex < d,/2 la regola di Hund ci dice
che tutti gli spin sono “paralleli”, quindi a tutti gli effetsi, = S/n. Siccome tutte le particelle
hanno la stessa funzione d’onda radiale tutti gli elementi di matrieg @i) nella (8.62) sono
uguali ed il loro valore pud essere fattorizzato, quindi

(Ui) = (A3) s 45 = (A) ’s. > b= (4 lsL.

quindi A > 0. Per orbitali com > d, basta aggiungere e sottrarre la somma sugli orbitali
“vuoti”, cioé le lacune:

orb.compl. lacune

i coefficienti A; dipendono solo dall'orbitale, mentre per le lacune lo spin ed il momento
angolare sono invertiti rispetto agli elettroni. 1l primo termine € nullo per la (8.67), quindi
resta il solo termine negativo4 < 0.

Confronto con i dati
Un modo per verificare la regola di Landé € quello di considerare i rapporti

_Ey—FEia

Ay 7

(8.68)
Questi rapporti devono rimanere costanti se vale la regola di Lande.

| dati per alcuni casi tipici sono riportati nella tabella 8.6 Le energie sono riportate in
cm~!. Si possono notare i multipletti normali, cak; > 0, e quelli invertiti, conA; <
0, a seconda della configurazione elettronica. Come si vede c’é un accordo qualitativo. Le
correzioni principali sono dovute alla inadeguatezza dell’accoppiamento di Russel Saunders
ed al “mixing” fra varie configurazioni elettroniche.

Il lettore puo trovare negli esercizi un approfondimento di alcune questioni, come la scrit-
tura esplicita dell’accoppiamentbsS in approssimazione di H.F., nel caso di una coppia di
elettroni.

8.6.1 Atomo diidrogeno

L'atomo di idrogeno presenta alcune particolaritd dovute alla degenerazione accidentale dei
livelli. Questa degenerazione non ha influenza sul calcolo degli elementi di matrice per I'ac-
coppiamentd..S ma la degenerazione coulombiana permane in una certa misura anche dopo le
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conf. Elem. multipl.|| A, Ay,

2p? C 3P 135 16.42
2p7 [¢) 3P -79.13 -68.71
3p° Si 3P 73.02 7711
3p* S 3P -198. -177.6
3dZ4s%  Ti 3F 5419 56.71
3d®4s% Ni 3F -333. -294.8
452 4p7  Ge 3P 426.4 557.1

Tabella 8.6:Stime del coefficientet per tripletti di struttura fina.

correzioni relativistiche e fa si che i livelli energetici cas diversi ma con lo stesso momen-

to angolare totalg continuino ad essere degeneri, a parita di numero quantico prineipale

Una discussione abbastanza dettagliata della situazione si puo trovare nel complemento 3.D.
Occupiamoci qui per semplicita del solo st&e Questo stato, tenendo conto dello spin ha
una degenerazion@S +1)(2L + 1) = 6. In presenza dell'interaziongsS il numero quantico
conservato § che puo assumere i valary2, 3/2 si avranno cosi due livelli, uno con degene-
razione 2, I'altro con degenerazione 4, indicati @/, € 2p3/,. Linterazione (8.56a), nel

caso di un atomo idrogenoide ha la forma

e2

Hps =7 s, (8.69)

2m2c2r3
e lo spostamento dei livelli &€ dato dalla (8.63) dor= 1,5 = 1/2

A e2h? 1
ABGpp) = -A5  ABQpp)=5:  A=Z o opl i) (8.70)

2m?2c?
Per gli stati idrogenoidi

<nl|i|nl> = ngi;
3 a0+ D0+ 1)

e quindi, pem =2,/ =1

en? 1 1 e
A=74—— — — 742 [—
2m2c?ad 24 24 @ [QaB]

Lenergia fattorizzata & il Rydberg. Si noti la caratteristica dipendeffzel delle correzioni
rispetto all’energia imperturbata;> Ry. PoichéA > 0 il livello con j maggiore viene innal-
zato mentre quello cop piu piccolo viene abbassato dall’interazione. La separazione fra i
due, detta appunto separazione di struttura fine &

1
Fop = AE(2p3/2) — AE(2p1)2) = EZQO‘Q -Z?Ry=7%4.53-10"%eV. (8.71)
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Numericamente per l'idrogeno la frequenza
associatafs, /h, vale

1

—Fy, = 10.95GHz.
h Alta risoluzione
Pensiamo ad una riga della serie di Balmer, 0

ad esempio l&88s — 2p. La frequenza di
transizione e di circa

v=(3—3) Ry/h~4.57-10° GHz.

Una riga spettrale di questo tipo, osservata ad alta risoluzione, rivela una piccola struttura,
una struttura fine appunto: la riga &€ separata in due componenti che differiscono della quantita
(8.71), cioé circa di una parte irf9*. Lo sdoppiamento & dovuto alle due possibili transizioni
35172 — 2p1/2 €351/2 — 2p3/a-

8.7 Atomi in campo elettrico

Per semplicita in questa sezione considereremo il caso di un atomo neutro e trascureremo qua-
lungue correzione di tipan /M. Vogliamo studiare gli effetti di un campo elettrico esterno
(stazionario) sui livelli energetici del sistema. Sulle tipiche scale atomishe; 108 cm,
i campi elettrici macroscopici possono essere considerati quasi costanti, possiamo allora svi-
luppare in serie il potenziale elettrostatico esterno attorno alla posizione del centro di massa
dell'atomo (che nell’'approssimazione fatta coincide con il nucleo).

A meno di una costante additiva I'energia di interazione atomo - campo esterno si scrive,
sviluppando fino al secondo ordine (vedi cap.1)

1
Hy = —d-E+ £Qi0id;V . (8.72)

V & il potenziale elettrostatico esterno, le derivat& déd il campo elettrico sono considerati
nel centro di massa dell'atomo, in cui porremo I'origine delle coordindeil dipolo elettrico
e (Q;; il tensore di quadrupolo definiti da

d= Zeara; Qij = Zea 3raiTa,j — 5”) . (8.73)

ea = —|e| sono le cariche elettronicheig € il vettore posizione deli-esima particella
rispetto al nucleo.

8.7.1 Interazione di dipolo e polarizzabilita

L'effetto sui livelli atomici di un campo elettrico omogeneo si chiagffetto Lo Surdo - Stark.
Per un campo omogeneo l'interazione col campo esterno € descritta dal primo termine nella
(8.72), e 'Hamiltoniana del sistema &

2
H=Hy+ H; = Z Z - :;b+HLS—dZ5. (8.74)
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Hps indica genericamente I'insieme delle correzioni relativistiche. Abbiamo chiamato
I'asse individuato dalla direzione del campo elettri€o,
L’hamiltonianaH, é invariante per rotazioni e pparita, cioé per 'operazione

e = —TIq 3 Pa— —Pa- (875)

Normalmente i livelli energetici hanno come unica degenerazione residua quella sulle
orientazioni diJ, cioé2J + 1, ad ogni livello corrisponde un sottospazio generato dalla base
In, J, J.),cond, = —J,...+ J.

La teoria delle perturbazioni con hamiltoniafa su questo sottospazio &€ pero semplice:
se scegliame come asse di quantizzazione alldfa € invariante per rotazioni attorno all’asse
z, quindi commuta cot, ed € automaticamente diagonale nel sottospazio in questione, in altre
parole I'effetto sui livelli &

5En =-£ <n7 J; Jz|d2"n’ J’ JZ> '

Ma la parita commuta coify, quindi se non ci sono degenerazioni accidentali, gli autostati
|n, J, J.) sono anche autostati &:

Pin, J, J,) =npln, J, J,) . (8.76)

np = =£1 & una fase che distingue gli stati payj, (= +1) da quelli disparifp = —1), vedi
anche cap.3. Poich#é dispari sotto parita:

PdP' = —d, (8.77)
il suo valor medio swualunque stato stazionarinullo:
(¥|d|y) = (¢|P~'PAP~' P|y) = (¢|PTPAPTPy)
= [np[*(@[PAPYy) = —(y[d|¢) ; (8.78)

e da questo segud’,, = 0. In altre parole I'effetto Stark lineare € nullo.

L'unica eccezione si ha per degenerazioni accidentali, come succede per I'atomo di idroge-
no, questo caso particolare e stato trattato nel cap.3. Nel caso generico occorre invece passare
al secondo ordine in teoria perturbativa, e secondo le formule generali (3.15) la correzione in
energia per uno stato stazionafig) é

1

@y Eln)—(nld- = 1o ce
OB =3, (old - Eln) p—p(nld - Elt0) = =501, EE; (8.79)

dove e stato definito il tensore di polarizzazione:
! 1 .
Q5 = Zn<¢0|di|n>m<n|dﬂ¢o> +(j < i). (8.80)
L'energia del sistema in campo elettrico & percid, al secondo ordifie in

1
E = EO - iaijé’ié’j . (881)
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Come si vede dalle formule precedenti I'ordine di grandezza per I'effetto considerato &

2.2
e p
o~ A—z ; [a] = cm?® .
Se I'energia di legame é di tipo elettrostatico ci si aspatfa ~ e?/a e quindia ~ a?, cioe
la polarizzabilita € proporzionale al volume del sistema.
Operativamente il dipolo di un sistema €& definito tramite la variazione dell’energia rispetto

al campo esterno:

oF
6751' = Oéijgj (882)
L'assenza di un termine costante nella (8.82) indica I'assenza di un dipolo costante, il termine
scritto e quello che classicamente prende il nomagihlo indotto (vedi §3.3.1).

D; = —

Decomposizione del tensore; ;

Il tensoreq;; € simmetrico. Possiamo decomporlo in una parte proporzionale all'identita ed
in una parte a traccia nulla:

1 1
ij = O‘kkgfsij + (aij — Qkk 3%) = adij + Bij (8.83a)
2 / 1
*“=3 Zn<¢0|di|n>m<n|di|¢o> (8.83b)

L'operatore che compare nella (8.83b)

/ 1

€ ovviamente invariante sotto rotazioni perché la somma é effettuata su tutti gli stati, quindi
su tutte le proiezioni del momento angolare degli tatie le energieZ,, sono supposte non
dipendere dal., cioe il sistema imperturbato € invariante sotto rotazioni.

Viceversa il tensor@;; € un tensore simmetrico a traccia nulla, quindi trasforma come un
tensore irriducibile di rango 2.

Spostamento dei livelli

Abbiamo visto che I'energia in gioco per effetto Stark quadratiecf®. Se misuriamd in
Volt/cm possiamo stimare questo parametro:

A’ A 2 2 _15(eV)?
~eme (¢ VI~ 0T

Quindi a meno di campi molto grandi o di strutture fini molto piccole, I'effetto Stark € una
piccola perturbazione rispettofd;s. In questo caso il teorema di Wigner - Eckart assegna
immediatamente la forma che I'operaterg ha sugli stati a/ fisso:

Y
Ezf?n;ozwlAg;a52 f2~10"eV 2.

2
Q5 = Oé(sij + 4 (Jle + JpJ; — 3J2(5”) . (884)
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Il secondo termine ¢ il tensore simmetrico a traccia nulla costruibile/cola cui immediata-
mente

1 1
SE(J,J.) = 752 {a+25((]3 — §J(J+ )| . (8.85)
Notiamo chex rappresenta il baricentro dello spostamento energetico: fare la traccia € la stessa

cosa che sommare siy quindi la somma sui vari termini proporzionaljdesi annulla, il che
si puo verificare anche direttamente notando che

1 J.=+J 1
J2=ZJ(J+1).
2T+ 1 ];] :=3J+1)

Notiamo infine che gli stati col’, opposto sono degeneri. Questa &€ una conseguenza del
fatto che I'Hamiltoniana totale, compresa la perturbazione, € invariante per riflessioni attorno
ad un piano passante per I'assees. il pianozz. In questa operazione la proiezioig del
momento angolare cambia segno, quindi due stati che differiscono per il seghosdno
necessariamente degeneri.

Le costantic, 5 dipendono dallo stato, cioé da S, J per un atomo, ma é chiaro che, essengpun
tensore costruito con le sole variabili orbitali, la dipendenzd @asolo indiretta, via la costruzione degli

stati con i coefficienti di Clebsch - Gordan. Si puo allora prima esprimere I'elemento di matrice usando
le sole variabili orbitali, col che il teorema di Wigner - Eckart impone

ij =adi;+b <LiLk + LiL; — %L%ij) . (8.86)

| coefficientia, b dipendono ora solo dal multipletto considerato, ciod.d&. Esprimendo ora il tensore

(8.86) in termini di quello in (8.85) si trova la relazione tras e a, b. |l risultato

3(JL) [(2(JL) — 1] — 2J(J + 1)L(L + 1)
J(J+1)(2J —1)(2J + 3) ’

a=a; [B=0b (8.87)
doveJL siricava dall'identita
WL=—-J-LYP+X+L°>=JJ+1)+L(L+1)—8(S+1).

Il lettore pud trovare una dimostrazione della (8.87) negli esercizi.

Nel caso di effetto Stark dello stesso ordine della separazione di struttura fina per determinare
la separazione dei livelli occorre diagonalizzare simultaneamente le due perturbazioni, cioé

AL~S—%EQ [a+2b(L§—;L(L+1)>} ,

sul multipletto in esame. Un calcolo analogo é stato esposto nel capitolo 3 a proposito dell’i-
drogeno, il caso di un doppietto di spin & proposto come esercizio.

8.7.2 Interazione di quadrupolo

Per un campo disomogeneo si ha un accoppiamento di quadrupolo come indicato nella (8.72):

1
Hq = Qi0i0;V 5 Qij = > ea (3raira; — 12 08;) - (8.88)
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Per calcolare I'effetto sui livelli energetici dell’Hamiltoniartk, occorre calcolare gli elemen-
ti di matrice del tensor€);; sugli autostati del’Hamiltoniana imperturbata. Cominciamo col
notare che per uno stato cdn=0,J = 1/2,

(n,J =0|Q4|n, J=0)=0; (n,J= %|Qij|n,J = %) =0. (8.89)

Infatti Q;; si trasforma come un momento angolare 2 e I'elemento di matrice (8.89) & nullo per
le regole di selezione sul momento angolare: la somma di un momento angolare 2 (il quadru-
polo) e di un momento angolare= 0, 1/2 (lo stato) ha come risultato un momento angolare
2, 02 4+ 1/2 che non ha quindi proiezione sul sotttospazio degli stati a momento angolare
0 e 1/2. Quindi solo gli stati con momento angolafe> 1 possono avere un momento di
quadrupolo.

PerJ > 1/2 si puo ottenere una certa semplificazione utilizzando il teorema di Wigner-
Eckart. La media del tensore a traccia ndllg deve essere proporzionale, su un multipletto
a J fissato, al tensore simmetrico a traccia nulla costruitoLoQuindi per uno staty) =
|n, J, J.), n indica i numeri quantici aggiuntivi rispetto.4 J,

3Q

WIQuI) = 3757

2
I (5 + 330~ 2028, ) ). (8.90
La normalizzazione nella (8.90) é stata scelta in modogheoincida con il valor medio di
Q.. sullo stato con il massimo valore di nel multipletto, cioeJ, = J, come & immediato
verificare. Per brevita la (8.90) sara scritta nella forma

3Q s

2
= Sy + Jj s — 23255 ) 8.91
e s e detto direttamentmomento di quadrupoldello stato.
Notiamo che&y);;, al contrario del dipolo, € pari sotto inversione spaziale, quindi la simme-
tria sotto parita impone che siano nulli elementi di parita diversa, e non impone vincoli per il

valor medio su uno stato.

Esempio.Consideriamo un campo esterno a simmetria assiale, chiami&agse di simmetria. Poiché
deve valere I'equazione di Laplace pee poiche stiamo assumendo simmetria assiale si deve avere

Db =00 =A; 2P =—24.

Tutte le altre derivate seconde sono zero perché non sono invarianti per rotazioni attornozall’asse
L'Hamiltoniana di interazione si riduce percio a

1 1
HQ = E(me + ny - Qsz)A = _inzA .
Nell'ultimo passaggio abbiamo usato il fatto ofde; € a traccia nulla. Utilizzando la (8.90) si ha

Qs

=570, -1)

(J(J+1) - 3M?) | (8.92)

doveM é l'autovalore diJ,.

Come e sottinteso dalla notazione il numé}g dipende daJ, cioé dal momento angolare
totale. D’altronde I'operatoré);; &€ composto da sole variabili orbitali. Se la separazione di
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struttura fine € maggiore dell’energia di interzione di quadrupolo, cosa che senz’altro suporre-
mo, L, S sono buoni numeri quantici quindi deve essere possibile esprig@hgliatermini di
sole variabili orbitali, ovvero, scrivendo il teorema di Wigner-Eckart per la sola parte orbitale:

3QL 259
ii==————— | LiL; + LiL; — L%0;; | . 8.93
@i 2L(2L—1)< it 37 (8.93)
La (8.93) & intesa come valor medio sulle sole funzioni d’onda orbitali, trascurando le variabili
di spin.

La relazione fra i coefficienti dei tensori nelle due espressioni dipende solo dal teorema di
Wigner-Eckart, non dal particolare tensore considerato, ed ¢ la stessa di quella gia vista per il

tensore di polarizzazione

3Q;,  3QL
2J(2J +1)  2L(2L —1)

-d(J,L,S), (8.94)

la costantel(.J, L, S) & quella che compatenella (8.87) (vedi esercizi). In particolare per i
doppietti,S = 1/2, si ha:

QL perJ =L +
Qs =14 (L-1)(2L+3) _
TIeLin) @ per/=1L-

(8.95)

NI= N|=

8.8 Effetto Zeeman

In questo paragrafo vogliamo studiare I'effetto di un campo magnetico sui livelli energetici di
un atomo. Cominciamo col richiamare la teoria classica, dovuta a Lorentz. Classicamente ad
una riga spettrale di frequenzg € associata l'oscillazione di un elettrone. Lintroduzione di
un campo magnetico su un modello di elettrone legato elasticamente porta alle equazioni del
moto

mi'c:—mw%x—&—%vABE—mng—%v/\B. (8.96)
Scegliamo il sistema di riferimento in modo cBesia diretto lungo I'asse. Il sistema (8.96)
descrive due oscillatori perpendicolari al campo, nel pianped uno parallelo, quello lungo
'assez. Per capire intuitivamente l'influenza 8 sul moto, ricordiamo che le equazioni del
moto in un sistema di riferimento ruotante con velocia angolare uniféraescrivono

mv=F4+2mvAQ+mQOQA(xAQ), (8.97)

il secondo termine nella (8.97) e la forza di Coriolis. Per piccoli campi magnetici quin-
di un oscillatore in campo magnetico € equivalente ad un oscillatore visto in un sistema di
riferimento ruotante con velocita angolare

le| B

Q=—-wrz; wp = —, (8.98)
2mc

11Queste relazioni, e I'analoga per; possono essere formulate in termini dei simboli 6 definiti nelle appendici
§10.4.
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al primo ordine nella velocitad angolare. Questa affermazione ovviamente si estende a qualun-
que sistema, non solo agli oscillatori ed &€ nota co@eeema di LarmorlLa velocita angolare
wy, € chiamatdrequenza di LarmarSottolineiamo che la rotazione e risultata oraria perche la
carica dell’elettrone € negativa.

Un moto circolare antiorario (+) o orario (-) & descritto nel piang dai vettori posizione

x4+ = A(coswot, sinwgt) ; x_ = A(coswpt, —sinwpt) , (8.99)

quindi un’oscillazione lineare, ad esempio quella lungo I'asped sempre essere vista come
la sovrapposizione di due moti circolari:

1
A(coswpt, 0) = §(x+ +x_).

Se passiamo ad un sistema di coordinate rotante con velocita angglamesenso orario

chiaro che il moto antiorario, rispetto all'asse fissat@Jjda una velocita angolare dj +wr,

mentre quello orario ha una velocita angolaregli- w;,. Quindi I'effetto del campo & quello

di separare i tre modi di vibrazione in tre frequenze distintew, + wy. Classicamente ogni

riga spettrale in campo magnetico dovrebbe quindi separarsi in tre componenti, la separazione
fra le righe e fissata da;, = |e| B/2mc.

Si ha un’altra conseguenza importante. Classicamente l'intensita dell'emissione di luce &
proporzionale al quadrato dell’'accelerazione della carica nella direzione trasversa a quella di
osservazione. In un oscillatore I'accelerazione é proporzionale al dipolo del sistama:

d = —w?d.

Quindi osservando la luce lungo I'assdl dipolo oscillante lungo quest’asse non contri-
buisce all’emissione e si osservano solo due righe, a frequenzew,, con polarizzazioni
circolari, essendo il dipolo sul piangy rotante. Per I'esattezza il dipolo antiorario ha frequen-
Zawyg + wr,, quello orariowg — wy,, quindi la luce con polarizzazione sinistra (+) ha frequenza
piu alta.

Viceversa osservando lo spettro in direzione ortogonale al campo, in direzaio@mo,
si vedono solo gli effetti delle componenti del dipolo lung@ y, quindi una riga con luce
polarizzata linearmente lungoa frequenzay, e due linee a frequenze, + wy, polarizzate
linearmente lungg, dovute alle componenti di Fourier dei due moti nel piano. In direzione
generica, come il lettore puo facilmente verificare, si osserva una linea con polarizzazione
rettilinea lungo I'asse: e due linee con polarizzazione ellittica a frequengat wy. La
fenomenologia descritta finora prende il nomeffietto Zeeman normale

In meccanica quantistica I'effetto di un campo magnetico € di aggiungere all’Hamiltoniana
imperturbata il termine

€

Hp = — (L+gs)-B. (8.100)
2me

g & il fattore giromagnetico dell’elettrone, assumiamo direttamegnte 2 per semplicita.
Chiamanda: la direzione del campo magnetico e misurando i momenti angolari in unita di
£ = hL etc., la (8.100) si scrive:

le| BR

S (Lx +28.) = hwr (L +252) . (8.101)

Vediamo quindi che ricompare la frequenza di Larmor che pud anche essere scritta in termini

del magnetone di Bohr:
h(.«JL = |,[LB|B . (8102)
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La (8.101) vale per un qualungue numero di elettroni, perché ovviamente il cBnagisce
su tutti gli elettroni del sistemal, S rappresentano I'operatore momento angolare totale e
I'operatore di spin totale del sistema.

In generalel, e S non sono separatamente conservati, come abbiamo visto, a causa delle
interazioniL - S, e questo implica che gli effetti del campo magnetico dipendono in qualche
modo dalla struttura fine del sistema. Per capire le energie in gioco notiamo che

|up| =~ 5.788381749 - 10 ° eVT '~ 58-10°eVT . (8.103)

Il Tesla, (T), cioél0* gauss in unita CGS, ¢ l'unita di misura del campo magnetico. L'ordine
di grandezza della struttura finaa.u. ~ 10~* — 10~° eV, quindi per piccoli campi, molto
pit piccoli di un Tesla, la separazione di struttura fine non & trascurabile mentre per campi
grandi possiamo trascurarla, il discrimine é fornito dal rapporto fra la frequenza di Lagmor
e la separazione di struttura fing-g. Talvolta per campi piccoliy;, < wgg Si usa il nome
di effetto Zeemgrmentre per campi intermediy;, ~ wrg, 0 grandiwy, > wrg Si parla di
effetto Paschen-Back
Cominciamo dal caso semplice in cui non c’é lo spin, cioe consideriamo staf eo.
Questo naturalmente non € il caso dell'idrogeno o dello spettro dei metalli alcalini, ma illustra
bene la connessione fra caso classico e quantistico. Fra I'altro in questo caso si deve riottenere
proprio il limite di grandi campi magnetici, in cui si trascura la struttura fine e quindi lo spin.
Per capire bene quanto segue occorre ricordare le regole di selezione per I'emissione di
dipolo, vedi cap.4. Le righe spettrali piu intense in uno spettro sono quelle dovute a transizioni
di dipolo elettrico, esattamente come nel caso classico:

(f1d|7) ; transizionei — f . (8.104)

Se consideriamo I'assecome asse di quantizzazione del momento angolare possiamo scrivere
le tre componenti indipendenti del dipolo nella forma

do;  dy =dy+idy,;  d_=d, —id,; (8.105)

esattamente come si fa per il momento angoldrsi comporta come un vettore per rotazioni
spaziali quindi le regole di selezione pkrnella (8.104) sond\L = 0,+1, la transizione

AL = 0 e proibita nel caso di un singolo elettrone per ragioni di parita, lo stato ha parita
(—1)% solo nel caso di un singolo elettrone. La transiziane- 0 & proibita. Per quanto
riguarda le singole componenit, emissione

d, luce polarizzata rettilineamente lungo z (8.106a)
d_ luce polarizzata circolarmente + (8.106b)
dy luce polarizzata circolarmente - (8.106¢)

Le regole precedenti sono semplici da capire: un fotone polarizzato circolarmente sinistro
emesso lungo I'asseha un’unita di momento angolareh lungo I'assez, questa € “portata
via” all'atomo attaverso un elemento di matriée che abbassa di 1 la componerite del
sistema atomico. In assorbimento i ruolidli, d_ nelle (8.106b),(8.106c) si invertono.

In assenza di spin I'Hamiltoniana (8.101) & immediatamente diagonalizzabile

HB = th Lz , (8107)
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quindi si ha una serie di liveliquispaziatil'intervallo di energia fra due livelli consecutivi
é hwy, ed il numero di livelli2L + 1, il numero di possibili valori diL,. Notiamo che la
separazione & simmetrica attorno al livello imperturbato originario, che corrispabde-a.
Consideriamo ora una transizione fra due livelli atomicif. Siahwy = E; — Ef la
frequenza della riga associata alla transizione in assenza di campo magnetico. Se il livello
ha spin 0, anche il livelg’ ha spin 0 perché le transizioni di dipolo elettrico non influenzano
lo spin. Quindi la separazione in campo magnetico nei due livelli € la stessa, data sempre
dall'espressione (8.107). Se riportiamo accanto lo schema dei due livelli, facendo coincidere
il baricentro conL, = 0, abbiamo la figura 8.5, fatta nel casp = 2, Ly = 1. Le transizioni
possono avvenire, in virtu delle regole di selezionelssolo fra livelli adiacenti, cioé con lo
stessd.., o fra livelli che differiscono di un posto.

1B dz

Figura 8.5: Effetto Zeeman normale.

Come si vede bene dalla figura le transizioni possibili avwengono nel modo seguente

AL, =0 operatore: d, — pol. rettilinea freq. hw =FE; — By = hw
AL, =+1 operatore: d,. — pol. — freq. hw = A(wg —wy)
AL, =+1 operatore: d_ — pol. + freq. hw = A(wo + wy)

Questa € esattamente la situazione classica: si ha una separazione in tre righe e la frequenza di
separazione € proprio la frequenza di Larmor. Le proprieta di polarizzazione dei fotoni sono
in accordo con le aspettative classiche.

Supponiamo ora che i due stati abbiano spin ma il campo magnetico sia molto grande, in
modo da poter trascurare la struttura fine, siamo nel caso limite dell’effetto Paschen-Back. |
livelli iniziali hanno una generazion@L + 1)(2S5 + 1), e sono degeneri appunto perche tra-
scuriamo la struttura fine. In questo caso possiamo prendere come base|di €tatiS, S.)
che naturalmente & una base completa nel sottospazio dell’Hamiltoniana relativo al livello con-
siderato: mancando l'interaziordeS, L, ed S, continuano ad essere buoni numeri quantici.
L'Hamiltoniana (8.107) & di nuovo diagonale in questa base con autovalori:

hwr, (L, + 285.) (8.108)

Questo spettro & praticamente identico a quello di prima: livelli equispaziatigi L, + 25,
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varia fra—(L + 25) e (L + 2S) per un totale di
#livelli =2(L+2S)+1 (L#0); #liveli =25+1 (L=0). (8.109)

Il baricentro dello spettro & ancora I'energia imperturligggperched L, = 0= >_5,. Ad
esempio pel. = 0,5 = 1/2 i due livelli sonokwy + hwry, il centro & zero ma nessuno dei
due livelli coincide col centro.

PerL > 0, poichéL, puo variare di una uni-

ta e2S, é intero, i livelli sono distanziati fra |_Z

loro sempre della stessa quantitayr,: qui & o deg.1
essenziale I'uguaglianza = 2, naturalmente. /

La cosa che cambia rispetto al caso= 0 & 2 o o deg. 1
semplicemente il numero e la molteplicita dei A

singoli livelli. Gli autovalori (8.108) vanno da 1 e ~° deg. 2
—L — 25 a L + 25, distanziati di uno. La N
molteplicita & data da quanti modi si puo fa- 0 o g o deg.2
re un numero in questo intervallo sommando  _1 ¢~ T4 deg. 2
L, edS,. Per contare la degenerazione si puo ¥

ad esempio partire da un dalg ed aggiun- -2 o7 ™o deg. 1
gere o sottrarr@S, per i vari S, e contare in N

quanti modi si arriva ad un dato numero. La si- "o deg. 1
tuazione & semplificata nella figura accanto per

L=2.5=1)2.

Se invecel. = 0 si hann®S + 1 livelli, con separazione dihwr,.

In una transizione di dipolo elettrico lo spin non cambia e si hanno tre righe spettrali, legate
alla regola di selezionA L, = 0,+1, quindi nel caso limite di un forte campo magnetico si
ha I'effetto Zeeman normale, anche in presenza di spin.

Passiamo ora al caso di campi piccoli rispetto alla struttura finejeige< Erg. Innan-
zitutto quanto visto finora ci dice che per campi piccoli ma ancora grandi rispetto alla struttura
iperfina, che ricordiamo & dell’'ordine @0 —3 Erg, possiamo trascurare gli effetti del nucleo.
Questa situazione quindi € quella tipica per campi fra 1 Tesla, che corrispondono ad un’energia
magnetica di circd.8 - 10~°eV e10~3 T ~ 10 gauss regime in cui eventualmente possono
intevenire effetti legati al nucleo atomico.

Supponiamo per fissare le idée> S. Sappiamo allora che un dato livello si separa in
virtu dell'interazione spin orbita iBS + 1 livelli con J variabile dal. — SalL + S.

Supponendo come gia defiaw;, < Erg possiamo applicare la teoria delle perturbazioni
degenere ad ogni livello di struttura fine, questo significa appunto trascurare termini dell’ordine
upB/FErs < 1. chiamandax I'insieme dei numeri quantici che individuano il livello, una
base per 2J + 1 stati in questione & naturalmente J, J,). L'Hamiltoniana

Hp = hwy (L. + 28.) (8.110)

e invariante per rotazioni attorno all’'assequindi commuta cor/, ed e diagonale in questa
base. Si tratta quindi di calcolare gli elementi di matrice diagofali/, J.|L.|«, J, J.) e gli
analoghi pers.,.

Il teorema di Wigner-Eckart ci assicura che all'interno di un singolo multipletto tutti i
vettori hanno elementi di matrice proporzionali, quindi in particolare sono proporziodali a
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Gli elementi di matrice dell’Hamiltonian& gz hanno percio la forma

HB = thgJJz . (8111)

Il fattore gy viene chiamatdattore di Landé
Il calcolo di g; € una semplice applicazione del teorema di Wigner-Eckart: all'interno
del multipletto gli elementi di matrici di qualunque vettore sono proporzionali agli elementi
di matrice diJ, quindi come matrici2J + 1) x (2J + 1), cioesolo all'interno di questo
multipletta
L=cJ; = cJ*°=(L-J). (8.112)

Usanda] —L=SeJ?+L?-2J-L=S?siha
1 1
J-L=g (J*+L%-8%) = ST+ 1)+ LL+1) =SS +1)] (8.113)
ed infine dalla (8.112), per gli elementi di matrice:

J(J+1)+ L(L+1)—S(S+1)
2J(J + 1)

JJ+1) = LIL+1)+S(S+1)
2J(J + 1)

L= J; S= J.

Per gli elementi di matrice d8 basta scambiare il ruolo di e S. Dalle formule precedenti
otteniamo, per gli elementi diagonali Hig:

. J[J(J+1)+L(L+1)—S(S+1)+2J(J+1)—L(L+1)+S(S+1)
WLz 2J(J +1) 2J(J +1)

B J(J+1) = L(L+1)+ 8(S +1)

= hwrJ. {1 * 2J(J + 1)

Quindi il fattore di Landé vale

JWJ+1)—-LIL+1)+S(S+1)
=1 . 114
gr =1+ 27(J + 1) (8.114)
Se il fattore giromagnetico dell’elettrone non & 2, dakd)(si ha:
JJ+1)—L(L+1)+S(S+1
gy =1+ (14 (g-2) IFV=EEFD+SEFD (8.115)

2J(J +1)

Perg; = 1 la separazione dei livelli energetici indicata nella (8.111) € quella classica. Vediamo
che perS = 0, ad esempigy; = 1, la cosa € consistente con quanto aspettato perché in questo
caso non c'e separazione di struttura fine.

Perg; # 1 livelli continuano ad essere equispaziati ma con intervally, g;. Gia
guesto e in contrasto con una interpretazione “semiclassica” dell’effetto, in cui per il teorema di
Larmor, cioe il ragionamento fatto all'inizio del paragrafo, dovremmo avere delle separazioni
th.

L'effetto piu evidente comunque si ha sul numero di righe: nella transizione fra due livelli
in generale il fattorg ; cambia, quindi la spaziatura fra i due livelli € differente e con riferimen-
to alla situazione riportata in figura 8.5 la frequenza dipende da quale particolare sottolivello
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si considera. Prendiamo ad esempio una transizione da uno uno stato con un mohashto
uno stato con momentd’ < J;. Le transizioni indotte dd., conA.J, = 0 hanno frequenza:

hw = (E; — Ef) + hwr (9], — g5 J!) = hwo + hwr T2 (g — g5) » (8.116)

chedipendeda J,. Allo stesso modo una transizione indottadia che, ricordiamo é quella
che da luogo alla luce polarizzata sinistra, compdtta= J/ + 1 e quindi ha frequenza

hw = (Ei = Ef) + hwr (902 — g5 J]) = hwo + her [T (g9: = g5) + 9] - (8.117)

Anche qui si hanno frequenze diverse al variare del sottolivello Zeeman. In conclusione si
hanno piu di tre righe, I'effetto Zeeman viene degféetto Zeeman anomal®lotiamo che in
realta I'effetto Zeeman anomalo € la norma, in pratica a campi magnetici ragionevoli I'unico
caso in cui si ha effetto Zeeman normale € il caso inssi 0 0 in generale i fattori di Landé
dei due livelli sono uguali.

E facile convincersi che per una transiziane> f in emissione, cow; > J¢ gli sposta-
menti in frequenza, il numero di righe e la polarizzazione sono dati da

d. hwp (J:(9: —gr)  #righe:(2Jy + 1) (8.118)
d- hwp (J(gi—gp) +gi #righe:(2; + 1) [L. < Jp—1 #=2Jy
d+ hwy, (Jz(gifgf)fgi #I’Ighe(QJf+1) [Jz > *Jf+1 #:2Jf]

Dove J, varia da—J; < J, < Jy. Lultima colonna si riferisce al caso in cui; = Jy.
Lasciamo al lettore I'esercizio di scrivere I'analoga tabella nel caso in cui lo stato iniziale
abbia momento angolare piu piccolo.

Come esempio concreto consideriamo la riga gialla del sodio. Il sodio & un metallo alca-
lino con un elettrone periferico in uno state, per usare la terminologia vista nell'atomo di
idrogeno. La riga gialla in assorbimento corrisponde alla transizdene> 3p, in emissione
ovviamente alla transizion& — 3s. Gli altri elettroni fanno da spettatori e costituicono
un insieme chiuso cor = 0,5 = 0, quindi i numeri quantici dell’'atomo dipendono solo
dall’elettrone periferico.

Lo stato3p haL = 1 e S = 1/2 quindi ha una struttura fine, con due livellifa= 1/2 e
J = 3/2. In effetti la riga gialla € costituita da due righe distinte con lunghezze d'onda

3p1j2 — 3s1/2 1 5895.924 A ; 3ps/2 — 3s1/2 1 5889.950 A (8.119)

La prima riga ha lunghezza d’onda piu grande (frequenza piu piccola) in accordo col fatto gia
rilevato che il coefficiented nell’hamiltoniana di struttura finel - s & positivo per il caso

di singolo elettrone (come nell'idrogeno). Si stima immediatamente che la separazione di
struttura fine rispetto alla frequenza diriga &

AE/E ~ AXX ~ 1073
Come valore dell'energia, dalla (8.119) si ha
E3jp— Eijp ~2.1-10"%eV, (8.120)

in perfetto accordo con quanto aspettato per una tipica interaziGn®alla (8.103) discende
che per campi fino a qualche centinaio di gauss siamo in regime di campo debole.
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| fattori di Landé dei vari livelli si ricavano dalla (8.114):

9(3s1/2) = 2;

9(3101/2) = % ;

9(3293/2) = % ;

e danno luogo, v.(8.111) agli spostamenti di energia:

0E(3s1/2) = *hwy ;

SE(3p1)2) = £5 hwy ;

Uno schema delle transizioni é riportato in figura 8.7.

Jz Iz
+3/2 | 200
Nd
N
\\
d; d,
+1/2 [+1/3W0 - + Q@ +1/2 [ +230 Z——) + O
N S Ay
e
N d N d
- “d Pl
12 |3 ———» oy 12 |23 @ dz _; -,
d, b
/7
//d+
7/
-3/2 2 (QL
3p112 3s172 3312 35172
Figura 8.6:Effetto Zeeman anomalo per il sodio.
Dalla figura si ricavano direttamente gli spostamenti in frequenza
2 2 4 4
3p1/2 — 3512 d,:(z,—2)hwr d_: -huwy, dy : —=hwp
373 3 3
1 1 5 5
3p3j — 38172 dy: (ga —g)th d_: (ga Dhwr  dy: —(gyl)th

in accordo con la (8.118). La prima riga si divide in 4 righe e la seconda in 6.

Figura 8.7:Effetto Zeeman anomalo per il sodio. Separazione del doppietto (primo grafico) e distin-
zione delle righe per polarizzazione, le superiori corrispondono a transizioni indodtg tainferiori
indotte dad.
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Complementi
8.A Hf

Come I'atomo di idrogeno rappresenta il sistema atomico pit semplice, Idigneppresen-
ta I'esempio pit semplice di legame molecolare, uno stato legato di due protoni e un elettrone.
Faremo qui un breve cenno sulla natura di tale legame, che essendo pur sempre causato dal-
le interazioni elettrostatiche Coulombiane, esibisce delle caratteristiche piuttosto diverse dal
legame atomico che abbiamo esaminato in questo capitolo.

Trascurando il moto del centro di massa I'Hamiltoniandidi & data da

g=Pr ¢ P ¢ < (8.122)

doveR e la posizione relativa tra i due protompg I'impulso relativo, p I'impulso dell’e-
lettrone. Si tratta di un problema di tre corpi; non ci si apetta di poter risolvere il problema
esattamente o analiticamente.

La massa del protone e cir@800 volte quella dell’elettrone. Quindi meccanicamente
una molecolaf;~ & uno stato legato di due protoni, circondato da una nuvola elettronica.
Osserviamo che in assenza dell’elettrone, tuttavia, il resto del sistema consiste di due protoni
che si respingono per la forza Coulombiana, senza possibilita di formare uno stato legato. La
distribuzione elettronica causa un debole legame molecolare.

Poiché la massa del protone & enorme rispetto alla massa dell’elettrone, la frequenza del
moto dell’elettrone € molto pit grande rispetto alla frequenza caratteristica del moto tra i due
protoni: quest'ultimo moto allora puod essere trattato adiabaticamente rispetto al moto dell’e-
lettrone (approssimazione di Born-Oppenheimer). Consideriamo quindi la quantizzazione del
moto elettronico & fisso, per cominciare. &R > rg, doverg = nf;
sistema é essenzialmente una sorta di doppia buca, I'elettrone si muove in due buche di poten-
ziale coulombiano, molto distanti fra loro. In prima approssimazione I'elettrone € nello stato
fondamentale dell’atomo formato con uno dei protoni. Visto che I'elettrone puo stare o vicino
al protone 1 o al protone 2, lo stato fondamentale & doppiamente degenere. Consideriamo lo
stato in cui I'elettrone & legato al protone 1. Nell’Hamiltoniana ridotta, trascurando il termine
cinetico dei nuclei,

p2 62 62 62

H=———+——— 8.123
2m  r + R r ( )
gli ultimi due termini dovuti al secondo protone possono essere considerati come una pertur-

bazione. PeR >> rp possiamo approssimare

2 2 2 2 2

% _ % _ % TRl %Z ( ) Py(cosb), (8.124)
=1

dover; - R = r1 R cos . Al primo ordine in4 si ha allora

2 e2

e
H'z—ﬁrl cos@z—ﬁz (8.125)
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e il problema siriduce alla polarizzabilita dell’atomo di idrogeno in un campo elettrico esterno,
& = +%. Questo problema e stato studiato nel Capitolo sulla Teoria delle perturbazioni, nelle
sezioni 3.3, 3.C. La correzione al primo ordine si annulla ovviamente: il risultato al secondo
ordine & ( ) e .

(n€m|z|100 9e
AE = - = - 8.126
Z Ei00— Enem 4 R* ( )

n,f,m

In realta, questa analisi, perturbativaf non cattura un effetto non perturbativo importante:
I'effetto tunnel per cui I'elettrone “salta” da un protone all’altro. Il problema & analogo a
guello che si presenta nel problema di una doppia buca unidimensionale, che & stato trattato
nella Sezione 6.9. Lo stato fondamentale, doppiamente degenere, si divide in due livelli vicini,
con uno scarto proporzionale all'ampiezza di tunnelling

Re 2

B

AE = Ce—%de\/im(V—E) _ Ce_R/TB,

(8.127)

(per il calcolo della costante vedi [?], 881). Lo stato fondamentale corrisponde alla combi-
nazione simmetrica

o = %wo(rl) +1po(r2)) (8.128)

L'energia dello stato fondamentale risulta quindi

(8.129)

Sia I'effetto perturbativo (polarizzazione della nuvola elettronica) sia quello non perturbativ
(effetto tunnel) sono attrattivi, e tendono a diminuire il valordrdi

Osserviamo che, a tutti gli ordini perturbativi i’, la doppia degenerazione dei livelli
rimane esatta; soltanto gli effetti non-perturbativi (effetto tunnel) la eliminano. In altre parole,
anche se a grandR il termine a potenza in}q € certamente dominante rispetto al termine
esponenziale, quest’ultimo da il contributo dominante nella differenza tra le energie dello stato
fondamentale e del primo stato eccitato.

Per comprendere I'aspetto qualitativo dello stato fondamental&;dituttavia, & neces-
sario studiare il regime dR ~ rp dove le approssimazioni considerate sopra non sono piu
adeguate. La debolezza del legame molecolare, suggerisce che una funzione d’onda del ti-
po Eg. (8.128) non & molto lontana dalla funzione d’'onda reale. Come semplice Ansatz
variazionale, possiamo considerare una forma

U = ¢y 11 + ca 1o, (8.130)
P1(r) = P1oo(r1); Pa(r) = P1o0(r2); (8.131)

doveR, ¢; e ce SONO parametri variazionali, e dovg ¢o(r1) € lo stato fondamentale dell’a-
tomo di idrogeno (attorno al protone 1), e analogameénig (r2). La soluzione del problema
agli autovalori con la funzione di prova di forma Eq. (8.130) richiede qualche cura per il fatto
che le funzioniyy go(r1) € 1100(r2) Non sono ortogonali. Infatti a fissB I'equazione da
risolvere si riduce all'equazione agli autovalori di

HU=ET, (8.132)
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Figura 8.8:Coordinate ellittiche pefl; .

cioé
(Hll—ESll)Cl—‘r(HlQ—ESlQ)CQ:O, (8133)
(Ha1 — E S21)c1+ (Heo — E Sa2)co =0, (8.134)
doveS;; = (¢s|v;); Hij = (¥i|H|Y;), che determina; » a parte la normalizzazione, e

E come funzione diR. Con la scelta delle variabili indipendenti, (s, ¢) — vedi Fig. 8.8—
Rl = (Oa Oa R/2)1 R2 = (07 07 _R/2)1

r=r—Ry| =22+ 2+ (2 — R/2)?, (8.135)
ry = |r — Ra|r = |r — Ry| = V22 + 92 + (2 + R/2)2, (8.136)
tan(b = g7 (8137)
z
1
dr = = dryry drars do, |[R—ri|<re < R+mr, 0<r <oo, (8.138)

il calcolo dei vari integrali che appaiono iff;; e S;; risulta elementare. Per esempio,
“l'integrale di scambio”S = S12 = (¥1]12) = (¥2]11) da (ponendo s = 1)

R2
Spp=e B+ R+ ?) : (8.139)
Gli autostati (ortonormali) dH sono combinazioni simmetriche o antisimmetriche,
1
= + , 8.140
¥a) T ([¥1) £ [¥2)) ( )

con autovalori corrispondenti, in unita atomiche:

2¢ 1+ RV+2{1—e2R1+R
Py = L[ 25 2R R e )
2 R 1+e 81+ R+ R%/3)

(8.141)

Soltanto nello stato simmetricg{ ) i due protoni si attraggono e uno stato legato si forma, con
R ~ 2rp. PerR — oo I'energia tende a quella di un atomo di idrogeno naturalmente. Nello
stato antisimmetricoy{_) i protoni si respingono e nessun legame & possibile, vedi fig.8.9.
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Figura 8.9:Energie (in Rydberg) per lo stato fondamentae ed il primo eccitato per la moledéja di
Nella seconda figura il calcolo variazionale per lo stato fondamentale (linea continua) € riportato assieme
all'espressione approssimata 8.141 (linea tratteggiata).

L'energiaE, (R) viene successivamente trattata come potenziale per il moto relativo tra i
due protoni,

1
V(R) = E{(R) = Epin + 592 (R— Rpin)* + ..., (8.142)

che introduce, dopo la quantizzazione, dei livelli vibrazionali. In una molecola piu generale,
I'attrazione dovuta alle interazioni elettroniche da luogo alle posizioni dei nuclei atomici co-
me una struttura solida tridimensionale. Per es., la mole¥at; ha la nota struttura di una
piramide con una base data da un triangolo regolare formato dai tre atdihi da quan-
tizzazione delle oscillazioni attorno a tale posizione di equilibrio dei nuclei da luogo a un
complicato spettro vibrazionale. Infine, vanno considerati i gradi di liberta rotazionale (nel
caso sopra, dell’asse protono-protone), come corpo rigido, con conseguenti livelli rotazionali.
Vedi [Davydov, Landau3], per es., per una discussione dei livelli molecolari.
Quantitativamente I'approssimazione Eq. (8.130) risulta non di grandissima precisione.
Il calcolo piu preciso richiede un approccio variazionale. Le differenze fra i risultati sono
riportate in fig.8.9. Il lettore pud consultare per i dettagli del calcolo il notebook: H2piu.nb.

8.B Approssimazione di Thomas - Fermi

Un’approssimazione per certi versi pit semplice di quella di Hartree, e di grande valore meto-
dologico, é quella semiclassica, introdotta indipendentemente da Thomas[Thomas] e Fermi[Fermi].
L'idea di base & che per grandiil numero di elettroni & elevato e quindi puo essere ragio-
nevole affrontare il problema con metodologie statistiche: ogni elettrone sentira un potenziale
“medio” determinato in modo autocompatibile, come nel modello di Hartree.
Un gas di Fermi degenere € un insieme di fermioni (liberi) nello stato di minima energia.
Se pensiamo ad una trattazione semiclassica dobbiamo immaginare una situazione in cui la
lunghezza d’onda associata alle particella & piccola, quindi gli impulsi di de Broglie grandi,
e, in questa situazione, possiamo pensare al campo medio in cui si muovono gli elettroni come
una funzione praticamente costante su zone grandi rispettola effetti la condizione di
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semiclassicita
mhF

p3

<1, (8.143)

impone proprio che la variazione spaziale del potenziale (cioe la fB)zsia piccola. In
ognuna di queste zone, di volume piccdld attorno al puntar, possiamo trattare gli elettroni
come liberi ma soggetti ad un potenziale costante), & il potenziale elettrostatico. Nello
stato di minima energia gli elettroni saranno distribuiti secondo il principio di Pauli, in celle
distinte dello spazio delle fasi, caratterizzate da impulsi via via crescenti, fino ad un massimo,
pr, 'impulso di Fermi. Sian € la densita numerica degli elettroni, il numero di elettroni in un
volumedV, pdV, & uguale al (doppio del) numéfadi celle dello spazio delle fasi:

d3p 81 DF p3
P /|p|<pF (2mh)3 Sm3h3 /0 pap 3m2h3 7
uindi
q 5
p=—L_. (8.144)

3m2h3
L'energia, classica per elettroni attorno al punteale p?/2m — |e|®(r) e, per quanto detto,
la massima energipossibile &

PR d(e) — lold
ST~ |el®(r) = ~|elBo(r) -
d, deve essere costante, altrimenti si avrebbe un flusso di elettroni dalla zona di massima
energia piu grande a quella di energia piu piccola che farebbe diminuire I'energia totale, ma
siccome supponiamo di descrivere lo stato di minima energia questo non pud aceg@geare.
guello che in meccanica statistica gioca il ruolo di potenziale chimico, il fatto che sia costante
e in accordo con i principi generali dell’equilibrio statistico.

Si ha quindi la relazione ,
Pr
o = le|(@(r) — Do) - (8.145)
Per stati legati deve essefg > 0, in modo che I'energia totale sia negativa. La relazione
(8.144) ci dice che nei punti in cd@(r) = @, la densita elettronica si annulla, si ha cioé il
confine (semiclassico) dell'atomo. Ora al di fuori di di una densita sferica di carica, con carica
totale nulla, come un atomo neutro, il potenzi@é-) & nullo (con la scelta usuale di porre
a 0 il potenziale all'infinito), ma la (8.145) impor(r) > ®,. Siccomed, non puo essere
negativo, considerando il limite per— oo seqgue®, = 0. La situazione sarebbe diversa per
degli ioni, ma nel seguito ci limiteremo al solo caso di atomi neutri.

Le relazioni (8.144), (8.145) danno una relazionefead, infatti eliminandop - si ottiene:

h2

= (3220)*° = e| @ . (8.146)

2m

Il potenziale® & generato dal nucleo (puntiforme) e dalla distribuzione di carica elettronica
—|e] p, quindi soddisfa all’equazione di Poisson

Z
AD = —4xw(—|e|p); o — ﬂ.

r—0 r

(8.147)

12)| fattore 2 & dovuto ai due stati possibili di spin.
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Sostituendo la (8.146) si ottiene

3/2
_8V2 <me5/3) / 32

Ad == (=g (8.148)

Cerchiamo soluzioni a simmetria radiale della (8.148). Tornando ad usare unita atomiche ed
introducendo il cambiamento di variabili

1 (3m\%? Z Z4/3
=azbz7 V3 b=Z (== : — ZF(z) = ,
r=uxzbZ b 5 ( 1 > i D(r) rF(l) - F(x), (8.149)
si ottiene per la funzioné' I'equazione diThomas - Fermi
_ L gse 2 PF g _

La cosa notevole della (8.150) & che vale per dgnguindi la forma del potenziale & sostan-
zialmente universale, vedi eq.(8.149).
Per la densita, in variabili riscalate, si ottiene:

72 F3/2

P
Lindipendenza daZz dell’equazione (8.150) significa checompare nella soluzione nella
formar/(bZ~'/3), cioe lascala caratteristicali un atomo di Thomas - Fermirg; ~ bZ /3,
La cosa & confermata dalla (8.151), che indiea Z/r7,.
Riportiamo in figura 8.10 il grafico della funzionB(x), come ottenuto da uno degli
esercizi di questo capitolo.

F(x)
1

0.8}
0.6
0.4}

0.2}

2 4 6 8 10%

Figura 8.10:Soluzione dell'equazione di Thomas - Fermi.
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Le condizioni al contornd®(0) = 1, F(co) = 0 fissano la soluzione. Un parametro
importante € la pendenza della curva nell’origine, numericamente si trova

F'(0) ~ —1.588 = —B. (8.152)

Una soluzione analitica della (8.150)&(x) = 144/x3, ma non verifica la condizione al
contorno perr = 0. E comungue una soluzione asintotica dell’equazione, come si verifica
cercando una soluzione del tipe=* per grandiz.

Principio variazionale
Per un gas di Fermi abbiamo visto che 'impulso di Fermi e direttamente connesso con la

densita elettronica, eq.(8.144):

2
P 1
7F =3 4= §(37r2)2/3 = (4m)*3. (8.153)

E allora possibile scrivere I'energia cinetica di questot§jastermini di p (usiamo sempre
unita atomiche):

d3p d3 PF ) 3 5/3
Eein = 5 2 —— on)? 871'3 pedp = gfy >z p°°(r) .  (8.154)

Usando questa espressione é facile mostrare che I'equazione di Thomas - Fermi discende da
un principio variazionale. Scriviamo infatti I'energia totale di un atomo, questa € un funzionale
di p:

3 ] . " Z 1 q 1
_ 2 dd 5/3 */dd 7/d5 dd !
Elp] 5v/ rp’°(r) rp(r) R A p(r)|r_ 7
Il secondo termine nella (8.155) € I'energia di interazione col nucleo, I'ultimo I'energia di

repulsione elettrostatica degli elettroni. Nel sistema sono preAealéttroni (V = Z per un
atomo neutro), la funzione deve soddisfare il vincolo:

p(r')  (8.155)

/d3r p(r)=N. (8.156)
L'energia minima del sistema si ottiene allora minimizzando la (8.155) con il vincolo (8.156),
introdotto come al solito sotto forma di moltipicatore di Lagrange,

oFE ON

— tu (8.157)
dp 5;)

cioe

W) = o) - o) = - [

] p(r) . (8.158)

v —r/|
® ¢ il potenziale elettrostatico e la (8.158) € I'equazione di Thomas - Fermi, infatti usando la

nota relazione )

_ 3
m —47d (I‘—I‘/) y

13)| fattore 2 davanti al volume della cella dello spazio delle fasi & al solito dovuto allo spin.
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si ha
AD(r) = —Z4x 83 (r) + Am p(r) = —Z 47 53(x) + 4my 2 (@ — )¥? | (8.159)

che e proprio la (8.150), comprese le condizioni al contorno che qui compaiono esplicitamente
sotto forma di(r). Per un atomo neutro al solifo= 0. 1 € la quantita che avevamo chiamato
d( nella deduzione precedente dell’equazione e la (8.157) conferma la sua interpretazione

come potenziale chimico, infatti
0E

SN

Consideriamo il caso di un atomo neutro. Moltiplicando la (8.158)g¢ey ed integrando si

ha .
gEcin == *Uen - 2Uee 5 (8160)

dove

7 1 1
Uy, =— [ dPr = i Uee == | EPrd® p(v)————p(r') , 8.161
/ o) 5 [ () ) (8.161)
sono ripetttivamente I'energia potenziale di interazione elettroni - nucleo e quella fra gli elet-
troni. Per il moto in campo coulombiano vale il teorema del viriale (vedi anche dopo) quindi

1
Ecin = _5 (Uen + Uee) .

EliminandoFE,;,, si ottengono le relazioni

Uee = *% Uen E= Ecin + Uec + Uen = *Ecin ; E= %Uen . (8162)

La (8.162) fornisce una indicazione del perche I'approssimazione di campo centrale funziona
bene: I'energia di repulsione fra gli elettroni € una frazione relativamente modesta dell’energia
potenziale elettrone - nucleo. Questo a priori non € ovvio, in un sistema con una scala di
distanzer, per Z elettroni I'energia col nucleo sarebbe dell'ordinesdi/rq, per due elettroni
I'energia sarebbe dell’'ordine dj/r, ma essendoc® (Z — 1)/2 coppie, a priorl,. ~ Usp,. |l
motivo della depressione di.. € il principio di Pauli.

E semplice calcolare I'energi@ in funzione diZ:

3 3 A 3 1 3
E="Ue;m=-= | dr Zp(r)=—-2Z [ drr*dr= :——Z/d AD =
- 7/ r|r‘p(r) 7 / rridm—p - rr

3 d? 3 7
_ 2 Bl _ 2 77/3 "
= 7Z/d7“ 742?"<I>— bZ /dfF (f)

Nell'ultimo passaggio siamo passati a variabili= b¢Z~'/3rd = ZF(£). Si ha infine,
notando che&”’(0) < 0:

_31F(0)]

FE =
70

773 ~ —0.7687 Z7/% a.u. (8.163)
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Il teorema del viriale, come abbiamo gia visto nel capitolo 5 pud essere dedotto dal principio variazionale.
Consideriamo infatti le funzioni(r) = A3 p(\r). Queste soddisfano al vincolo (8.156) per ogre,

per il principio di minimo, deve essetd /d\ = 0. Sostituendo nella (8.155) e cambiando variabile di
integrazione per riassorbire il fattore di scala si vede subito che

Eein(N) = A2 Bein(1) . UQ) = %U(l) .

Il valore A = 1 corrisponde alla soluzione di minimo, quindi

dE

el I 2 Buin —U =0,
3 =

A=1

che é appunto il teorema del viriale.
Applicando un ragionamento simile si arriva a priori alla dipendenzada dell'energia. Conside-
riamo la (8.158), per = 0, ed effettuiamo il cambiamento di variabili

r=2"3%  p=2°p(¢), (8.164)
si ottiene, semplificando un fattore comusé’3:

1 : 1
28 _ 2 _ [ B ~
= n P
¢ 1€ —mnl
cioe I'equazione di Thomas - Fermi pgr= 1. Supponendo, come abbiamo fatto finora, che la soluzione
esista e sia unica, deve allora essg® = p(&,1), quindi

(),

o(r, Z) = Z% p(Z7 37 1) (8.165)

come ¢ in effetti verificato dalla soluzione esplicita (8.149). Data la (8.165) la dipenderZzald&
segue immediatamente, ad esempio dal calcold.difatto precedentemente.

Limiti di validita
L'approssimazione semiclassica vale quando la lunghezza d’onda & piccola rispetto alle dimen-

sioni del sistema e quando vale la (8.143). Per piocgli elettroni si muovono nel potenziale
non schermato del nucleo, quindi

pl ~ V2(E =U|~\2lU|~VZ[r;  F~Z/r?,

e sostituendo nella (8.143) si ricava il vincolo

r>1/7. (8.166)

Che l'approssimazione di Thomas - Fermi debba cadere-per 0 & d'altronde evidente
dal fatto che le relazioni (8.146) si ricaya~ r—3/2 perr — 0, mentre dall’equazione di
Schrddinger sappiamo che si deve avygi® — cost..

La lunghezza d’onda diventa comparabile alle dimensioni del sistema-pdr/r, e dalla
(8.145) in questo regim& ~ 1/r. Come ordine di grandezza, usando la (8.148), questo
succede per

d? 1 1

arz” 3 T 3 ret
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Quindi I'equazione di Thomas - Fermi é giustificata semiclassicamente solo per distanze “in-
termedie”

1
5 <r<1 (8.167)

E in questa zona che si concentra la maggior parte della densita elettronica, per questo mo-
tivo la (8.150) fornisce delle stime ragionevoli per le proprieta atomiche medie, mentre &
chiaramente insufficiente per discernere i dettagli.

Ordini di grandezza

Un modo intuitivo per comprendere la legge di scata Z~/3 & il seguente. Se trascuriamo
l'interazione fra elettroni si hanng elettroni nel campo di un nucleo di cari¢a Il livello
fondamentale del sistema si ottiene riempiendo via via i gusci di numero quantico principale
n, ognuno con degeneraziobe? (il 2 & dovuto allo spin), quindi (consideriamo gusci chiusi
per semplicita):

nm

2
_ 2 4.3 1/3
= E LM ' . :
Z 2n® ~ 317 = ny~Z (8.168)
i=1

nys € il massimo numero quantico principale. A questo numero quantico corrisponde un raggio
di Bohr an

R~ 771% ~apZ V3,
che da ragione della scala atomica: il raggio atomico, trascurando la repulsione elettronica, si
contrae comeZ /3. In un atomo reale la repulsione non cambia questa stima ma aggiunge
una “atmosfera” elettronica al di sopra di questa struttura. Questa atomosferay, demon &
trattata nel modello di Thomas - Fermi, almeno nell'approssimazione che stiamo considerando.
Allo stesso modo I'energia del sistema in unita atomiche é:

nmMm Z2 /
— = (20 = —ny 2>~ 773 .
;;; 2n2( n?) nu

E importante capire di quanto si stia sbagliando nella regiore 1/Z, esclusa dalla disu-
guaglianza (8.167). In questa regione il numero di elettroni presenti & dell'ordine di (vedi

eq.(8.151
q.( ) )
no ~ p7’3 ~ 71:3/27‘3 ~ Z3/243/2 1,

con una corrispondente interazione elettrone - nucleo dell’ordine di

Z
Zng~ 2.
;

Ci aspettiamo perciod che il risultats ~ Z7/3, abbia una correzione dell'ordine 8. Le
correzioni successive, dovute all'interazione di scambio e ad altri effetti sono dell'ordine di
Z°/3 ed in generale si ha una serie di correzioni in serie di potéhz€? rispetto al termine
principale. Il risultato di queste aprossimazioni &

1
—EQﬂ:OF%?Z”3—§ZQ+02w9ZW3 (8.169)
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Figura 8.11:Espressioni (8.163) e (8.169) pdr(Z)| e confronto con il risultato dell’'equazione di
Hartree - Fock. Nella seconda figura i due valori sono praticamente indistinguibili.

In figura 8.11 sono riportati le curve (8.163) e (8.169) e per confronto i valori calcolati
numericamente con I'equazione di Hartree - Fock, come si vede su questa scala I'accordo &
buono.

Comparsa degli orbitali di tipo ¢

Avendo il potenziale medi@ possiamo scrivere I'equazione di Schrédinger per le funzioni
d’onda (ridotte) radiali:

1 d? ((e+1) Z (TZUB

7§WPTM(T)+WP”[(T) - ?F ) Pné :5Pn£ . (8170)

Per grandi- il termine proporzionale & decresce piti rapidamenteidir? quindi & possibile
che afissd il potenziale effettivo per I'elettrone

Z _(rZ/3 00+1

sia sempre positivo e non ammetta stati IédatAl crescere diZ nella (8.170) aumenta in
modulo la parte attrattiva quindi ad un certo punto il potenziale pud assumere valori negativi
e ammettere stati legati: a fisgal valore di Z per cui questo succede indica a quale punto
nella tabella di Mendeleev un orbitale di tiggud comparire. Matematicamente questo si-
gnifica individuare quando compare un punto di tangenza della curva potenziale comn:l'asse
Passando alla variabitleed imponendo le due condizioli = 0; V' = 0 si arriva &°

s Fla) _ ( 4 )2/3 (C+1/2)

3 22 '

st @)~ Fa) < 4 )2/3 (C+1/2)?

T 3r 2

MRicordiamo che la trattazione che stiamo facendo vale per lo fsatmmentalelell’atomo, quindi il problema
posto non ha nulla a che vedere con I'eventuale esistenza di stati eccitati con uh certo
15ysiamo l'usuale sostituzione semiclassi¢a+ 1) — (€ 4 1/2)2.
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Dal rapporto di queste due equazioni si ricavy ' = —1/x, sostituendo la soluzione
numerica di questa equazione nelle precedenti si ricava

Z =0.155 (20 4+ 1)3;

che corrisponde approssimativamente ai valori osservati. Si ottengono praticamente i risultati
esatti con
Z=017(20+1)%; ¢=1{1,2,3} — Z = {5,21,58} , (8.172)

corrispondenti alla comparsa degli elettronil, f rispettivamente. La figura 8.12 riporta i
potenzialiV (r) per{ = 1,2 per alcuni valori diZ illustrando graficamente il meccanismo.

Z =10, L =1 Z =18, L =2 Z=25 L=2

0.5 B 2
-4 -1
-6 -2

Figura 8.12:Potenziale effettivo al variare del numero atomi¢ger elettronip e d.

N A O ©
PN W NG

N

Andamento di « vicino al nucleo

Come secondo esempio di proprietd generale studiamo I'andamentd detla funzione
d'ondat in prossimita del nucleo, per ~ 1/Z, al limite di validita dell’approssimazione
semiclassica. In questa regione, come gia detto, si ha un nucleo non schermato e I'energia
potenziale & molto piti grande dell’energia totale, quindi vU ~ /Z/r. per la funzione
d’onda semiclassica allora, come ordine di grand€zza

1 1 1
~ ~ . Ve V7
1/) ’I“‘p|1/2 7‘|U|1/4’ d)(Z)

Per elettroni in onda sappiamo che) — cost perr — 0, quindi il valore trovato si pud
assumere come ordine di grandezza déllan un intorno del nucleo. In particolare per la
probabilita di trovare un elettrone (in ondpin un volumetto di raggid /Z attorno al nucleo
si ottiene

P~ |Prd ~ — . (8.173)

Equazione di Scrodinger

[l valore (8.163) € una stima dell’autovalore minimofdj cioé dell’energia totale del sistema.
L'approssimazione di Thomas - Fermi ha una logica diversa da quella usata nell’approssima-
zione di Hartree o Hartree - Fock: I'atomo € visto come un tutt'uno, o meglio ancora l'intero
sistema periodico € visto in modo unificato, e si studiano le regolaeiedel sistema.

16pery — 0 il termine oscillante tende ad una costante, dell’'ordine di 1, che trascuriamo.
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D(r) Densita elettronica per Hg AE/Z4/3

140 0. 06l

120} | -

100} 0.04

804 0.02
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20 -0.02
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Figura 8.13:a) Densita radialejwr2p(r) in approssimazione di Hartree - Fock, linea tratteggiata, e
con il metodo di Thomas - Fermi, linea continua. b) Rapp¢fe » — Err)/Z%/3.

Il concetto di previsioni medie del modello di Thomas - Fermi va inteso sia nella variazione
in Z dell’energia, sia nella descrizione delle osservabili atomiche. Come esempi riportiamo
nella figura 8.13 il confronto fra la densita elettronica per I'atomo di mercuiig, ¢ = 80)
ricavata dalla (8.151) con quella ottenuta risolvendo le equazioni di Hartree YFéockhiara
la media sulla struttura a gusci. Nella seconda parte della figura € riportata la differenza fra
gli autovalori del’equazione di Hartree - Fock ed il risultato (8.169), normalizzafé/a, la
correzione aspettata. In questo caso € evidente I'oscillazione nella strutfira in

Alla luce di quanto esposto una stima dei singoli orbitali in questo metodo non € particolar-
mente accurata, anche se puo essere utile come punto di partenza per una procedura iterativa
come quella che useremo per la soluzione delle equazioni di Hartree - Fock.

Un punto da tener presente € che il potenziGlecalcolato nel metodo di Thomas - Fermi
e il potenzialetotale dell’'atomo, cioé quello che sentirebbe una carica di prova immesa nel
sistema, non e cioe il poteziale a cui &€ soggetto un elettrone atomidd: paditecipa anche
I'elettrone di cui vorremmo calcolare la funzione d’onda. Per grahdii pud supporre in
prima approssimazione che questa discrepanza sia trascurabile, ed in questo senso abbiamc
scritto le equazioni (8.170).

La descrizione pud essere migliorata in vari modi, il pit semplice, proposto da Fermi in
[Fermi2], € quello di considerare un atomo compost@dal elettroni e scrivere I'equazione
di Schrodinger per I'elettrone che si vuole studiémeel campo cosi ottenuto con I'aggiunta di
una carica nucleare, cioé

—%Aw + <i + q)Z—l(T)) Y= Ep.

Modifiche piu sofisticate si possono trovare nei lavori di Fermi e Amaldi [Fermi2].

8.C L'equazione di Hartree

In approssimazione di Hartree vengono trascurati gli effetti di scambio dovuti al principio di
Pauli e si assume per il sistema atomico una funzione d’onda fattorigzatd [, 1»;. Come

17Con i programmi presentati alla fine del capitolo.
18yseremo questa possibilita o quella precedente nei calcoli numerici.
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accennato nel testo le equazioni di Hartree possono essere dedotte da un principio variazionale
assumendo una forma del tipo

per la parte orbitale delle funzioni d’'onda e imponendo la stazionarieta dell’Hamiltoniana ri-
spetto a variazioni delle funzioni d’'onda radiali. Il metodo consiste nel sostituire I'espressione
(8.174) nel valor medio del’Hamiltoniana, eq.(8.18):

i) =3 [ v (—;VQ -Z)u

+ / ¥i ( %wi(q)%—(q’) : (8.175)

1<J |

applicando il principio variazionale all’espressione cosi ottenuta.

Funzioni radiali

Il primo termine nella (8.175) si scrive facilmente passando a coordinate radiali:

S 1os Z Y 1d*> Z ((+1)
/qwi (_2V _m)l/%—/o dTPnZ( Zﬁ_?—’— 572 P

= /drPa(T)EaPa(r) =1I(n,?). (8.176)

Abbiamo seguito la notazione usata in molti testi di fisica atomica ed abbiamo indicato con
Poo(r) =rRpe(r), (8.177)

la funzione d’'onda radiale ridotta, non dovrebbero esserci problemi di confusione con la
notazione per i polinomi di Legendre.
Per il secondo termine nella (8.175) dobbiamo calcolare, per due particelle generiche

/drldrnglngPlzl( 1D Pre, (r2) [Yeymy () Yoy, (22)1? (8.178)

1
lr1 —ro|

Qui operiamo l'approssimazione di campo centrale mediando sulle proiezioni di momento
angolare. Usando l'identita

20 + 1 e
2
Z |}/€7n| = | Em| 2£ +1 Z | €m| (8179)

la parte angolare della (8.177) si riscrive

dQy dSy 1

e 8.180
4 Am Ity —ro| ( )
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Usiamo ora lo sviluppo in multipoli:

1 1 & (re)\"
Ly () Pe(cos) = (8.181)

[ty = s =\

< *
7§ § Vi () Y7, (Qa),
r> 5—0 <T>) 2]f+1 L k ) km( 2)

rs = max(ri,ra), r< = min(ry,r2); v € 'angolo fra i vettorir,, ro. Nello scrivere questa
equazione si é usata la proprieta:

4
2k +1

Pi(cosy) = Z Yiem (1) Y35, () . (8.182)

Per I'ortogonalita delle armoniche sferiche:

d)y 1 / 1
—Yim (Q dQ1 Yiern (1) Y00(21) = 0p00mo——
[ V() = = [ 49 ¥i(2)¥in(62) = brodn—=
la (8.180) diventa
1 1
/ dh dd, - (8.183)
dr 47 vy —ra|  rs
e il termine hamiltoniano (8.178) si riduce a
1
/dﬁd?“z rpglzl (1) P, (r2) - (8.184)
>
Osserviamo che l'integrando della (8.184) € simmetrico, infatti:
1 1 1
_——= fe(‘)"l — 7”2) + fe(’l“g - 7“1) . (8185)
r> 1 T2
Il valor medio diH (mediato sulle proiezioni del momento angolare) € allora
1
(U|H|W) ZI (n0)+ Y [ drydry nglel(rl)szgz(rz) . (8.186)

coppie

Conviene semplificare questa espressione evidenziando le funzioni per orbitali, invece che per
particelle.
Innanzitutto introduciamo la funzione

Yo(nléla n2£27 / ds Prnfl ng/g / dS n1€1 ) ngég( ) (8187)

col che si ha:

1 2 " 1 2 > 1 2 1 0
/pr(r/)A d'f'/; Pb(T/)+/ dT,pr(T,):;Y (b,b,r)

T
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La funzioneY® dipendesolodai numeri quantici, ¢, quindi & sempre la stessa al variare del
numero azimutalen e dello spin. Notiamo ora che per la somma sulle coppie di una quantita
simmetricaX,; vale l'identita

1 1
Do Xij=) Xiy=5) Xij—5> Xi.
i,j i

coppie i<j

Possiamo quindi scrivere:
TUIH T 1 p2(y L0 g
(U|H|P) = Ea qol(a) + g iqaqb/ch Pa(v);Y (b,b;7) —

-5 Z(]a/dr P2(r Yo(a,a;r) . (8.188)

Le somme ora corrono suglrbitali, non sulle particelleq, € la molteplicita dell'orbitale:.
Scriviamo ora

0(a,b) = / dr Pf(r)%YO(b, bir) = / drydrs P2(r) rip,f(rg) . (8.189)
>

FO & classicamente I'energia di interazione elettrostatica fra una distribuzione di gaeda
unap, generate dalle funzioni ridottB, e P, rispettivamente. La (8.188) si riscrive

(U|H|D) = an +Z ~qaqyF°(a,b) — Z anO (a,a) (8.190)
a,b
=Y al(a +Z S4aqpF(a,b) + an 4o —1)F°(a,a) .
a a;éb

che riproduce le formule (8.15) e (8.16).
Il vincolo di normalizzazione per le funzioni radiali € introdotto tramite moltiplicatori di

Lagrange:
Zi:fi (/drpi(T)Q - 1) = za:qaea (/dTPa(r)2 - 1) ,

Scelto un orbitale: 'equazione di Hartree segue imponendo

H-Y e (PP —1>] 0. (8.191)
b

La variazione si esegue facilmente: tutti i termini sono funzionali quadratici, ecEetiq a)
che e quartico. Nel termine di interazione sulle copjpigh) per ognia I'orbitale b compare
solo una volta, quindi, in dettaglio:

2qa Lo Palr )+ qa " — /d?“’P2 P,(r)

+ ZQqaqb/dr Pi(r P,(r) = 2qeeaPa(r) .

b#a
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Dividendo per il fattore comungg, seguono le equazioni di Hartree

LoPo(r) + (¢a — 1)%Y (a,a;7)Py(r) + qu YO(b,b;7)Po(r) = eaPu(r) .| (8.192)
b#a

L, € l'operatore di singola particella definito nella (8.176).

La (8.192) coincide con la (8.13), infatti integrando per parti la (8.12) si ha:

r 00 1 s 5 _ g 2

:1/ dtp,%l(t)+/ dsfPsl(s):lYO(né,né;r).
0 r S '

r

Le equazioni (8.192) vengono risolte con una procedura iterativa:
1) Sisceglie uninsieme iniziale di funzioni, tipicamente funzioni idrogenoidi schermate.
2) Con le funzioni a disposizione a questo puritg;, si calcolano i “potenzialiy ™.

3) Si risolvono, con i potenziali calcolati, le equazioni agli autovalori (8.192). Essendo
tenuti fissi i potenzially® queste equazioni sono lineari. Alla fine della procedura si
ottengono delle nuovi funzioni d’ond@d, e dei nuovi autovalori?,.

4) Si opera un test di controllo, o sul valore degli autovalori o sul valore delle funzioni
d'onda. Si sceglie una tolleranza per I'errore, chiamianagla si confrontano i nuovi
risultati con quelli vecchi, ad esempio noi useremo:

test: Z lel, —eal < 9.
a

Se il test ha successo si prendono come soluziaBj jee gli autovalori ottenuti a questo
punto, altrimenti queste quantita si assumono come valori iniziali e si ritorna al punto
2).

Un punto delicato su cui torneremo in seguito é il seguente: passando alla media sulle diregioni di
eq.(8.179), si perde in generale I'ortogonalita fra funzioni d’onda radiali con lo stesQuesta va
imposta con dei moltiplicatori di Lagrange aggiuntivi. Il contributo di questi termini & proporzionale
alla sovrapposizione fra due diversi orbitali ed € in generale piccolo, per il momento sara trascurato.
Analizzeremo in dettaglio questo punto al momento di scrivere I'equazione di Hartree - Fock.

8.D Elementi di matrice e determinanti

Per tener conto correttamente del principio di Pauli le funzioni d’onda di singola particella
vanno combinate a formare delle combinazioni antisimmetriche, i determinanti di Slater. Oc-
corre quindi considerare gli elementi di matrice dell’Hamiltoniana su questo tipo di funzioni

d'onda.
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In approssimazione di campo centrale 'Hamiltoniana & degenere nello spazio vettoriale ge-
nerato dai determinanti di Slater relativi alla data configurazione elettronica, dobbiamo quindi
diagonalizzare in questo spazio I'Hamiltoniana (8.23), questa procedura non dipende espli-
citamente dal potenziale centrale, che entra solo nella determinazione delle funzioni d’onda
imperturbate, cioé nei determinanti di Slater. Dobbiamo quindi calcolare elementi di matrice
del tipo

(Ua| H| W), (8.193)

v,, ¥, sono due determinanti di Slater che si riferiscono alla stessa configurazione elettro-

nica, e quindi differiscono solo per i numeri quantici azimutalis degli elettroni nei gusci

incompleti. Questo passo € necessario sia che si usi I'approssimazione di Hartree per generare

le funzioni d’'onda elettroniche, sia che si voglia scrivere I'equazione di Hartree-Fock.
ScriviamoH nella forma

H= Zngu_ﬂg, (8.194)
1<J

b= 1 o Zé* e

PToom ! r 9ij r; —r;

Operatori ad una particella

Sappiamo, vedi capitolo 2 che gli operatgrihanno elementi di matrice solo fra stati che
differiscono al pit nei numeri quantici di una particella (perche agiscono su una sola funzione
d’'onda). Scriviamo gli stati di singola particella nella forma

Y = an‘fi (Tl) }/Zimi (Ql) Xs; (UZ) . (8195)

Supporremo d’ora in avanti che tutti gli orbitali siano mutuamente ortogonali: questo € au-
tomatico per orbitali che differiscono pérm,, s, lo supporremo esplicitamente anche per le
funzioni d’'onda radiali.

Gli elementidiagonalidi f sono immediati:

W\Zle\l' Z ilfili) . (8.196)

Sfruttando la condizione di normalizzazione per le armoniche sferiche e per le funzioni d’'onda
di spin, gli elementi di matrice (8.196) si riducono a integrali puramente radiali:

(ilfili) = / drr® Ry, R, = I(n, 61) (8.197)

Notiamo esplicitamente che gli integrali (8.197) non dipendonmgdan, quindinon dipen-
donodal particolare determinante di Slater e I'elemento diagonafeédsemplicemente

(| f|W) = Z[ n,0) =Y qal(na, La). (8.198)

Ad esempio per il Carbonio, configuraziohe?2s22p?:

(T|f|W) = 2I(1s) + 21(2s) + 21(2p) .
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Nella (8.198)q, indica il numero di elettroni presenti nell'orbitatee la somma corre sugli
orbitali. Come gia detto useremo gli indigjb . . . (nelle somme ) per indicare girbitali.

Gli elementi non diagonali df sono nulli. In effetti se i due stafr,, U5 differiscono per
un orbitale, possono solo differire per un numero quantico azimutale degli elettroni nei gusci
incompleti. Maf; commuta per rotazioni orbitali e di spin fra stati di singola particella, quindi

(il flj) o< Omim;Os;s; »

da cui segue l'asserto. Questa conclusione dipende dal fatto che stiamo calcolando elementi
di matrice all'interno della stessa configurazione elettronica, cioé con funzioni d’onda radiali
assegnate, se le funzioni d'onda radiali fossero diverse sarebbe possibile ovwiamente avere
elementi di matrice fra stati diversi ma con gli stessi numeri quantici angolari.

In conclusione I'operatorg € diagonalesullo sottospazial, x d, generato dalle auto-
funzioni relative alla data configurazioné,(e la degenerazione) ednéultiplo dell'identita
perché la (8.198) non dipende dalla particol@e&onsiderata. Questo significa che il con-
tributo di f agli autovalori &€ una costante additiva, comunque siano determinati gli stati che
diagonalizzandd.

Operatori a due particelle

Per l'operatorgy le cose sono leggermente piu complicate. Gli operatgrdipendono solo
dalle variabili delle particellé, ; quindi non toccano le funzioni d’onda delle altre particelle.
In un elemento di matrice i vari termini ottenuti sviluppando i determinanti hanno la forma
generica

'(/) (qZ)wb (qj)glj'l/}c(% wd QJ H %k qk?)’(/}bk (CIk) (8199)

qi,q;5 k#i,5 qk

Se le funzioniy,(¢;) sono ortonormali allorger tutti gli stati contenuti nel prodotto deve
esserar, = by, questo significa che in un generico elemento di matrice al massimo possono
cambiare due stati. Si possono quindi distinguere tre casi:

1) Elementi di matrice diagonali, In questo caso, restando immutati gli altri stati del deter-
minante, I'unica possibilita & che la copgi@ b) nella (8.199) coincida con la coppia
(¢, d), si vede immediatamente che:

(Wlgw) = > | (G lglii ) — Girlglii )] (8.200)
i<j
1,j indicano gli stati di singola particella. Indicando cgr'insieme delle variabili
spaziali e di spin gli elementi di matrice sono formalmente:

62

(i, dlglis ) = / wﬂq)wgf(q’)ﬁw()w]( 7

(i, 19l ) /w (@) —— v, (@)n(d)

v —r'|

Il secondo integrale per ovvi motivi si chianrgegrale di scambio.
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2) Elementi di matrici fuori diagonale fra due stati (determinanti di Slater) che differiscono
perun solo orbitale,i’ — i:

(Wlg[w') = 3 [(Gdlgli ) — (i, 3lls )] (8.201)
J#i

3) Elementi di matrici fuori diagonale che differiscono per due orbftali) — (', ;')

(Wlgl ') = [((i.dlgli". ") = Gidlold' )| (8.202)

Scriviamo ora il pit generale elemento di matrice a due particelle usando I'espressione esplicita
per le funzioni d’'onda:

(lalrt) = [ e 3 e (@xs, @0xs, (0 (0) (8.203)

o0’
1

Ryt (1) Y, (Q1) R e, (r2) Y, (Q2) HR

Nyl (Tl)nrmr (Ql)Rnt‘et (TQ)ntmt (QQ) .
L'ortogonalita delle funzioni di spin da

Z Xsi (U)Xé,(U)XSJ (al)XSt (0-/) = 6Sisr5sj'st ’

in accordo con il fatto che I'operatorenon dipende dallo spin.
La parte angolare della (8.203) pu0 essere calcolata esplicitamente usando lo sviluppo in
multipoli (8.181). Il prodotto dei due integrali angolari diventa:

47

g [ A (1) Yo (00) Vi (@) [ 01, (9 Vi, (90)Yi ()

Gli integrali sugli angoli azimutalip, , @2 impongono

m=m; —m,; m=my—m;, (8.204)
e posto quindi
Fls s ) = 5 / A/ (01) Yem, (0) Yim(21), (8.205)
il fattore angolare vale
&, m; ., my) -ck(Zt,mt;fj,mj) ) (8.206)

Il secondo fattore, seguendo la (8.205) sarelob€;, m;; £;,m;))* ma nella convenzione che
stiamo usando per le armoniche sferiche gli unici fattori immaginari provengono dalla parte
azimutale, che si cancella in virtu delle (8.204). Si noti I'ordine invertito degli argomenti nel
secondo fattore.
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L'indice k &€ ovviamente limitato dalla regola di composizione del momento angolare

| coefficientic® sono legati ai coefficienti di Clebsh-Gordan, si ha:

. [0 41)(20, 4 1)
(i, mi brymy) = (—1) \/ (2k +1)2

. C(fz — mi,&,mrﬂc my — ml) C(&O,ETOUCO) 5

(8.208)

e sono tabulati nella tabella 8.8. Notiamo ef€/;, m;; £;, m;) = (—1)™i =™ ¥ (€;,my; £, m;).

In Mathematica i coefficientic” (¢;, m;; £,-, m,.) possono essere calcolati con:

- w2 [(2114+1)(21241)
clk ,11 ,m1 ,12 ,m2 ]:= (—1) \/ 2k + 1)

ClebschGordan[{11, —m1}, {12,m2}, {k,m2 — m1}]| ClebschGordan[{11,0}, {12, 0}, {k, 0}]

Le espressioni scritte ammettono una forma piu simmetrica se si utilizzano i simboli “3j” di Wigner,
definiti da

. - J -1 Jj1—Jjo+M ) ]
(T]nll ” 7M):()2ﬁ<ﬁml,pmguzw>. (8.209)

In questo caso:

(L ma; eymy) = (=1)™/ (26 + 1) (26, + 1) < S ' )(If) % g)

—m; my  —(my —mg)

In termini dei simboli 3 - j :

201 +1)(205 +1)(205 +1)] Y2
/}/Z1m1}/42m2}/43m3dQ:|:( Lt )( 1: )( 3t ):|

. fl 52 Z3 [1 62 53
0 0 0)\mi m2 ms)
Per referenza futura notiamo che usando la (8.209) e le relazioni di ortogonalita delle armoniche sferiche
segue subito

(8.210)

¢ ¢ 0\’ 1
) = o211

Scrivendo infine per la parte radiale
00 Tk
R¥(ij;rt) = / dridror? 73 Ry, Ry,
0

<
k+1
r>

Ry, Rne, (8.212)

abbiamo finalmente:
(ijlglrt) = 0s,s, 05,0, D " (Ciymis boymy) - ¥ (€, ma; 4, my) RF(igirt) . (8.213)
k

La somma su coinvolge solo un numero finito di termini, a causa dei vincoli (8.207). Abbia-
mo ora tutti gli ingredienti per scrivere gli elementi di matricefli
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Cambiamenti di un solo orbitale Una notevole semplificazione degli elementi di matrice
si ha nel caso in cui gli stafil'), |¥’) nella (8.201) si riferiscono alla stessa configurazione
elettronica: gli elementi di matrice fra determinanti che differiscono per un solo orbitale sono
nulli. Consideriamo infatti la (8.213) e sia, ad esempics r, j # t. La conservazione
dello spin nella (8.213) impong = s;. La conservazione di., equazione (8.204), implica
m = 0 (perchéi = r) ma alloram; = m;. Se pero i due stati si riferiscono alla stessa
configurazione elettronica, le funzioni d’onda radiali degli orbigati sono necessariamente
uguali, infatti differendo¥, ¥’ per un solo orbitale gli altriv — 1 orbitali coincidono, quindi
quello rimanente ha in entrambi gli stati I'unica funzione radiale rimasta a disposizione. Ma
allora i due orbitalij, ¢t avrebbero identici tutti i numeri quantici e questo non & possibile per il
principio di Pauli.

Sottolineiamo che s&, ¥’ si riferiscono a configurazioni elettroniche diverse i due elet-
troni possono invece avesg = s, €m; = m; ma funzione d’onda radiale diversa.

8.D.1 Hamiltoniana per gusci completi

Applichiamo i risultati del paragrafo precedente al caso piu semplice, quello di un atomo con
solo gusci elettronici completi. In questo caso si ha un solo determinante di Slater e I'elemento
di matrice da calcolare &
(V|H|T) . (8.214)
Nel seguito supporremo sempre che le funzioni che compongono il determinate siano della
forma (8.195).
Per gli operatori ad una particella possiamo copiare direttamente il risultato (8.198):

(| f|P) = Zlnf EanI(na,fa)

Per gusci chiusi la molteplicitag, = 2(2¢, + 1). La somma sulle coppie del termine di inte-
razione (8.200) puo essere utilmente suddivisa in due parti: una parte sulle coppie all’interno
dello stesso guscio elettronico, un’altra sulle coppie appartenenti a gusci diversi:

(Wlglw) = 3 [(Gdlglis ) — G lglisi }+Z[ G, 3lglinj) — (irlli i) (8.215)

Valutiamo i due addendi in un modo che sara utile anche in seguito.

Poiché i gusci sono completi nella somma degli elementi di matrice compaiono tutte le
combinazioni permesse dal principio di Pauli per i numeri quaitici, s;), (m;, s;). Pos-
siamo scrivere la somma comertgediadei termini moltiplicata per il numero di termini. Il
numero di termini € il numero di coppie possibili all'interno dello stesso guscio, cioé

<qa) _ qa(qa — 1) (4l +2)(4€, + 1)

; — = 5 = (20, 4+ 1)(4l, + 1) .

Il numero di coppie fra gusci diversi € ovviamentgy,. Quindi possiamo riscrivere la (8.215)
nella forma

(W]g|w) = Zq“ N, S s (8.216)
a<b

Abbiamo indicato cot/ I'energia media di interazione.
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Elettroni equivalenti (stesso guscio)
La media sulle coppie di numeri quantici diversi puo essere riscritta nella forma
4o\ 1 1
o | Uaa = Z 9ij = izgij = 5291‘3‘-
coppie i#j 2%

Nell'ultima uguaglianza abbiamo sfruttato il fatto che pet j il termine di scambio cancella
il termine diretto, quindi la sua inclusione non cambia il valore della somma. Il termine diretto
si scrive allora:

sl =5 3 X [ xe0 e ( ()

mis;mjs; o0’ VT2

L Rut(r1) Rt (r2) Vi, (1) Y, () |

Ro(r1) Roe(r2) Yoy, (1) Y, (Q2) ———— Rue
I e — 1|

La somma sugli spin da semplicemente un fattore 4 perché gli spinori sono normalizzati:
Z Z Xs1 XsJ X57, XS] Z 1 - 4
sisj o, o’ $iSj

Usando la proprieta (8.182) che qui riportiamo

k
> Vim(20)Y5,(Q2). (8.217)

m=—k

i

Pilcos) = 577

e ricordando che per i polinomi di LegendPcos 0) = P;(1) = 1, si ottiene l'identita:

14
Z }/Em(Ql)}/Zn(Ql) =

m=—¢

20+ 1 20 +1
1 = — .
P = (8.218)

Sfruttando ancora lo sviluppo in multipoli si ha quindi:

1 o1 2041\
§Z<z]|g|1j> = 54 P drl r2dr2 dQq dQo Rn[(rl n[ (ra) ZPk cos )
,J

L'integrale sulle due direzioni2, 2, pud essere effettuato tenendo fissa la direzione 1 ed
integrando sull’angolo relativo 1-2, cie,dy = dQ,df2,. Ricordando infine la relazione
fra armoniche sferiche e polinomi di Legendre:

[ 4rm
Py (cosy) = 2k+1YkO(Q ),
si ha per la parte angolare:

Y (47)?
d); dQ2 ——— Y0(2 47/dQYY = ——= §io = (47)36
/ 1 aily % 11 10 ( w) m k0Y00 = 1 ko = (4m)" Oro
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Sostituendo le varie espressioni e chiamafgp= rR,,, le funzioni d’onda radiali ridott€

%Z(iﬂgﬁj) =2(20+1)2F°(n, t;n, () . (8.219)
]

Le funzioni F° sono un caso particolare di:

1 k
Fk(nl,ﬂl;ng,ég) = /d’l‘l d’l“g ‘Pnlel (’/’1)|27 <T<) |P.,L252 (T2)|2 ; (8220)

> \T>

che aloro volta sono del tipo (8.212).
Passiamo ora al termine di scambio:

sl =5 3 X [ X s (0 () (8.221)

mls m;s; o,0! ¥ T2

r1 — 1o

Rpo(r1) Rne(r2) Yoy, (€1)Ye, (€2) Rpo(r1) Rpne(r2)Yem,; (1) Yem, (€2) -

La somma sugli spin ora contribuisce solo con un fattore 2, cio riflette il fatto che il termine di
scambio € non nullo solo se gli spin sono uguali:

ZZX@Z ng XG X97 Z(sg s;0s;8; =

i85 0,0’ 5;5;

Sfruttando la (8.217) e lo sviluppo in multipoli, la parte angolare dell'integrale si scrive,
cambiando variabili di integrazione:

20+1)°
/dQldQV (T—) Py(cos~y)Py(cosy)Py(cosy) =
7r

| Am

| coefficientic® sono quelli definiti nella (8.205). Gli integrali radiali sono gli stessi del caso
diretto, e mettendo assieme i vari fattori:

2041
71'

1
5 2 _idlglgi) = (20+1) Y cH(£,0,6,0:k,0) F¥(n, t:n, £) = (8.222)
- :

= (20 + 1)F°(n, L;n,0) + (20+1) Y ¥ (£,0,£,0;k,0) F¥(n, t;n, ) .
k>1

Nell'ultima uguaglianza abbiamo usato la relazione, facile da verificare:
(¢,0,£,0;0,0) =1
Il fattore in F° del termine di scambio si combina con quello del termine diretto, fornendo:

220+ 1) — (20 +1) = (20 +1)(40 + 1),

19Non c¢’é pericolo di confusione con i polinomi di Legendre.
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e quindi:
= Z (ijlglig) — (ijlglji)] =(2€ + 1)(4€+ 1) F°(n, &;m, €)=

—(2041)) " "(£,0,£,0:k,0) F¥(n, £;n, )
k>1

Per I'energia media allora, indicando cetiorbitale (coppian, ¢):

Upa = Fo(a;a) —

k k
E c"(g,0,4,,0;k,0) F*(a;a) . (8.223)
Al +1 4

Per parita la somma suva sugli interi pari, fra gli estren® = 0 e k = 2/,.
In termini dei coefficienti 3j:

1 (20, + 1) (ea k &)2

k
£4,0,44,0;k,0) =
4€a+1c ( as Vs tas My vy ) 4éa+1 0 0 O

Elettroni non equivalenti

Dati due orbitalia, b il numero di stati con un elettrone ined uno inb

daqb = 4(2£a + 1)(2&) + 1) )

Ga@Ua = Y _ [(ijlglif) — (ilglii)] - (8.224)
i3
Il calcolo € quasi identico al precedente e accenniamo solo alle differenze. Si puo effettuare la
somma indipendentemente sui numeri quaritigie si ha, per il termine diretto:

> lilglisy = > > / o) xs, (0)Xs, (@) (8.225)

i, misimjs; o0’ Y T2

1
R, (1) Ry, (r2) Y[ 1, (1) Y 1, (€22)

7Rnaéa (rl)Rnbéb (7"2)}/&177” (Ql) nbmj' (QQ) .
vy — 1

La parte angolare e di spin si calcola come prima e si ottiene
> (ijlglig) = 4(26a + 1)(2 + 1) F*(na, Las 1, L) -
i3

Per il termine di scambio la parte angolare diventa:

2, +1\ (20, +1
/dQldQW( pm > ( ZW ) Py, (cosv) Py, (cosy)Py(cosy) =

V@l 4172(2& +1) / A2, Ye,0(92)Ye,0(92,)

= /(200 +1)(20, + 1) F(£4,0, 44, 0; k,0) .

47
2k + 1

Yio(§2,) =
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La parte radiale ora comporta gli integrali

k
1 /r
GHrutuimt) = [ Prn)Pun(r2) (55 Pun()Prs(ra) . ©:226)
r—1,r9 > \T>
e tenendo conto che lo spin contribuisce solo per un fattore 2:
> iglglit) = 2¢/(20a + 1)(20 + 1) > *(la, 0, 64,05 k,0)G* (nalas mpls) |

ij k

da cui

Uap =F° (14, la; nb,&,) (8.227)

1 k( k
" (£a, 0,0, 0;k,0)G" (ngla;nply) -
2\/26 +1) 2£b+1; ’ )G vle)

In termini dei coefficienti 3j:

1 k ) A 9
\/(2£a+1)(24b+1)0(&,07&,,0,]@70)_(0 : 0)

Le formule (8.223) e (8.227) risolvono il nostro problema. | coefficieftche compaiono
possono essere estratti dalla tabella 8.8 e per comodita del lettore nella tabella 8.9 vengono
riportate le energie medie per le varie coppie di elettroni.

L'energia si scrive:

(| H|Y) = an an D00+ S 0t U (8.228)

a<b

ovvero, piu esplicitamente:

E=> all@)+) % fr(a)F*(a,a) + (8.229)

k=0

+ Z Gaqb

a<b

Foab+ngab ab]
1
2

(20, +1) (0, k Ea
4,+1 \0 0 0  gr(a,b) =

/ drdr’ Py (r) Py (r)U* (r, 7Y Py(r" ) Py (1)
0=

fola)=1;  fr(a) = -

A A
00 0)°

drdr’ Py(r) Py(r)U" (r, ") Py (r Y Py(r')

U® (r,s) = r(f)kﬁ(r—s)—ﬁ—%(g)kﬂ(s—r).

r
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8.D.2 Energia media

Il concetto dienergia medigintrodotto da Shortley e Slater [Slater, ConSho], permette di sem-
plificare I'analisi degli atomi con gusci incompleti. Se sono presenti gusci incompleti sappia-
mo, vedi sezione 8.3, che i livelli energetici sono disintegratnimtipletti caratterizzati dai
numeri quanticiL, S, eventualmente degeneiii = E(\, L, S), A indica gli eventuali nume-

ri quantici aggiuntivi. Siad, la degenerazione complessiva della configurazione elettronica,
cioe il numero di determinanti di Slater indipendenti che si possono scrivere, gli autovalori
E()\, L, S) si ottengono diagonalizzandd sul sottospazial,-dimensionale formati dai vari
determinantiV,,. La diagonalizzazione avviene tramite una matrice unitaria quindatzia

della matrice € invariante sotto tale operazione, quindi € invariante anche la media:

1
—Tr(H) .
o)

La traccia si pu0 calcolare o nella rappresentazione originale, cioé sui singoli determinanti di
Slater, o sulla rappresentazione finale, cioé sulle combinazioni che realizzano gli autostati di
L, S. Ogni livello conL, S fisso ha una degeneraziof®. + 1)(25 + 1), perché appuntd. S

sono buoni numeri quantici, quindi I'invarianza della media si traduce in

Emed = — i Z (U, |H|,) Z(QL +1)(25 + 1)E(L, S) . (8.230)
dg L,S

La media nella prima rappresentazione si traduce nel sommare sui possibili numeri quantici
degli elettroni del guscio esterno, e su quelli dei gusci completi (ma in questo caso c'é solo
uno stato a contribuire). La media sui numeri quantici esterni &€ esattamente quanto abbiamo
fatto nel paragrafo precedente: se si somma su tutti i numeri quantici in ogni caso il risultato &
la mediadell’energia moltiplicata il numero di addendi possibili, cioe di coppie di stati, quindi
per I'energia media di un qualsiasi atomo, composto 0 ho da gusci completi, vale sempre la
formula (8.228). Ad esempio per il Carbonig®2s22p? usando la tabella 8.9 si ha

Enmea =21(1s) + 2I(2s) + 21(2p) + Z Uat+Y Uab;
a<b

ZU {FO (1s,1s) + F°(2s,2s) + F°(2p, 2p) — —F2(2p, 2p)} ;

— 1
§ Ua, =F%(1s,25) — 5GO(1S,23) :
a<b

1 1
+ F°(1s,2p) — 6G1(1s, 2p) + F°(2s,2p) — 6Gl(Qs, 2p) .

In altre parole la formula (8.228) esprime non solo I'energia di un atomo con gusci completi
ma anche I'energimnediaper qualunque atomo. Come vedremo la variazione dalla media pud
essere codificata in semplici cambiamenti dei coefficigpti) e gx(a,b) nella (8.228). Per
calcolare questi cambiamenti bisogna indagare un po piu a a fondo la scrittura degli elementi
di matrice diH.
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8.D.3 Elementi di matrice di H

Nell'approssimazione di singola configurazione elettronica per calcolare gli autovalfri di
occorre, in generale, diagonalizzare la mattige< d,

(U, |H|Tg), a,f=1,...d,. (8.231)

| determinanti di Slated, hanno un “core” fisso, le funzioni d’onda degli orbitali nei gusci
completi, ed una parte variabile, dovuta alle funzioni d’onda degli orbitali nei gusci incompleti.

Per scrivere e diagonalizzare la matrice (8.231) dobbiamo risolvere tre problemi: 1) Scri-
vere esplicitamente i determinandti,. 2) Calcolare gli elementi di matrice. 3) Effettuare la
diagonalizzazione.

Scrittura della base

Il primo problema pud essere risolto “a mano” o in forma automatizzata: si tratta di scrive-
re una stringa che contiene i numeri quanticin,, s e selezionare gli stati compatibili col
principio di Pauli. La cosa piu semplice & scegliere un ordinamento, ad esempio quello di
riempimento degli orbitali, allinterno di ogni gruppo scrivere tutte le possibili combinazioni e
ordinarle, ad esempio usando l'ordine lessicografico (alfabetico) delle stringhe. Questa classi-
ficazione richiede solo I'elenco degli orbitali appartenenti ai gusci incompleti. Alcuni esempi
sono stati dati nella sezione 8.3, una procedura automatizzata si trova nei programmi elencati
alla fine del capitolo. Ogni determinante sara rappresentato da un “vettore” della forma

v[{m1, s1,m2,82...}], (8.232)

in cui m;, s; indicano rispettivamente la terza componente del momento angolare e dello spin
per lo stata dei gusci incompleti.

Elementi di matrice fuori diagonale

Cominciamo dagli elementi di matrice fuori diagonale. Come abbiamo visto a pag.545 se
¥, Vg siriferiscono alla stessa confgurazione elettronica, come e nel caso in esame, 'ele-
mento di matrice (8.231) & nullo se gli stati differiscono per un solo orbitale, quindi, essendo
stati differenti, gli unici elementi di matrice non nulli possono comparire solo per cambiamenti
di due orbitali. | termini di tipo f;, ad una particella, ovviamente non danno alcun contribu-
to. Entrambi gli stati hanno la stessa struttura di gusci completi, quindi gli unici orbitali che
possono cambiare sono quelli dei gusci incompleti, relativamente pochi.

Per i due stati € semplice calcolare I'autovalord.die S..:

m; Sq

Poicheé H commuta conL., S, la matrice si suddivide in blocchi &, S, fisso. Come gia
detto i determinanti,, non sono autostati di?, 2, la suddivisione in blocchi &, S fisso si
otterra solo dopo aver diagonalizzato questi operatori, cosa che analizzeremo in seguito.

| singoli elementi di matrice fuori diagonale possono essere calcolati facilmente usando le
formule generali (8.202,8.213). Gli orbitali, j, cambiano inig, jg, € 'unico cambiamento
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e nei numeri quantici azimutali, non cambiano né il numero quantico radiale né i valpri di
cioé il tipo orbitale non cambia. In generale

(WalglWs) = [({ias jalglis. o) — {ias alglio: is)]

(ijlglrt) = ds,5,05,s, ch(&,mi;ﬁr,mr) (b, me; 5, my) RF(ijirt) .
k

Trattandosi di orbitali con la stessa funzione d’onda radiale gli unici tipi di funzréhe ap-
paiono sono quelle gia incontraté?, G*, per il termine diretto e di scambio rispettivamente,
quindi esplicitamente

(ia; Jalglip, Jg) = 0s,, 5:, 05,55, (8.233a)
Z Ck(&, miu;ﬁi, miﬁ)ck(ﬁj, mjﬁ; Ej, mja)Fk(fl,fj) ;
k
<iomjo¢|g|jﬁa i[3> = 55,@576 587@8’}6 (8233b)
Zc (b, mi s L5, my,)c k(&-,miﬁ;ﬁj,mja)Gk(éi,Ej).
k

Questi elementi si scrivono facilmente usando la tabella 8.8. Notiamo che per elettroni equi-
valenti le funzioniG* ed F* coincidono, poiché le funzioni d’onda radiali dipendono solo dal
numero quantico principale e dal valore/di

Elementi di matrice diagonali

La parte di singola particella & costante per ogni stato, e vale sempre
> tal(a)
a

La parte variabile dipende dall’interazione. Possiamo separare la somma sulle coppie di par-
ticelle in tre termini: la somma su particelle appartenenti ai gusci completi, quella sui gusci
incompleti e quella che coinvolge uno stato nei gusci completi ed uno nei gusci incompleti.
Indichiamo con’, 5/ . . . gli stati dei gusci completi, coif, ;" . . . gli stati dei gusciincompleti.

Per ogni statol,, si ha allora, sfruttando la cancellazmneggj fra il termine diretto e quello

di scambio:

S Wislalis) — Gilgliit] = 5 S [Gslalid) — tidlglsi] = (8.234)
i<j ij
%Z[(-/j/|g|i/j/>_<Z~/j/|g‘j Z -/ H|g‘ll // </ //|g|j// />]

’L’]’ i ]//

1
5 Z -1/ H|g|l” //> < -1/ "|g|]" //>] )
"y

Il primo addendo chiaramente non dipende da quale particolare®tatdiamo partiti: &
l'interazione del “core” dei gusci completi. Il punto importante &€ che anche il secondo ter-
mine, l'interazione dell’elettrone periferico col comn dipende dallo statoDimostreremo
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questa importate proprieta alla fine della sezione. In sostanza quindi la differenza fra uno stato
e I'altro si limita ai pochi termini di interazione fra gli elettroni dei gusci incompleti. Possiamo
fare di meglio: se consideriamfinterazione mediajuesto non cambia il primo ed il secondo
addendo nella (8.234) (il primo perché & sommato su tutti gli orbitali il secondo perché non di-
pendendo dal particolare orbitale il suo valore coincide con il valore medio). Il terzo addendo
ha una parte in comune, I'energia medidegli orbitali incompleti ed unspostamentalal-
I'energia media. Questo termine puo essere calcolato una volta per tutte scrivendo gli orbitali
incompleti, arriviamo quindi alla conclusione che gli elementi di matrice diagonali sono della
forma

(Vo |H|¥ o) = Enea + 60U, , (8.235)

conéU, calcolabile tramite i soli orbitali periferici.

Notiamo che il contributo d/,,.4 degli stati periferici € sempre calcolabile tramite la
(8.228) quindi non & necessario calcolare gli autovalofi dd S per effettuare la sottrazione.

Le espressioni degli elementi di matrice diagonali sono sempre date dalle formule (8.233)
con la semplificazione che in questo case- G quindi per il termine diretto e di scambio si
ha rispettivamenté

(ilglig) = ¥ (Ciymas iy ma) ¥ (€5, mys €5, my ) F* (0, 5) 5 (8.236a)
k

jlgliiy = 7 [ (bmais €, my))” GF (i, 4)) - (8.236h)
k

Esempio

Consideriamo ancora il Carbonia?2s22p?. | due elettronip costituiscono il guscio incom-
pleto. Sappiamo che esistono tre multipletf?, 1 D, 1.S, quindi se consideriamo il sottospazio
L. = 0,5, = 0dobbiamo avere una base di tre elementi. In effetti si hanno i tre stati:

(@)oo () 03]

Su questi tre stati possiamo calcolare, con le regole precedenti, la matrice di interazione:

FOlpl + 5 F2[p]  —5s F2[p] — 5 F2[p]
Upp = | — 251 1P) FOlp] + 5 F?[p] 35 F2[p] (8.237)
— 5= F2[p] 3 F2[p] FOlp] + 55 F2[p]

Dalla (8.228) abbiamo per I'energia (potenziale) media
Umea = F°[p] — %Fz[p} (8.238)

20Media nel senso gia usato, cioé pesata con la molteplicita.
210ra omettiamo il doppio apice sugli stati, & sottinteso che stiamo trattando gli stati dei gusci incompleti.
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che possiamo sottrarre dai termini diagonali della matrice precedente. Sottolineiamo a scanso
di fraintendimenti ché/,,,.q non €la media aritmetica della traccia della matrice.

Nei prossimi paragrafi vedremo che in casi semplici come questo & possibile ricavare gli
autovalori diH senza diagonalizzare nessuna matrice e senza nemmeno calcolare gli elementi
di matrice fuori diagonale nella (8.237).

Dimostrazione

Dimostriamo l'affermazione usata in questo paragrafo: I'espressione

Z [<i/j//|g|i/j//> _ <Z~/j//‘g|j//i/>:| , (8,239)

non dipende dallo statér,. Se vale I'affermazione a maggior ragione vale I'indipendenza della somma
suj” che compare nella (8.234).

| vari stati differiscono per i numeri quantici azimutali dell’orbitgié, quindi otteniamo la dimo-
strazione cercata se dimostriamo che la (8.239) non dipende dai numeri quantici azimutali. Per quanto
riguardas. la cosa € ovvia: dovendo sommare sugli stati dei gusci completi si troveranno tanti termini
con lo spin parallelo &;. tanti con lo spin antiparallelo, a parita di tutto il resto, quindi le proiezio-
ni s;» = £1/2 hanno automaticamente la stessa espressione. L'unico problema € il numero quantico
orbitalem; (omettiamo gli apici per semplicita).

Per il termine diretto la dipendenza dg; & contenuta nell’espressione (8.225)

ntml (Ql)y}:mj (Q2) }/Zl'mq (Q1)ngm] (QQ) )

r1 — rof
e si cancella fra le due armoniche sferiche dipendenfigla
Per il termine di scambio la formula generale (8.213) da

(19171} = Bsis; Y € (i mas b5, my) - " (b, mi; €5,my) B (i ji) (8.240)
k
Usando I'espressione esplicita (8.208) si ha che la dipendenza dai nhumeri azimutali € nella forma del
quadrato di un coefficiente di Clebsh-Gordan:

(€, —mas €5, ms K, M)?, M =mj —m; .

Usando la prorpieta di simmetria

. . P by s .
(j1,m1; g2, ma| JM) = (—1)72777™ 2j2+1<g1’_m1;J’M|]2m2>’

questa espressione si riscrive

i 5 >M j '2~
2£j+1<€7m k [€im;)

A fissi m;, m; un soloM contribuisce a questa espressione, quindi sommar&/swon cambia il
risultato. Allora per la somma su; si ha

Z <€i7mi§k:M|£jmJ’>2 =1
mg, M

per la proprieta di ortogonalita dei coefficienti di Clebsh-Gordan, indipendentemente dal valose di
Quindi non c’é dipendenza da; neanche nel termine di scambio, c.v.d.
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Programmi simbolici  E chiaro che la determinazione della base, la scrittura degli elementi di matri-
ce etc. diventa piuttosto faticoso al’aumentare del numero di termini. Per ovviare a questo inconveniente
il lettore puo utilizzare i seguenti programmi per “sperimentare” su quanto abbiamo visto finora:

1. coefficienti.nb Genera i coefficienti” e calcola per le varie coppie possibili le energie
medie di interazione, vedi tabella 8.9.

2. elettroni_equiv.nb Scrive la matrice di interazione in un sottospazib.a.S. fissi per un
qualunque numero ( e tipo) di elettroni equivalenti.

3. elettroni_nonequiv.nb Esegue lo stesso compito ma al guscio incompleto di elettroni
equivalenti & aggiunto un elettrone in un altro orbitale.

8.D.4 Ladiagonalizzazione diH

Nei paragrafi precedenti abbiamo visto come calcolare gli elementi di mati€ediabbiamo
ridotto il problema al calcolo dei termini di interazione fra elettroni dei gusci incompleti.
Comunque siano fatti gli autostati, ogni multipletto contiene I'autovalore- 0 e S, =0
(per numero pari di elettroni) §. = 1/2 (per numero dispari di elettroni). In altre parole
se ci limitiamo al sottospazid, = 0,5, = 0 (prendiamo come esempio il caso di numero
pari di elettroni) troviamo un rappresentante di qualunque multipletto, cioé un autovalore di
H corrispondente ad oghuno dei multipletti possibili. Ad esempio per il carbonio tutti e tre i
termini 2P, 'S, ' D hanno uno stato coh, = 0,5, = 0. La dimensione della matricH in
questo spazio € uguale al numero di multipletti possibili, possiamo ora diagonalizzgia
questo sottospazio e trovare gli autovalorili
La procedura e facilmente realizzata in pratica. Nella notazione usata nelle (8.38a) sappia-
mo scrivere I'azione degli operatori, in quanto questi agiscono in modo distributivo sugli stati
di singola particella, ad esempio:

L+v{€1m1...}:Z\/ﬁi(&—&—l)—mi(mi—i—l) v{..,mi+1,...}.

Scriviamo ora
L*=L,L_ +1?-L,; $*=8,8 +5%-5,.

Abbiamo quindi a disposizione gli elementi di matrice/die S2. Diagonalizziamo primd.?,

nella nuova base diagonalizziamié ottenendo cosi gli autovettori di entrambe le grandezze.
La nuova base di stati si ottiene da quella originale tramite una trasformazione uriitaria,
quindi la forma dell’Hamiltoniana in questa basé/é= UHU'. SeH’ & diagonale abbiamo
finito, altrimenti diagonalizziamd{’: questo caso si presenta a partire dalla configurazione
d3, in cui appaiono diversi multipletti con gli stessi numeri quantick.

Una procedura alternativa € quella di costruire gli autostalti,di tramite le regole di composizione del
momento angolare, rimandiamo alla referenza [FF] per questa procedura nel caso generale.

Negli esercizidueelettroni.nb e dueelettroni_spettri.nb viene trattato con questo
procedimento il caso di due elettroni periferici.

La procedura appena descritta € facilmente traducibile in un codice numerico, ed € quanto
fatto nei programmi citati in precedenza ( elettroni_equiv.nb e elettroni_nonequiv.nb ). Questi
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programmi producono in pochi secondi la forma diagonalizzatdl diCome esempio pre-
sentiamo la struttura dif ed i relativi blocch#? nel caso semplice di una configurazigite
fig.8.14 e nel caso relativamente complicato di una configurazibniggura 8.15.

1 2 3
: L p ls 'D
3 3 2
P - Flpl O 0
) 2 |15 0 12 F2 [p] 0
25
1 3F2 [p]
D O 0 T
3 3
_ 0. 2FIP]
; 5 3 Bred = Fp] 25

Figura 8.14:Struttura a blocchi pefl nel sottospazid.. = 0,5, = 0 per una configuraziong®. |
valori riportati sono quelli d& — E,,cq.

Abbiamo riportato questo esempio relativamente complicato per far vedere come in caso
di multipletti presenti piu di una volta possano rimanere dei blocchi da diagonalizzare, se
necessario, qui si tratta dei multiplet?, 3F, 19,1 D, 1G.

Notiamo due cose che questi esempi hanno in comune con il caso generale:

1) Lo stato fondamentale é effettivamente quello selezionato dalla regola di Hund, cioé
quello conS massimo e, a parita d¥ quello conZ massimo. Laffermazione puo
essere verificata facilmente nelle figure precedenti notando che gli integrali* sono
positivi¢s,

2) L'autovalore corrispondente allo stato fondamentale & serspl&o, cioe non fa parte
di blocchi da diagonalizzare. In effetti lo stato c6nmassimo el massimo ha una
componente, quella cabh, massimo, del tipo

1 1
V{‘6227(€Z - 1)27} .

Gli stati di spin di singola particella hanno tuti = +1/2 ed i valori di ¢, sono
elencati dal pitu grande al piu piccolo, senza ripetizioni possibili, per il principio di Pauli.
Per atomi con gusci piu che semi-completi le lacune prendono il posto degli elettroni.
Questo stato € I'unico possibile con questi valorisdied L., quindi H & sicuramente

non degenere su gquesto termine ( a parte la degenerg2ibre 1)(2S + 1) ). Questo,

fra I'altro, permette immediatamente di trovare il termine spettroscopico corrispondente
al fondamentale, ad esempio per 4 elettrdrt, = 4 - % = 2 e la molteplicita di spin &

22per motivi di spazio le funzionk'* (a, a) nell'output del programma sono indicate ¢t [a], ma non ci sono
possibilita di confusione, trattandosi di elettroni equivalenti.
23per i blocchi2 x 2 si usi il fatto che I'autovalore minimo & sicuramente minore della traccia.
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5 10 15
5 5
10 10
15 15
5 10 15
. 5 4
5o (-5 (F +Fd]) )
i p w7 (B7TFP[d] -55F'[d])  £-./% (9F*[d] -5F*[d])
634/7 (OF?[d) -5F"[d]) o5 (3F7[d] +10F*[d])
3N 2 4
D: ( 7 (13F°[d] -15F [d1) )
- {ﬁy (2F?[d) -5F*[d]) -3 (9F?[d] -5F*[d]) ]
' 2 4 1 2 4
-7 (OFP[d] -5F*[d]) = (22F?[d] +15F*[d])
E¥e; (-4 (12F%[d] +5F*[d]) )
H (g3 (-28F[d) +5F*[d)) )
20 (19 F2 [d]+47 F4 [d]) 4 (3 2 4
Lg o -3 (16F?[d] -5F*[d])
7774/ (16 F2[d] -5 F*[d]) m(lGFz[d}75F4[d])
6221 F2 [d]+3155 F4 [d] 4+/2 (1287 F2 [d]-505 F* [d])
1 D: 20139 20139
4+/2 (1287F% [d)-505F* [d]]  gg49 F2 [d]-2470 F4 [d]
20139 20139
1 ( 4F2[d) )
21
19986 F2 [d]+77335 F4 [d] 211 (924 F? [d)-755 F* [d])
1 G 534933 25473
21T (924F?[d)-755F*[d]) 40 (2865 F? [d]+2767 F* [d])
25473 534933
. 1 2 4
S (45 (-17F?[d] +25F*[d]) )

Figura 8.15:Struttura a blocchi peH nel sottospazid.. = 0,S. = 0 per una configuraziong®.
Valore di H, e numeri quanticL, S, nei blocchi diagonali. | valori riportati sono quelli @i — E,,cq.
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25 +1 =441 =5 (in generale il numero di elettroni o “buche” aumentato di 1). Per
Lsihalasequenzadi: (2,1,0,—1), quindiL, = 2 ed il valore corrispondente di e
2, si ha quindi uno stataD, come in effetti si verifica in figura 8.15.

Come ulteriore verifica dello schema controlliamo che i termini corrispondenti a gusci
riempiti per piu di meta equivalgono a quelli di “buche”, cioé mancanza di elettroni. Ad
esempio per la configuraziopé, fig.8.16 si ha lo stesso risultato della configuraziph@er
la variazione dalla media (I'energia media ovviamente é diversa essendo diverso il numero di
elettroni).

1 2 3
1 1 3P 1S lD
3 3 g2
P -2 F[p] O 0
) 2 |1s 0o 12F2[p] 0
25
1D o 0 3F21p)
25
3 3
2F%[p]
Ened = 6 (F° _ L B
; ; 5 (] 25

Figura 8.16:Struttura a blocchi peH nel sottospazid.. = 0, S. = 0 per una configuraziong'. |
valori riportati sono quelli dE — E,,cq.

Infine un esempio ottenuto dal programma per elettroni non equivalenti, la configurazione
p?s, vedi fig.8.17. Si noti la comparsa delle funziasf.

1 2 3 4

4P ZS 2P 2D
1 1 Gl
PP -0 0 0
2 2 |25 0 2F2p1 g 0
25
2p 0 0 3 p2[p) . 28Mesl
3 3 25 3
2p 0 0 0 3F20p1.
25
4 4
2
En‘Ed:FO[p]+2FO[ps}fﬂ,m

1 2 3 4 25 3

Figura 8.17:Struttura a blocchi peH nel sottospazid.. = 0, S, = 1/2 per una configuraziong’s.
| valori riportati sono quelli di? — F,eq.

Dai risultati di questo paragrafo & immediato vedere che la forma generale dell’energia
ancora la (8.229) ma i coefficienfi.(a) e gx(a, b) sono modificati per gli elettroni dei gusci
incompleti. Uguagliando le espressionifitf, G* ottenute in questo paragrafo rispettivamente
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=D Y () a0 2 dats ) 09¢(0,) 6 (@)
k=0

a<b

si ottengono le variazioni dei coefficienti. Ad esempio per il carbonio, corygoe- 2, si ha,
a seconda dello stato: nello stato fondament&le:

—2 termine: 3P
0f2(2p) = { +42 termine: 1S
+2  termine: 'D

Come altro esempio per la configurazione eccitata dell’adst®s?2p?3s, dalla fig.8.17
si ha

—2 termine: 1P —+ termine: *P
3 H .2 2 H .2
—= termine: “P +% termine: “P
5fa(2p) = 25 . : 28g1(2p,3s) = 3 . )
F2(2p) +% termine: 25 91(2p,35) 0 termine: %S
+2  termine: 2D 0 termine: 2D

Ovviamentedg; (3s, 2p) = dg1(2p, 3s).

Gli scostamenti dall’energia media possono essere calcolati una volta per tutte e tabulati,
estese tabelle si trovano nel libro di Slater [Slater].

Nel caso generale il termine di interazione per una coppia di orbitali non equivalenti puo
essere diverso d&’(a, b) (vedi eq.(8.229)), la forma generale per I'energia & dunque:

E=Yq.l(a) an a ka )VF*(a,a) + (8.241)
+anQb kaab “(a,b) —&—ngab “(a,b)

a<b

8.E Teoria elementare dei multipletti

Avendo a disposizione uno strumento per stimare le funzioni d’'onda, I'equazione di Hartree,
e sapendo scrivere la forma degli autovaloriffiin termini di integrali di queste funzioni
d’onda, possiamo incominciare a fare qualche verifica della teoria. Una vasta gamma di con-
fronti fra teoria ed esperimenti si trova nei classici testi di Slater e Condon e Shortley, qui ci
limitiamo ai casi pit semplici.

Il punto piu interessante € il seguente: come si vede dalle figure 8.14, &iktenzedi
energie fra i vari multipletti dipendono da pochi parametri, gli integfdli G*: eliminando
tali parametri possiamo ottenere delle relazioni valide nella sola ipotesi che la funzione d’onda
di singola particella sia indipendente dal particolare multipletto considerato, cosa automatica
in un’equazione come quella di Hartree che dipende solo dalla configurazione elettronica.
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1 2 3
1 1 43 2p 2p
‘S - Fp) O 0
2 6 F2 [p]
2 2 |2p 0 sE L o
2D 0 0 0
3 3 2 2
_ 0 _2F°[p]
. , . Emed = 3 [F°[p] 55

Figura 8.18:Struttura a blocchi pefl nel sottospazid.. = 0,5, = 0 per una configuraziong®. |
valori riportati sono quelli dE — Ey,cq.

1 1 2 2
Atomo Config. % Atomo Config. %
teoria: 1.50 teoria: 0.667
C 2p? 1.13 N 2p° 0.500
Si 3p? 1.48 P 3p® 0.648
Ge 4p? 1.50 As 4p? 0.715
Sn 5p2 1.39 Sb 5p° 0.908
0 2p* 1.14 Bi 6p° 1.121
S 3p* 1.43
Te 5pt 1.50

Tabella 8.7:Rapporti fra le separazioni dei multipletti, confronto fra teoria ed esperimento.

Ad esempio dalla 8.14 per le configurazieii p* e dall’analoga figura 8.18 per la confi-
gurazionep® seguono le relazioni:
E(*'S)-E('D) 3 E(*P)-E(*D) 2

E(D)_EGP) 2°' ECD)—E(S) 3 (8.242)

Un confronto fra teoria ed esperimeffté fornito nella tabella 8.7. Analoghi raffronti possono
essere fatti per gli ioni. L'accordo qualitativo € buono, si tenga conto che nella (8.242) un
errored E sull’energia provoca sul rapporto un errore dell’ording fli/ AE, dove AFE € la
separazione dei termini spettroscopici. Restano comunque discrepanze quantitative rilevanti,
soprattutto per gli atomi leggeri.

Per fare un confronto piu dettagliato occorre considerare un modello specifico per le fun-
zioni d’onda, ad esempio quelle ottenute risolvendo I'equazione di Hartree.

Proviamo ad esempio a verificare la sequenza di riempimento deiygudeil’equazione
di Hartree possiamo stimare I'energia di un atomo e I'energia dello ione ottenuto togliendo un

241 valori sperimentali riportati sono una media sui livelli di struttura fine.
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elettrone: la differenza & per definizione il potenziale di ionizzaziéné risultati sono rias-

sunti in figura 8.19. Anche in questo caso c’é un accordo qualitativo ed in particolare € ripro-
dotta la discontinuita nella crescitaHin corrispondenza dei gusci semi - completi. L'accordo

& molto buono per i gusci complefi®: in questo caso, come aspettato, 'approssimazione di
simmetria sferica adottata nello scrivere I'equazione di Hartree & ben verificata.

1 (eV) I (eVv) I (eV)
22 a 16 a 16
20 14 14 A
18 . [
16 12 12 "
u L] L ] A
14 i = a4 10 i 10 N
12 1 A 8 n 8 u A
10 A A
6 [ 6 [
Lt 2p" 4 3p" 4 4p"
i 2 3 4 5 6 7°P i 2 3 4 5 6 7°P i 2 3 4 5 6 17

Figura 8.19:Potenziale di ionizzazione per le sequeg®, 3p™, 4p™. | quadrati corrispondono ai dati
sperimentali, i triangoli alle stime con I'equazione di Hartree.

Notiamo che i risultati sono ottenuti sottraendo le energie totali dei sistemi atomici, ad
esempio e per la configuraziong® (Kr) il potenziale di ionizzazione ¢ la differenza fra due
numeri relativamente grandi:

E(Krt) — E(Kr) = [~74792.4 — (—74806.3)] eV ~ 13.9€V,

cio indica che I'approssimazione agli autovalori dell’Hamiltoniana & notevole.
Un’approssimazione maggiore € necessaria per ricavare con questo metodo il compor-

tamento degli orbitalif, questo punto & rimandato ai paragrafi successivi dove € elaborata

un'approssimazione piu precisa alle funzioni d'onda, I'equaziortadiree - Fock.

8.F Equazione di Hartree - Fock

Nella sezione 8.5 abbiamo presentato le idee generali dell'approssimazione di Hartree - Fock
(nel seguito HF), vediamo ora in concreto come si scrivono e si risolvono le equazioni relative
ai sistemi atomici.

L'idea fisica di base, vedi paragrafo 8.5, &€ che un sistema a molti corpi possa essere
ben descritto tramite funzioni d'onda di singola particella, il principio variazionale ci guida
nel ricercare, fra tutte le funzioni possibili, quelle che minimizzano I'energia, e che quindi
rappesentano la scelta “migliore possibile”.

Prima di passare all’esposizione una nota di carattere generale. Il lettore dovrebbe cominciare ad ela-
borare il concetto che le funzioni d’'onda di singola particella di cui stiamo parlando a tutti gli effetti
descrivono dei gradi di liberta effettivi del sistema ed hanno poco o nulla a che fare con l'idea intuitiva

di associare un'onda “materiale” ad una particella reale. Come sappiamo il fenomeratdelljlement

€ una caratteristica della meccanica quantistica e a livello di sistemi come quelli atomici, o piu compli-
cati, entra in maniera essenziale nella descrizione del sistema: se si scrive una funzione d’onda come un
determinante di Slater non ha assolutamente senso dire che I'elettrone numero 1 é nell’'orbitale 2 etc. In
sistemi interagenti come quelli atomici, e piu ancora in situazioni come I'elio liquido, i solidi etc., la que-
stione & anche piu complicata: non € nemmeno detto che i gradi di liberta effettivi usati per descrivere il
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sistema in una certa approssimazione siano facilmente identificabili con particelle “fisiche”. Un esempio
elementare & quello visto nel paragrafo 8.D.4: nella costruzione degli autostatisfi si & ribadito che

gli operatori associati alle singole particelle, cofes;, non appartengono nemmeno all'insieme delle
osservabili fisiche. Nel seguito vedremo che una buona approssimazione delle funzioni d’'onda atomiche
richiede una sovrapposizione di determinanti di Slater basati addirittura su diverse configurazioni elet-
troniche, es1s? e 1s2s per I'elio, ed & ovvio che non ha molto senso in questo caso nemmeno assegnare
astrattamente un elettrone ad un dato orbitale. Situazioni simili si presentano in fisica dei solidi, in cui le
eccitazioni elementari che descrivono il comportamento del sistema non sono necessariamente legate in
maniera semplice alle particelle costituenti.

Ci sono diverse equazioni che vanno genericamente sotto il nome di approssimazione di
Hartree - Fock, noi ci limiteremo per il momento alla pit semplice che si basa sui seguenti
assunti:

1) Le funzioni d’onda di singola particella sono supposte essere del tipo

Yntmeo (I‘, 5') = R?LZ(T) Yom (Q)Xo (5') , (8243)
con funzioni d’'onda ortogonali. La (8.243) contiene due ipotesi:

— L'approssimazione di campo centrale che sara utilizzata nella derivazione del prin-
cipio variazionale.

— L'assunzione che la parte radiale della funzione d’onda sia la stessa per le due com-
ponenti dello spin. Si puo lasciare cadere questa ipotesi e scrivere delle equazioni
di Hartree - Fock generalizzate.

2) Supporremo che la funzione d’onda del sistema sia scrivibile in termini di funzioni d’on-
da di tipo (8.243) appartenenti ad’unica configurazione elettronicdd esempio que-
sto significa che per il carbonio le uniche incognite saranno le funzioni d’onda radiali
Ris, Ras, R2p. Questa approssimazione e anche chiamata S€HEe configuration
Hartree - Fock . Se si lascia cadere questa restrizione & possibile costruire un’appros-
simazione chiamata MCHF (multi configuration HF), in cui le funzioni d’onda di base
sono costruite sommando determinanti di Slater costruiti con configurazioni diverse.

E chiaro che ogni vincolo sulla forma delle funzioni d’onda restringe lo spazio in cui appli-
care il principio variazionale. Le funzioni d’'onda del sistema sono descritte da combinazioni
lineari dei determinanti di Slate¥, costruiti con le funzioni d'onda (8.243), & su questo
insieme di funzioni che useremo il principio variazionale.

L'approssimazione che stiamo usando € quella minimale che rispetta i principi base della
meccanica quantistica, in particolare il principio di Pauli.

Il primo problema é: su quale combinazioneWi dobbiamo applicare il principio va-
riazionale? Nel caso di sistemi con solo gusci chiusi non ci sono problemi, c’é un unico
determinante possibile, ma il problema si presenta per tutti gli altri sistemi. Noi assumeremo
la validita dell’accoppiamento di Russel - Saunders, cio&ghesiano buoni numeri quantici,
ed in questo contesto abbiamo due possibilita:

a) Scriviamo 'equazione di HF pd'energia mediadel sistema, nel senso della sezione
8.D.2. Questo metodo ha il vantaggio di dover effettuare un solo calcolo per tutti i
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multipletti corrispondenti ad una data configurazione elettronica, con le funzioni d'onda
ottenute si possono calcolare gli integrali etc. incontrati in precedenza e sviluppare

la teoria in modo parallelo a quella del paragrafo 8.E. Rispetto all’'approssimazione di
Hartree le cose saranno un po migliori, avendo tenuto in conto gli effetti di scambio, ma
predizioni come la (8.242), che non dipendono dal tipo di funzione d’onda, non saranno
migliorate.

b) Possiamo scrivere farmadell’elemento di matrice del’Hamiltoniana sul livello ato-
mico a cui siamo interessati e minimizzare I'energia. Lo svantaggio & che occorrera un
calcolo diverso per ogni multipletto.

Noi abbiamo gia calcolato la forma generale dell’elemento di matfigé?|v), vedi eq.
(8.229) che qui riportiamo:

E=Y q.l(a) Z Ga (%o ka )VF*(a, a) (8.244)
+Z(]tlf]b ka a, b a,b)+ng(a,b)Gk(a,b)
k=0

a<b

L'unica cosa che cambia fra le alternative a), b) delineate sopra ¢€ il valore dei coefficienti
fx, gx: per I'energia media sono quelli scritti nella eq.(8.229), nel caso generico variano da
uno stato all’altro.

Dobbiamo allora minimizzare I'espressione (8.244) sotto il vincolo di ortogonalita per
le funzioni (8.243). Funzioni cod, m diverso sono ortogonali in virtd della componente
angolareYy,,, I'unico problema e I'ortogonalita delle funzioni d’'onda radiale con lo stésso
Imporremmo I'ortogonalita e la normalizzazione tramite dei moltiplicatori di Lagrange:

ZEZ (P, P;) — “'Zééﬂjgij(Pian) : (8.245)
i#]
Nella (8.245) la somma corre su tutti gli elettroni e la notazipngindica in prodotto scalare
per le funzioni d’onda radiali ridott&;:

Conviene riscrivere la (8.245) come una somma sui soli orbitali, mettendo assieme i termini
uguali (gli elettroni dello stesso orbitale hanno per definizione la stessa funzione d’onda):

VL= Z Gafa [(Pay Pa) =11+ 2> 60,0, qaqvean(Pa, Ps) - (8.247)
a<b

Notiamo che i moltiplicatori di Lagrange,;, sono necessariamersinmetrici.Per brevita nel
seguito ometteremo i fattody, ,, sottindendendo automaticamente che

cap =0 perl, #4, .
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Le equazioni di Hartree - Fock sono allora ottenute da
)
dP,(r)

Il calcolo & semplice, trattandosi di funzionali quadratici e quartici. Usando le definizioni
contenute nella (8.229) ad esempio:

[E-Vi]=0. (8.248)

5Pj(r) Fk(a,a) =4 _/ dsPa(s)Pa(s)U(s,r)} P,(r)=14 %Yk(a,a;r) P,(r);
5Pf(7“) F*(a,b) =2 / dst(s)Pb(s)U(s,r)} P,(r)=2 %Yk(b,b; ) Py(r) ;
5Pf(r) Gk(a,b) =2 / dsPa(s)Pb(s)U(s,r)] Py(r)y=2 %Yk(a,b; r) Py(r) .

Le funzioni potenzialé@* sono simili a quelle gia viste nello studio dell’equazione di Hartree:

1 "1 s\ k
;Yk(nlﬁl,ngfg; 7") :/ ds — (;) Pn1€1 (S)Pnzfz (S)

0 r
r

+ /00 ds % (;) ’ Pt (8)Ppye,(s). (8.249)

Notiamo che la variazione del termine di scambio produce un fattore in cui I'incodhita,
@ sotto il segno di integrale, mentre la variazione dei terfinda luogo ad usuali termini di
potenziale. Usando le espressioni precedestina ricava per la (8.247):

2Q(L€apa+2(IrLqu5abeZZQQLaPa+4qa qai Zf CLG,T’)PH’
b k=0
+2qanb (b, b;7) Py +ngab "(a,0;7) Po(r) |
b#a k=0
con d> L.l ) Z
1 alla +1
Ea —_— <_2d7“2 + 27’,42 - 7") . (8.250)
Infine dividendo peRgq,:
LoP,+ (qa — 1) ka Ykaar)P+ (8.251)

ZQb

b#a

Il sistema di equazioni integro - differenziali (8.251), un’equazione per ogni orbitale, si pud
risolvere iterativamente, con tecniche simili a quelle viste per I'equazione di Hartree. | para-
metri “diagonali”e, hanno il ruolo di autovalori. Resta da capire il significato dei parametri
cqp €d il loro calcolo.

YobbrP—&-ngab Yk(abr)Pb()
k=0

= EaPa""qugab‘Pb .
b

25Siamo un po prolissi nella scrittura dell’'equazione finale perché se il lettore vuole calcolarsi la forma esplicita
delle equazioni o confrontarsi con altri testi possa capire da dove derivano i vari coefficienti numerici, spesso in testi
diversi sono usate convenzioni diverse.
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8.F.1 Parametrie, € unicita della soluzione

Se moltiplichiamo I'equazione (8.251) pEs ed integriamo possiamo esprimetg in termini

di integrali delle funzioniP,. Questi integrali sono proporzionali alla sovrapposizione fra
funzioni d’onda radiali diverse e quindi in generale sono “piccoli”. E importante, sia dal punto
di vista numerico che di principio, chiarire cosa comporta la loro presenza. Consideriamo
due orbitalia, b con lo stesso momento angolare, rilevantegagr In questo caso I'operatore
differenzialeL € lo stesso e, essendo autoaggiunto:

(Po, LalPa) — (Pa, LoFPy) = 0. (8.252)

Sostituendo le equazioni pé&t, e P, nella (8.252) si ottiene:

GEab — Gaha = Y Y ge R (ac,be) [gr(a, ¢) — gi(b, )] (8.253)
k=0 c#a,b

— R%(aa, ab) [1 + gago(a,b)] + R°(bb, ab) [1 + grgo(a, b)] +
> R*(aa,ab) [(qu — 1) fr(a) = qagr(a,b)] = > RF(bb, ab) (g5 — 1) fr(b) — augn(a,b)] -

k>0 k>0

Nello scrivere la (8.253) si & fatto uso delle relazigpia) = 1 e gi(a,b) = gr(b,a). Gli
integrali R* che compaiono sono quelli gia incontrati nel calcolo degli elementi di matrice,
eq.(8.212):

R¥(ab, cd) = / ds dt P,(s)Py(s) U* (s, 1) Pu(t)Pa(t) . (8.254)
Ricordiamo ora che il parameteg, &€ simmetrican a, b, Si hanno percid queste possibilita:
C1) q. # g- In questo caso la (8.254) fornisce I'espressiong,gli
C2) g, = q»- In questo caso si hanno due possibilita

C2a) La combinazione di coefficienti a destra della (8.25&)enticamente nulla. In
qguesto caso i coefficient,;, sono indeterminati, vedremo dopo il significato
di questa affermazione, anticipiamo un risultato rilevante, dovuto a Koopman,
secondo cui in queste situazioni i parametg possono essere scelti nulli.

C2b La combinazione di coefficienti a destra della (8.2%ak) éidenticamente nulla.
La relazione impone allora un forte vincolo sulle soluzioni, cioé il lato destro deve
essere nullo perchg¢, = ¢, ed i coefficientie,;, vanno determinati col metodo
accennato all'inizio del paragrafo: moltiplichiamo pBy I'equazione diP, ed
integriamo, e poi sommiamo la stessa espressione doscambiati. Chiamando
F l'operatore integro - differenziale a sinistra nella eq.(8.251) si hagper ¢;):

2quEab = (Pbafapa) + (P(u]:be) . (8255)

Noi tratteremo solo i casi semplici di atomi con al massimo 2 gusci non completi. Vediamo
cosa succede in questi casi.
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Tutti i gusci chiusi

Nel paragrafo 8.D.3, in particolare vedi pag.554, abbiamo dimostrato che l'interazione di un elettrone
con un guscio chiuso non dipende dai numeri quantici azimutali ma solo dal momento angolare. Questo
in particolare implica che se almeno uno degli orbitali nei coefficigntr, d) appartiene ad un gu-

scio chiuso allora questo coefficiente dipende solo dal momento angolare, ed in particolare € uguale al
coefficiente calcolato per I'energia media, eq.(8.229) che qui riportiamo per comodita:

2
fo(a) =1; fk(a):*(iiz%i) (% ]g %‘) ; (8.256)

1 (e k6
gr(a,0) = =3 (o 0 0) '
Questo dice immediatamente che la somma el primo termine della (8.253) € identicamente nulla

(ricordiamo chex, b hanno lo stesso momento angolaie Perk = 0 il coefficiente del secondo termine
della (8.253), usando le (8.256) si annulla, vedi eq.(8.211):

10 0 0\°
—1+2(2€+1)5 (0 0 0) =0.

Per gli altri termini notiamo che in un guscio chiugp= 2(2¢, + 1) e quindi4¢, + 1 = g, — 1. Quindi
anche I'ultimo termine € identicamente nullo:

2041) (¢ k ¢\° 1[0 k 0\
w+1 o o o) T2HAED5{g ¢ o) =0

Quindi per gusci chiusi siamo nel caso C2a) elencato precedentemente, e per il risultato preannunciato
nel punto C2a) in questo caso i parameli possono essere posti uguali a 0.

—(40—1)

Un solo guscio incompleto

E la tipologia che, assieme alla precedente, esaurisce il caso degli atomi nello stato fondamentale. Fra
i tre orbitali a, b, ¢ del primo termine nella (8.253) almeno 2 sono completi, quindi questo termine si
annulla per il motivo gia visto. Se, b sono orbitali completi si annullano anche gli altri due termini,
quindi l'unico caso non banale si ha pey, cona appartenente ad un guscio completo mehtesun

orbitale di un guscio incompleto (o viceversa, la cosa e equivalente per la simmetjiaSiccome il

guscioa &€ completo i primi termini nella seconda e terza riga della (8.253) sono nulli, rimane quindi

(@b — qa)ear = R (bb, ab)(1 + qvgo(a, b) — Z R*(bb, ab) [(go — 1) fx(b) — qvgr(a,b)] . (8.257)

Quindi in un atomo con un solo guscio incompleto gli unici termini fuori diagonale che compaiono sono
quelli relativi ad un accoppiamento fra questo guscio e gli altri dello stesso momento angolare. Il primo
caso che si presenta € quello del Li, non si hanno accoppiamenti fuori diagonale invece per il carbonio,
essendo presente il solo guscio incompjeto

Due gusci incompleti

Sea, b sono orbitali di gusci completi di nuovo i coefficienti della (8.253) sono identicamente nulli (e
come vedremo i relativd,, possono essere posti a zero).dSappartiene ad un guscio completd ro

si haq, # ¢ ed il moltiplicatorez,;, si determina con la (8.253) o con la (8.255). Se invece entrambi
gli orbitali appartengono a gusci incompleti le cose possono complicargi, $eg, Si usa I'equazione
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per determinare,, ma seq, = g, occorre distinguere fra la possibilita C2a) e la C2b). Nel caso in
esame (2 soli orbitali non completi) I'orbitateg sicuramente completo ed il primo termine nella (8.253)

e nullo, bisogna allora controllare solo gli altri due. Se questi sono identicamente nulli allora di nuovo
€qb € indeterminato e si ritorna ai casi precedenti, se invece questi non sono identicamente nulli si ha un
vincolo per le soluzioni ed allora i coefficienti, vanno fisssati con la (8.255). Questo caso si presenta,
ad esempio per I'elio eccitato, nella configurazianes. Ci sono due termini possibift,s, !.S. Usando

le tabelle 8.8, o i programmi annessi al capitolo, si ricava, per i coefficienti non nulli:

38 : go(18,28) = -1 = 14 go(1s,25) =0
ls . go(1s,28) =4+1 = 14 go(ls,2s) =2

8.F.2 Unicita della soluzione e teorema di Koopman

Nel caso dell’equazione di Schrédinger radiale per una singola particella I'unicita della so-
luzione per uno stato legato & determinatadd@ condizioni: R,, € L? e, ad esempio
R,¢(r) > 0 perr — 0. Lultima & solo una scelta di fase, ma occorre fare una volta per
tutte questa scelta se si vuole 'unicita della soluzione.

Veniamo ora al caso dei determinanti di Slater. La forma dei determinanti &

U = det(¢i(q;)) , (8.258)
e sicurament& ¢ invariante sotto qualunque trasformazione unitaria

¥;i(g5) — Uintr(q;), (8.259)

ed in generale per qualunque trasformazione lineare fra le righe del determinante stesso. Le
trasformazioni (8.259) lasciano invariate le condizioni di ortogonalitd/);) = d;;, quindi,
generalizzando il caso unidimensionale, in questo caso I'unicita di scritturd peoviene

dal fissare le fasi relative fra le varig;,. Nel caso dell’equazione di HF la liberta indicata

nella (8.259) & piu ristretta: abbiamo assunto la forma (8.243) per la soluzione, questo fissa
parzialmente le fasi ed in particolare avendo assunto che la parte radiale sia la stessa per i due
spinoriy+ sono ammissibilsolole trasformazioni che cambiano le funzioni d’onda gane

X nello stesso modo. Ad esempio per il1s22s un determinante &

Rio(r1)x4+(01) Rio(r2)x+(02) Rio(rs)x+(os3)
Rio(r1)x—(o1) Rio(r2)x—(02) Rio(rs)x—(o3)] . (8.260)
Roo(r1)x+(01)  Rao(r2)x+(02) Rao(ra)x+(03)

Una trasformazione che mischi la prima e la terza riga non & permessa perché in questo caso
l'orbitale 1s cons, = —1/2 avrebbe una funzione d'onda diversa da quello £oa- +1/2.

Lo stesso discorso pud essere fatto per la pertg e solo le trasformazioni lineari fra
funzioni d’onda radiali con lo stesgesono ammissibili. Se fissiamo la fase in modo chgje
siano reali allora le trasformazioni si riducono a trasformazioni ortogonali. Per I'equazione di
HF la situazione si complica per i seguenti motivi:

a) In generale la soluzione € la somma di diversi determinanti di Slater.
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b) Nello scrivere I'equazione la condizione di ortogonalita é&ignltato, & cioé imposto
tramite moltiplicatori di Lagrange. Se effettuiamo una trasformazione ortogonale tra le
funzioni P, I'equazione di HF cambia forma. Se poniahg, = q,c.; € facile vedere
che la matrice\ si trasforma corl/T AU, quindi se esistono trasformazioni ortogona-

li ammissibili fra le P, il valore dei vincoli dipende dalla matrice di rotazione, come
facciamo a calcolarli per poter poi trovare la soluzione dell’equazione di HF?

Il principio variazionale anche in questo caso aiuta a chiarire la questione. L'unicita o meno
del minimo dell’energia non dipende chiaramente dai moltiplicatori di Lagrange quindi la do-
manda corretta &: esistono trasformazioni ortogonali ffg,lehe lasciano invariata I'energia?
Se esistono allora sicuramente le funzioni d’'onda radiali non sono univocamente determinate
ed e necessario introdurre una condizione aggiuntiva all’equazione di HF, questa condizione
fissera i parametd,;, indeterminati.

Consideriamo allora una trasformazione ortogonale infinitesima tra due oshti@on lo
stesso momento angolare:

P,—-P,+0P,; P,— P,—0P,; 0<l1. (8261)

Il caso generale si ottiene come prodotto di rotazioni fra coppie di orbitali, quindi non perdiamo
nulla in generalita considerando questo caso. Isoliamo nella (8.244) la parte che dipende dagli
orbitalia, b

E(a,b) = qal(a) + g1 (b) + ka )F*(a,a) + Zf (b)F*(b,b)

+ qaQp

F(a,b) + > g(a,b)G"(a,b)
k=0

+ Z qaqc
(&

Usando le ovvie variazioni:

6oF*(a,a) = 40 R*(aa,ab); 89F"(b,b) = —40 R*(bb, ab) ;

5o F"(a,b) =26 [RF(ab,bb) — R¥(aa,ab)] ; 8oG*(a,b) =260 [R"(bb,ab) — R*(aa, ab)] ;
6oF%(a,c) =20 R%(ab,cc) ;  89F°(b,c) = —26 R%(ab, cc) ;

60G*(a,¢) = 20 R (ac,bc) ;  6,G*(b,¢) = =260 R¥(ac, be) |

Fa,c) + Z gr(a,c)G*(a, c)
k=0

+ Z gvqc Fo(ba C) + Z gk(bv C)Gk (ba C)
c k=0

Si ottiene

d00E(a,b) =20 (g, — @) (a, L)) (8.262)
+20 qq R*(aa, ab) [(qa — 1) fx(a) — @0ro — avgr(a, b)]
— 20 g, R*(bb, ab) [(¢ — 1) fi(b) = qabrko — qagi(a,b)]

+2 0 Z QC(Qa - Qb) Ro(aba CC) + Z (gk (a7 C) - gk(ba C)) Rk (CLC, bC)
c k
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Vediamo quindi che si ha invarianza in forma geseq, = ¢, € se i coefficienti che compa-
iono nella (8.262) sono identicamente nulli. Questo succede in particolaré seno orbitali
appartenenti a gusci chiusin questo caso le condizioni sulla (8.262) si riducono a quelle gia
viste nella (8.253). In questo caso quindi sicuramente le equazioni di HF non fissano la solu-
zione, perché una qualunque trasformazione ortogonale lascia invariante il minitardi
necessitano una condizione supplementare. Per trasformazioni unitarie i wpgcet gy,
(compreso il termine diagonalg,, = ¢.¢,) trasformano cod/t \U e, perq, = ¢, la matrice
Ay € simmetrica. E allora possibile diagonalizzarge quindic), annullando quindi i termini
fuori diagonale per i moltiplicatori di Lagrange, € questo il vincolo aggiuntivo: per gusci com-
pleti i moltiplicatori di Lagrange fuori diagonale sono nulli. 1l significato fisico & chiaro: gli
autovalori della matrice\, che appaiono dopo la trasformazione unitaria come moltiplicatori
di Lagrange diagonali, sono i valori estremali per i termipj, (questo vale sempre per gli
autovalori di una matrice simmetrica), siccome i termipi = ¢,&, hanno il significato dell’
energia per I'elettrone nell’orbitale I'estremizzazione dei parametri corrisponde ad applicare
il principio di minima energia per il singolo orbitale. Questa interpretazione peisuffragata
da un calcolo simile a quello effettuato per I'approssimazione di Hartree, lasciamo al lettore
I'esercizio.

Quanto visto fin qui ha un’interpretazioragebrica semplice. Nel caso di soli gusci
chiusi si ha ununico determininante di Slater possibile. Supponiamo ora di effettuare la
trasformazione (8.261) (scriviamo solo la parte interessante del determinante):

X+(01)(Pa(r1) 4+ 0P (r1)) Yem ($1)
U —

X4 (1) (Py(r1) = 0P (1)) Yo (1)

In un guscio chiuso compaiortatte le combinazioniy 1 Yy, possibili quindi effettivamente

le due righe scritte sono una combinazione lineare di righe preesistenti, ed il determinante
di Slater é invariante. Questwmon succede ad esempio nel caso dell’esempio (8.260): una
trasformazione ortogonale da luogo nella seconda riga della (8.260) ad una struttura del tipo
X— Rao(r1) che non era presente nel determinante originale.

Questa osservazione ci dice immediatamente che in generale per sistemi descritti da un
unico determinante in cui sono ammissibili trasformazioni ortogonali fra le righk danva-
riante, quindi il minimo dell’energia é stazionario e i moltiplicatori di Lagrange devono essere
messi a zero con una trasformazione unitaria, solo in questo caso si ha unicita della soluzione
per le equazioni di HF.

Riassumendo il teorema di Koopman dice che per gusci chiusi, o in generale per sistemi
in cui i coefficienti della (8.262) sono nulli, i coefficientj, possono essere posti a zero e i
parametri diagonali hanno l'interpretazione di energie dell’orbitale.

Questo lungo ragionamento permette di risolvere I'ambiguita riscontrata nell’analisi della
(8.253): come avevamo anticipato i fattori indeterminati da questa equazione possono essere
posti a zero. L'unica eccezione € il caso C2b), per cui occorre usare la (8.255). Notiamo che il
ragionamento fatto spiega immediatamente perché nel caso dellelio®S non si avevano
problemi: il determinante di Slater che descrive lo stato € unico ed € invariante, come si vede
scrivendo

Rig(r1) Rio(ra)

X+(01)R10(T1) X+(02)R10(T2; - X+(01)X+(02) R10(7'2) R20(T2)

X+(02)R10(r2) X+ (02)Rao(r2
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Abbiamo ora a disposizione tutti gli elementi necessari per la scrittura e la soluzione delle
equazioni di Hartree - Fock, cosa che é fatta nei programmi numerici elencati alla fine del
capitolo.

8.G Proprieta di trasformazione dei determinanti di Slater

Cominciamo col dimostrare che un guscio completo & invariante per rotazioni spaziali e rota-
zioni di spin, cioe hd. =0e S = 0:

Proprieta 1. Il determinante di Slater di un guscio completo ha= 0 e S = 0. Indichiamo
genericamente cop; (k) la funzione d’onda della particelfanello statoi Per definizione di
determinante

v :€i1i2-..iN(pil(1)"'goiN(N) (8263)
Effettuiamo ora una rotazione. Sugli stati di singola particella quest’operazione € una trasfor-
mazione unitaria, il punto essenziale é che sull'insieme di gtati ha ancora una rappresen-
tazione (riducibile) del gruppo delle rotazioni: ogni dato momento angolare, ad esempio, va in
una combinazione lineare di funzioni con lo steésAd esempio consideriamo il primo caso
abbastanza complicato, la configurazione del negs22p°®. Tutti i dieci stati possibili di
singola particella sono occupati, 5 avranno proiezione di $if2 e 5—1/2. Supponiamo di
scriverli in colonna, indicando per brevita solo la componentg di

(1507 2507 2p17 2p07 2p—1a 1505 2507 2p15 2p0a 2p—1)t
Una matriceR che descrive una rotazione ha una struttura a blocchi del tipo
Ixe(Ixl)eBx3)e(Ixl)d(1x1)®((3x3)

nel senso che i primi tre sta@p, cons, = +1/2, si combinano separatamente dagli altri,
cosi i vari statis etc. Quindi la matrice @nitaria nello spaziol0 x 10. Qui & essenziale
che siano presentutti gli stati, cioe il guscio sia completo; supponiamo ad esempio che lo
stato2p, fosse assente, effettuando una rotazione sulla funzione dmdsi avrebbe una
combinazione lineare che coinvol@e; e quindi I'insieme di stati considerato non sarebbe
una rappresentazione del gruppo. Considerazioni analoghe valgono evidentemente per lo spin
e per qualunque guscio chiuso.

Capito questo punto la dimostrazione &€ semplice, effettuiamo una trasformazione unitaria
sullaw, eq.(8.263), si ottiene

\I// = €i1i2-~~iNUi1j1 N UiNUjNgﬁjl(l) PN (N) = €j1i2--~jN det U@jl Qi = v,

Nel penultimo passaggio abbiamo sfruttato il fatto che un determinante € antisimmetrico ri-
spetto a scambio delle colonne, nell'ultimo passaggio il fatto che il determinante di una ma-
trice unitaria € 1. Notiamo che la matriéé dipende solo dalla rotazione effettuata, non
dalla particella su cui agisce, per questo abbiamo scritto lo stesso simbolo per ognuna delle
trasformazioni.¥ & invariante e quindi ha momento angolare nullo e spin nullo, c.v.d.

La dimostrazione si estende banalmente al caso in cui siano presenti pit gusci completi.

Consideriamo ora un determinante qualunque @nelettroni in gusci completi &V,
elettroni nei gusci non completi. Dimostriamo il risultato seguente
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Proprieta 2. Le proprieta di trasformazione per rotazioni di un determinante di Slater di-
pendono solo dai numeri quantici degli elettroni nei gusci non completi.

Scriviamo lo statol come un determinanteVy + N1) x (No + Ny), le prime N, righe
rappresentano i gusci completi.

Il teorema di Laplace sui determinanti dice che lo stéitgpud essere sviluppato come
somma dei determinanti di ordin®, estratti dalla matrice formata dalle prind&, righe e
dalle Ny + N7 colonne, moltiplicati i minori complementari di ordié, x Ny, in altre parole
¥ ha la forma

U = Z @gNU)(I)&Nl)

in cui « elenca i modi di estrarrd, particelle (cioé colonne della matric@&NO) e il determi-

nante formato dalléV, particelle prescelte @ M) quello delle rimanenti®(No), essendo un
minore formato dalle priméV, righe, ha i numeri quantici dei gusci chiugi{™) ha i numeri
quantici dei gusci incompleti. A questo punto effettuando una rotazione sappiamo gia che le
funzioni ¥’ sono invarianti, quindi tutto il cambiamento@ié dovuto ai gusci incompleti,
c.v.d.

Se chiamiamal,,, a = 1...g, i vari determinanti di Slater che si possono costruire per
data configurazione elettronica, allora per rotazioni, orbitali o di spin, si ha la trasformazione
lineare

Uy — Rap¥s. (8.264)

R,z € una matrice unitaria, ed & una rappresentazione (riducibile) del gruppo delle rotazioni,
corrisponde alla rotazione degli stati antisimmetrici costruiti con gli orbitali appartenenti ai
gusci non completi.

Proprieta 3. Le proprieta di trasformazione di una configurazione @énelettroni esterni
equivalgono a quelle di una configurazione din — N, elettroni esterni.

(No € il numero di elettroni necessari a costruire un guscio completo). Consideriamo
infatti il determinanteV, x N corrispondente al guscio completo. Ad ogni minore di ordine
N corrisponde univocamente complementare, di ordige— N; che trasporma secondo
la configurazione covy — N, elettroni. Applichiamo il teorema di Lagrange sviluppando
rispetto ai minori di ordingVy, si ha

By, = 3080 a0

Uy, €invariante quindi i due vettorbgfvl) e@&NO_Nl) si trasformano con le matridk,s e

(RT);é, equivalenti dal punto di vista del gruppo delle rotazioni, c.v.d.

Ad esempio la configuraziongp? ha le stesse proprieta di trasformazione della confi-
gurazione2p*. Possiamo indiare gli elettroni mancanti a formare un guscio chiuso con il
nome dilacune si dice allora che una configurazione ceracune si trasforma come una
configurazione con elettroni.

NOTA. Se il lettore ha assimilato il formalismo di Fock & possibile dare una dimostrazione banale
delle proprieta precedenti. Lo stato di un guscio chiuso nel formalismo degli operatori di creazione e
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annichilazione ha la forma
[w) =[] all0) (8.265)

cona' operatori fermionici anticomutanti e con I'indiéehe corre su tutti i numeri quantici del guscio.
L'operatoreL . si scrive, in questo formalismo

Ly = Z a’ (p)m+1Cma(p)m = — Z Crna(p)ma’ (p)m+1,

pEpart. pEpart.

doveC,, indica I'elemento di matrice di singola particella e la somma corre su tutte le particelle e le pro-
iezioni di s.; I'ultima uguaglianza & dovuta al fatto chaé(p),.+1 € a(p).. anticommutano, riferendosi
a numeri quantici diversi. Ma I'operatoré (p)... 1 & gid presente nel guscio completo quindi

Li|¥) =0

Analogamente si opera pér_. Il risultato perL. segue dalle regole di commutazioneldi, L_. Per
uno stato generico, chiamandégli operatori relativi ai gusci non completi

W) =] oL [] ol 10).

Li= Y a"®)mt1Cna®)m+ Y b (p)m+1Cmb(p)m
PENQ PEN1

segue immediatamente la proprieta 2 fer

Per evitare malintesi notiamo che sembrerebbe formalmente che I’oparé;gg@mam che anni-
chila lo stato|¥) sia di singola particella, ma ricordiamo che nel formalismo di seconda quantizzazione
automaticamente I'operatore di “singola particella” & automaticamente simmetrico, i ket sono i numeri
di occupazione non le coordinate delle particelle singole. In altre parole non & vero che in rappresenta-
zione di Schrédinger I’operaton@érl) annichila¥, mentre questo € vero in rappresentazione di Fock per
aTﬂHCmam.

La proprieta 3 & quasi tautologica in questo formalismo possiamo infatti sempre scrivere,

Ny No Ny No No
_1:[1b1\0>:: 11 bkbl_]j[lbilmz IT o ITef0)-

k=Np+1 k=Ni1+1 =1

Scrivendo

il prodotto di operatorb si trasforma come il prodotto di operatafi, mentre il secondo prodotto nella
formula precedente € invariante, € uno shell completo, da cio segue la tesi.

8.H Equazione di Gross-Pitaevski

L'equazione di Hartree-Fock pud essere scritta anche nel caso bosonico. Un esempio di siste-
ma di questo tipo & un insieme di atomi, di spin intero. L'equazione che scriveremo ha quindi
applicazioni a fenomeni quali leondensazione di Bose Einstein.

Consideriamo per semplicita solo lo stato fondamentale di un sistema con un’Hamiltoniana
del tipo:

H:Z%+ZU(H —r) ) V(). (8.266)

1<j 7
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V' & un eventuale potenziale esterno. Stiamo per semplictd supponendo che lo spin sia nullo,
altrimenti occorrerebbe usare funzioni del tipg(x) e scrivere un potenziale in generale spin
- dipendente.

In approssimazione di particelle indipendenti lo stato fondamentale del sistema & descritto
da

N
U =]]er), (8.267)
=1

in cui tutte le particelle sono nello stesso stato, descritto dalla funzione djanda
Per determinare usiamo il principio variazionale. Il valor medio & sullo statoV si
scrive in modo molto semplice, in quanto gli elementi di matrice di singola particella sono tutti
uguali:
, h?
Blel = (19) =N [ #r70) (=5 92 ) o)+ N [ drpt @Vt

2m
* W / drd’r’ " ()" (1)U (r = t)p(r)p(x') . (8.268)

N(N —1)/2 & il numero di coppie. Nelle applicazioni interesaiti> 1 quindi possiamo
approssimare questa quantita dgh/2. Il funzionale E dipende allora solo d& = v/N ¢:

2
Bl@] = (¥|HY) = [ drot) (jm v V(r)> B(r)
+ %/dgr v’ ®* (r)®* (r)U(r — r')®(r)d(r') . (8.269)

Il principio variazionale si ottiene imponendo il vincolo di normalizzazione, che nella
nuova variabile si scrivé®|®) = N:

(-] =

V20 4 V(r)® + /U(r —1)| B2 R(r) = pud; / ®>=N. (8.270)

r/

Da cui:
h2

2m
A basse energie, cioé grandi lunghezze d'onda, & usuale approsSitiaterazione con
Ur—1)=g0®(r—-1r), (8.271)
e la (8.270) diventa

h2
—%V2<I>+V(r)<1>+g|fb(r)|2fb(r) =ud; /\<I>|2 =N. (8.272)

26La lunghezza di scattering a bassa energia fra due particelle di magsiata da
m m
= BrU(r) = —
*T a2 / rUr) arnz Y

quindi il parametrgy & direttamente legato ad un parametro fisico.
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detta equazione di Gross - Pitaevskii. Il lettore pud consultare articoli piu specializzati per
approfondire il problema, vedi per es., [Str].

Qui vogliamo solamente sottolineare che la forma finale ottenuta, eq.(8.272), € molto ge-
nerale e, non a caso, € la stessa forma che era stata illustrata nel volume 1 per descrivere il
comportamento “macroscopico” delle funzioni d’'onda nel fenomeno della superconduttivita.

8. Paramagnetismo e diamagnetismo atomico

Lo studio del paramagnetismo e del diamagnetismo in meccanica quantistica ha un'importanza
sia pratica che concettuale. In meccanica classica infatti il paramagnetismo puo solo essere
descritto supponendo che gli atomi abbiano un momento magnetico intrinsatauello

dovuto al moto orbitale degli elettroninentre il diamagnetismo non € proprio spiegabile, nel
senso che rigorosamente non c'é effetto diamagnetico in fisica classica. |l motivo &€ semplice.
L'unica influenza di un campo magnetico sul moto orbitale degli elettroni, o di cariche in
generale, € la sostituzione

p—p- A, (8.273)
C

nel’Hamiltoniana. Se imponiamo che le osservabili siano invarianti di galudes le os-
servabili fisiche subiscono la stessa sostituzione, cioé I'impulso pud comparire solo nella
combinazione (8.273).

Il valor medio statistico di una quantita & determinato, classicamente, dalla funzione di
partizione

Z = /dp dq exp(—H (p,q)/kT (8.274)
p.q sono le coordinate canoniche del sistema. Se & presente un campo magnetico avremo
7= /dp dq exp(—H(p — SA,q)/kT . (8.275)
(&

Sottolineiamo il fatto che le coordinagee ¢ sono coordinaténdipendentiche descrivono
lo spazio delle fasi del sistema, in particolare le variapilfariano nell'intervallo—co <
p; < 4o0o. Possiamo allora effettuare nell'integrale (8.275) il cambiamento di variabili (una
traslazione nellg):
II=p-— ‘A
C

Lo Jacobiano della trasformazione € 1, ed i limiti di integrazione non vengono cambiati perché
le variabilip non sono vincolate. Si ha allora

7 = /dH dq exp(—H(IL, q))/kT , (8.276)

che coincide con la (8.274), quindi I'effetto del campo magnetico sul moto orbitale € nullo! 1I
discorso resta immutato per il valor medio di qualunque quantita fisica gauge invariante.

Il punto cruciale in meccanica quantistica & che la funzione di partizionsi scrive come
un integrale su variabili non vincolate ma come

7 Z ¢ En/WT

dove E,, sono le energie degli stati.
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8.1.1 Paramagnetismo atomico

Consideriamo un gas perfetto, quindi un sistema termodinamico in cui le singole componenti
possono essere considerate statisticamente indipendenti, per concretezza parliamo di atomi.
Se introduciamo un campo magnetico si avra per ogni atomo una HamiltoHiéB3, con
autostatin) e autovaloriE,,(B). Secondo la formula generale (3.24) é possibile definire un
valor medio quantistico di dipolo magnetico per ogni stato:

0
0B

Macroscopicamente questo dara origine ad una magnetizzazione per unita di volume

(njm|n) = — — B, (B) . (8.277)

M=Nm; m=)Y p(njm|n). (8.278)

Dove N ¢ il numero di atomi per unita di volumegg la probabilita di equilibrio dello stato,
a temperaturd™:

1 E,.(B) _En(B)
= ey 2= ;e ol (8.279)
Usando la (8.277):
o 1 9 _ Bn(B) 1 0 0
me LY <_8BE"(B)) e S WT Lz = KT logZ . (8.280)

Nota. Per i lettori che hanno una certa familiarita con la meccanica statistica & opportuno dimostrare
la connessione fra la definizione (8.280) della magnetizzazione e la definizione macroscopica della stessa
quantita. Consideriamo un sistema omogeneo all'equilibrio termico a tempefatimamerso in un
campo magnetico, uniform&. Se si varia in moddsotermaoil campo si ha una variazione dell’energia
libera del sistema:

0F =-MiB, (8.281)

e la (8.281) e la definizione macroscopica di magnetizzazione. L'energia libera & connessa alla funzione
di partizione da

Z = exp(—F/kT) ; F=—kTlogZ . (8.282)
Mantenendo costante la temperatura, dalla (8.281) e dalla (8.282) segue
0
M = kTa—B log Z . (8.283)

Se il sistema & composto da parti statisticamente indipendenti I'energia libera totale & la somma delle
energie libere delle parti, ovvero la funzione di partizione € il prodotto delle singole funzioni di partizione,
quindi

M = NM; , (8.284)
dove M; indica la magnetizzazione del singolo sistema (atomo). Per sistemi omogenei e campo ma-
gnetico costante I'energia libera & proporzionale al volume del corpo, e costante macroscopicamente sul
campione, quindi anche la magnetizzazione totale & omogenea e proporzionale al velumey M.
Dividendo per il volume la (8.284) riotteniamo la (8.280) e la (8.278).
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Numericamente si ha
upB ~6 x 1079 x B(gaus$ eV ;

quindi per campi minori di circa 1 Tesla possiamo applicare la teoria perturbativa per calcolare
gli autovalori E,,(B), usando come stati imperturbati del sistema quelli di struttura fine.
L'Hamiltoniana di interazione &

2
_ € 2,
V=—pB+ o — ;(B Arg)?; (8.285)

e
= — N1, +2s,) = —pup(L+28).
n= 2ma(+5) pp(L+2S)

Le somme nella (8.285) sono estese a tutti gli elettroni atomici. Abbiamo introdotto le usuali

notazioni: ¥
e
e =5 hL:za:Ea; hS:za:sa.

ChiamandaF,, le energie imperturbate del sistema, si ha, usando la teoria delle perturbazioni
al secondo ordine e ponendo l'asskingoB:

1
E.(B)=E, - F,B - 7Gn32 ; (8.2864a)

_ . | |Mz|” e’ 2 2
Fo = (n[(p,))[n) ; = 22 - S (nl(z? + y2)In) . (8.286b)

Nella definizione di&,, abbiamo fattorizzato un segnrq la si confronti con la (3.15). Sempre
in G,, la somma &, come al solito, estesa a tutti gli stati con energia diversa dall¢rstato
Per temperature non troppo basse si ha sicuramente

E,(B) - E, ~upB < kT, (8.287)
possiamo allora sviluppare in serie la funzione di partizione e scrivere
F, 1 1
7 = G 73 L p2 — . 2
Ze o [ - +3 <(kT)2 n+kTGn>} (8.288)
Moltiplicando e dividendo per la funzione di partizione in assenza di campo:

_En
ZOZE e rT
n

B 11— 1, _
7= [1+ B+ 5B ((kT)QFn + 77Cn )} Zy . (8.289)

Dove ora le medie sono fatte rispetto al sistamperturbatqg cioe in assenza di campo. Se il
sistema € isotropo, cioé invariante sotto rotazioni, come supporremo,

F,=0. (8.290)
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Infatti se il sistema €& invariante sotto rotazioni i livelli sono degeneri sul numero quatjco
autovalore di/,, quindi tutti questi stati sono equiprobabili e, per ogni livello:

iz = > (My|p|M;) =0.

My
Segue
Z= 1+132 ! ﬁ+i? Z, (8.291)
B 2 (kT2 ™ kT ") 70 '
Dalla (8.280) si ha allora, al primo ordine is:
1 —
o 2 — . —
m = (kTFn—i—G)B—XB, x = (o E7 +Gn) - (8.292)

La quantitay, che esprime la proporzionalita fra campo magnetico e momento magnetico, Si
chiamasuscettivita magnetica.a caratteristica dipendenza T della suscettivita magnetica
¢ dettalegge di Curige naturalmente vale solo $& +# 0. Come si vede dalla (8.292) esiste
una suscettivita residua pér— oo data dal terminés,,.

Le sostanze coi > 0 sono dettgparamagnetichequelle cony < 0 diamagnetiche

Stimiamo i vari contributi. InnanzituttoF,,| > 0 quindi gli eventuali contributi di tipo
diamagnetico provengono solo dal termidg. Sullo stato fondamentale il primo addendo di
G, € positivo, il secondo negativo, quindi per lo stato fondamentale di un gas I'unico possibile
contributo diamagnetico deriva dal secondo addend@,di Stimiamo separatamente i vari
contributi.

1) Per quanto riguardd, |2, se non & nullo, ha come ordine di grandezza

2

F,? 8.293
RRI AL 3 (8.293)
2) Consideriamo il secondo addenda®j. Usando I'invarianza sotto rotazioni
- = 1
2 .2 2,2
'ra yll BT(I
Usando come distanza tipica il raggio di Bahs = h?/me? si puo stimare
e? — e? aB uz
— 2 N~ — g2 2 ~ B 8.294
mcgr me a‘B /’['B E() ) ( )

doveEj € una tipica energia elettronica, dell’ordine di qualche eV, quindi questo fattore
e depresso rispetto al termine precedente per un faktbyds, che per temperature
normali & molto piccolo.

3) Per quanto riguarda il primo addendodd, notiamo che I'operatorg,, agendo solo
sulle variabili angolari e di spin, non influenza gli altri numeri quantici, ad esempio il
numero quantico radiale per un sistema idrogenoide. Se I'atomo possiede una struttura
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fine i termini dominanti nella somma (8.286b) provengono dai livelli di struttura fine e
quindi il contributo & dell’'ordine di

1B HB

AEFS a2E0 ’

(8.295)

e quindi circal0* volte piti grande del termine (8.294). Se invece non ci sono sottolivelli
di struttura fine, da una parte il denominatore con le differenze di energia € dell'ordine di
FEy, dall’altra I'operatore., ha elementi di matrice nulli, al primo ordine nell’interazione
LS, fra stati appartenenti a diversi multipletti di struttura fine. In effetti gli $tatsono,
usando la teoria perturbativa per I'accoppiamdntcs:

/
[n) =l J, M)+ Y eslB, J, M)
B

con
cg ~ @ ~ a2 .
Ey
L'operatorey:,, non potendo intervenire sui numeri quantici principali, ha elementi di
matrice solo sulle correzioni agli stati, quindi & dell’'ordineugia* e percio, in assenza

di struttura fine, il primo addendo d#,, ha come ordine di grandezza

4
GO g (8.296)
E()

trascurabile in confronto all’'ultimo addendo@i,.

8.1.2 Calcolo della suscettivita magnetica

Vediamo in qualche caso particolare come si calcola la sucettivita magretica

Bassa temperatura

Supponiamo che la temperatura sia sufficientemente bassa in modo che nella distribuzione di
Boltzmann sia rilevante solo lo stato fondamentale. Distinguiamo i vari casi.

1) L =0,S5 = 0. Non c’é struttura fine. La richiesta sulla temperatura
ET < By — Ey

doveE; — Ey ~ eV e la separazione in energia dal primo livello elettronico eccitato,
una condizione quasi sempre verificata. Pet 0,5 =0

(nfp=|n) =0

quindi I'unico contributo rilevante alla magnetizzazione, vedi €q.(8.296), & dato dal
secondo termine ifr,,. Poiche lo stato e invariante sotto rotazioni:

1 e? 9
X= ’EW@';“W (8.297)
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Abbiamo indicato con0) lo stato fondamentale. L'atomo dunquedi&amagnetico
Questo tipo di situazione si presenta, ad esempio, nei gas nobili.

2) J # 0. Anche qui se non c’é struttura fine, ad esem§ioc= 0, la richiesta sulla
temperatura & quasi sempre verificata, se c'é struttura fine si intendeélthia piu
piccolo degli intervalli di struttura fine:

kT < Apg .

In questo caso lo stato fondamentale ha degeneraZidne 1 e tutti gli stati sono
equiprobabili, avendo la stessa energia, quindi fare la media statistica equivale a mediare
suM ;. Lelemento di matrice di., € quello calcolato per I'effetto Zeeman:

(Mylp|My) = —gsupMy , (8.298)

doveg; ¢ il fattore di Landé, eq.(8.114). Si ha percio

Fi =57 HZg WM = fg,uBJ<J+1>7 (8.299)

ed il corrispondente contributo alla suscettivita &

11

T s (1) (8.300)

X =
Come abbiamo precedentemente spiegato le correzioni dovute al terming afia
(8.300) sono completamente trascurabili. Infatti anche il termine dovuto al secondo
ordine in teoria delle perturbazioni & dell’ordine/j%/AFS, trascurabile in confronto
alla (8.300) per basse temperaturek¥e< Arg.

3) J =0,L,5 # 0. In questo caso il contributo precedente & nullo, e quello princi-
pale & dovuto alla correzione perturbativa al secondo ordir@,jnvedi eq.(8.295).
L'intervallo di temperature &€ sempre limitato 43’ < Apg.

Il calcolo pud ad esempio essere fatto per un atomolcea 1, S = 1 e lo lasciamo
come esercizio al lettore. Il punto importante &€ che questo contributo:

722 5~ el ml? S'“Z'” , (8.301)

e positivo, quindi il sistema & ancora paramagnetico, ma, nei limiti di temperatura
indicati, la suscettivita € indipendente fa

Alta temperatura Se si ha una struttura fine I'energia termica pud facilmente essere
dello stesso ordine, e spesso molto piu grande, degli intervalli di strutura fine, ricordiamo che
a temperatura ambientd” ~ ;- eV. Nel limite kT > Apg la situazione si semplifica. Nel
seguito trascuriamo il termine diamagnetico del’Hamiltoniana, che non gioca alcun ruolo.
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PerkT > Apg tutti gli stati corrispondenti allo stesso multipletto di struttura fine hanno
lo stesso peso statistico, quindi si puo pensare di ottenere la suscettivitd semplicemente “di-
menticando” la struttura fine. Operiamo per il momento in questo modo, faremo poi vedere
che il risultato é effettivamente corretto.

Se si trascura l'interaziorike - S I'Hamiltoniana di interazione

V =—u.B, (8.302)

e diagonale su tutto lo spazio di Hilbert, in altri termini tutto il suo contributo ai livelli energe-
tici e

AE, = —(n|us|n)B , (8.303)
senza correzioni al secondo ordine, come il primo termine del faftgreQuindi la suscettivita
e

1
X = ﬁLuz‘Q : (8.304)

Poiche gli stati sono degeneri, la media equivale a fare la somma sugli stati e dividere per la
degenerazione del livello, cid@L + 1)(2S + 1). Essendq:, diagonale possiamo scrivere

D lnlpam)? = (nlualn)(nlpzln) =Y " (nlualk) (Klpzln) = Y (nlulln) = Tr(u2)

n n n,k n

La traccia e invariante per cambiamenti di base, possiamo quindi scegliere |ldbds$g) e
si ha allora

2
X = %Lg ¥ 452+ 2L.S. +25.L. .

Sulla base scelta gli operatdri ed.S, sono indipendenti e si ha

I.5.=1.5,=0.

— 1 1 — 1 1
2 = 2 = - N 2:7 2 = -
L2 2L+1M§ M; 3L(L+1), S?2 25+1M§ Mg 3S(S+1).
L S
e quindi

2 L4 1) 4455+ 1)) . (8.305)

X~ wr983

NOTA: Non é obbligatorio scegliere la bagk.)|S.), allo stesso modo si sarebbe potuta sceglie-
re 'usuale bas¢J, M ;) usata per diagonalizzare l'interaziohe, ma sarebbe stagbagliatousare la
(8.298) per calcolare gli elementi di matricedi in questa base: nelll'espressione (8.298) si & usato
il teorema di Wigner-Eckart che lega gli elementi di matriceldi S. a quelli di J. ma solo all'in-
terno della stessa rappresentazione irriducibile, ciokfessato. Se si considerano tutti i valori di
contemporaneamente non si possono trascurare gli elementi di matficesli fuori diagonale.

La derivazione proposta della (8.305) da un lato sembra ragionevole dall’altro incomprensibile:
la separazione fra primo e secondo ordine perturbativo nelle (8.286) dipende dal rapporto
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upB/Args non dalla temperatura Se si considera piccola la separazione di struttura fine
la correzione al second’ordine
n
9 Z | s|pz|n) :
E; E,L

sembra diventare dominante e questo dipendA ga e da un contributindipendenteadalla
temperatura alla suscettivita, esattamente il contrario di quello che che c’é scritto nella (8.305).
Se supponiamo che in ogni caso, come effettivamenig & < Arg il secondo ordine deve
essere trascurabile ma il primo ordine sembrerebbe dare un contributo che & la somma dei
contributi (8.299) portando ad una suscettivita

_ Lo 1
XT3l LT )RS+ 1)

S BIT+1)(2]+1). (8.306)
J

Questa somma non ha niente a che fare con I'espressione (8.305).

Per spiegare tutti questi punti partiamo dalla media esatta su tutti gli stati di struttura fine,
€g.(8.292). Cominciamo a contare le energie a partire dallo stato fondamentale, quindi tem-
peratura alta rispetto alla separazione di struttura fine signifidbgré& k7. |n) indica uno
stato di struttura fine, la media statistica pesu questi stati si scrive, trascurando il termine
diamagnetico,

nlu, 2|n
<n\,uz|n )2 +2Z % . (8.307)

X E n
A denominatore, supponend, /kT < 1 si ha semplicemente la degenerazione dello stato
Z=Y 1=Q2L+1)(25+1).

Lordine 0in1/T del numeratore &

QZZ M_QZW'”Z 0. (8.308)

Questa espressione si annulla perche il denominatore € antisimmetrico nello seambip
mentre il numeratore & simmetrico. Questo € il motivo per cui non c’e un termine indipendente
daT ad alta temperatura. Questo € in accordo con la (8.305) e non contraddice la (8.301) che
si riferiva a temperature inferioriApg /.

Al termine di ordinel /T contribuiscono il primo termine della (8.307) ed il termine che
deriva dal secondo sviluppando I'esponenziale:

1 nifz z|T
= | lnluaim)? =2} B, % . (8.309)
n n#s

Sfruttando sempre I'antisimmetria possiamo scrivere il secondo di questi termini nella forma

n\uz _ [(nlp- ) _
=2 Enp =2 (B = B =g = ) {nluals)sluan) . (8.310)

n#s n#s n#s
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Ricordiamo ora che gli stafir) sono un insiemeompletoper I'insieme dei livelli considerati,

in pratica sono della formja, J, M ;) quindi sono semplicemente una base per una rappresen-
tazione (riducibile) del gruppo delle rotazioni. Sommando la (8.310) al primo termine della
(8.309) si ha quindi

o o))+ 3l ol ) = = 4 2t

ed infine per la suscettivita

1
i-TT(2L+1 29+ 1) ;""u" '

x = (8.311)

Questa e esattamente la media (8.304) che abbiamo calcolato precedentemente, quindi riotte-
niamo il risultato (8.305).

Abbiamo presentato in dettaglio questo calcolo per il suo significato metodologico: fa
vedere in dettaglio in che senso dei livelli energetici appaiono degeneri se le differenze di
energie sono piccole in confrontokd’. La cosa interessante appunto & che se si trascurano
termini dell'ordine diArs/kT questo non solo dice che possiamo considerare degenere il
sistema, dal punto di vista termodinamico, per le variabili come I'energia, e questo & ovvio,
ma anche per variabili come la suscettivita che regolano la “risposta” del sistema a campi,
statici, esterni. In altre parole se si misura la suscettivita con precigigne k7' non ci si
accorge della struttura fine di un livello, a maggior ragione, ad esempio, non ci si accorge della
possibile struttura iperfina.

8.1.3 Saturazione e limite classico

2
Come abbiamo visto il contributo all’energia magnetica del sistema & proporzioﬁ@é—é

per il paramagnetismo mentre(ﬂ"‘ai’?Ef)—)2 per il diamagnetismo. C’e quindi un ampio intervallo
di temperature in cui il paramagnetismo & dominante. Supponiamo quindi di trascurare com-
pletamente il termine diamagnetico. Il parametro interessante é allora il rappoB@kT.
Fino a questo punto ci siamo limitati allo studio di piccoli campi, vediamo ora cosa succede
per campi (relativamente) grandi. Ci limiteremo al caso di un singolo livello di struttura fi-
ne, ad esempio un livello cofi = 0. Sapendo che per campi grandi I'effetto Pashen-Back
implica semplicemente che possiamo dimenticarci della struttura fine potremmo anche con-
siderare il caso di piu livelli ma la trattazione si complicherebbe senza aggiungere nulla di
gualitativamente nuovo.

In assenza di diamagnetismo e di struttura fine I'Hamiltoniana di perturbazione

—u-B,

e diagonale, siamo cioé nella situazione del paragrafo precedente. Il contributo alla funzione
di partizione dovuto al campo magnetico puo essere calcolato esattamente, senza fare sviluppi
in serie. Usando la (8.298) si ha, indicando gdhfattore giromagnetico:

Z =Y errlunalsB) (8.312)
M,
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da cui possiamo calcolarci la magnetizzazione tramite la (8.280)

0
Il caso pit semplice si ha pgr=1/2:
o [ PBIBY —_ BBYJ pBgB
Z—QCObh( Sk T ) ; m=— tanh( Sk T ) . (8.313)

In particolare per alte temperature:

- <u39> 1 1p
T—o0 2 kT

e si riconosce ancora la legge di Cugie- 1/T e I'accordo con la (8.300) pef = %
Per momento angolare generico, usando l'identita:

11— x2n+l xn+

1
_ 2 —x

E x—xngm—— = .
" 1l—=x 3 — g

k=—n

la funzione di partiziong si scrive

7 = sinh <gJuBB(J + ;)> /Sinh (gJ,UBB(;)) ;

e
_ gsupJB
m=gupJ Ly (kT ) . (8.314)
Abbiamo introdotto le funzioni di Langevin
d . 2J +1 . x
L;(x)= %log {Smh ( 57 x) /smh (2J>} =
2J +1 2J +1 1
= =5 coth ( 7 x) — 57 coth (y) (8.315)

Le funzioni di Langevin mostrano chiaramente il limite classico. Per momento angblare
classicamente il momento magneticog= npg;J. Questo fattore & proporzionale all’argo-
mentozx delle funzioni di Langevin. Tenendo fissa questa quantita e facendo il limiteco

si ha

. 1 L B
Jh_l)r;o Lj(z) = Loo(x) = coth(z) — e Jhlr;o M = poLoo <A;:T> . (8.316)

Questo é esattamente il valor medio classico per un’interazigneB. Chiamandd I'angolo
fra u, e B, classicamente si ha:

o B cos 6 poBcosb /_LB ]{jT
— (9) T Q kT — h
Mo = (/d ,LLQCOS@@ ) (/d e ) N [cot (kT) ,uB} ,
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0 1 2 3 4 5 6

Figura 8.20: Funzioni di Langevin per diversi valori.di

che é proprio la relazione (8.316).
Per grandi valori dell’'argomento

lim Ly(z)=1,
ela(8.314) da:

m—— gupJ = o, (8.317)
B—oo

che ha un significato intuitivo: per grandi valori del campo il momento magnetico atomico si
allinea completamente al campo esterno, si ha cioé una saturazione. Il valore limite di questo
momento magnetico e proprio il valore classico. Questo effetto, ed il limite classico, sono
chiari se si fa un grafico delle funzioni di Langevin, come in figura 8.20
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8.10 Tabelle

In questa sezione vengono riportate le tabelle per i coefficiéti , m1, ¢2, m») ed alcuni
dati atomici.

fl Zz ma mao k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
s s 0 0 1 0 0 0 0
s p 0 1 0 —1/V3 0 0 0
s p O 0 0 1/V3 0 0 0
s p 0 -1 0 —1/V3 0 0 0
p p 1 1 1 0 —-1/5 0 0
p p O 1 0 0 —/3/5 0 0
p p 1 0 0 0 V3/5 0 0
p p O 0 1 0 2/5 0 0
p p 1 -1 0 0 —6/5 0 0
p p 0 -1 0 0 —V/3/5 0 0
s d 0 2 0 0 1/V5 0 0
s d 0 1 0 0 —-1//5 0 0
s d 0 0 0 0 1/v/5 0 0
s d 0 -1 0 0 -1/V5 0 0
s d 0 -2 0 0 1/V5 o 0
p d 1 2 0 -2 0 V2T 0
p d 0 2 0 0 0 V3/1 0
p d 1 1 0 1/V5 0 — 0

6
p d 0 1 0 —1/V5 0 —2\/5/7 0
p d 1 0 0 —1/Vi3 0 3,/2/7 0
p d 0 0 0 2/v/15 0 3,/2/7 0
p d 1 -1 0 0 0 —V6/7 0

6
p d 0 -1 0 —1/V5 0 —2\/3/7 0
p d 1 =2 0 0 0 3/7 0
p d 0 =2 0 0 0 V37 0
d d 2 2 1 0 —2/7 0 1/21
d d 1 2 0 0 —6/7 0 V5/21
d d o 2 0 0 —2/7 0 \/2/7
d d 2 1 0 0 V6/7 0 —V5/21
d d 1 1 1 0 1/7 0 —4/21
d d 0 1 0 0 —1/7 0 7\/7%0/7
d d 2 0 0 0 -2 0 Vi
d d 1 o0 0 0 17 0 \/130/7
d d 0 0 1 0 2/7 0 2/7
d d 2 -1 0 0 0 0 —\/2/3
d d 1 -1 0 0 —V6/7 0 —2v/10/21
d d 0 -1 o0 0 —1/7 0 7\/7%0/7
d d 2 -2 0 0 0 0 NEE
d d 1 -2 0 0 0 0 V373
d d 0 -2 0 0 —2/7 0 V57

Tabella 8.8:Coefficientic® (¢1, m1, £2, m2).
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2F%[dd]  2F*[dd]

]
F%p,p] QF% [p,p]
d —

“oas ow
“ oA v
>
(e}

“ 4F§[f 1] 2F643[f fl _ 100 FO[f,f]
Fo[fa f] 195 a3 5577
s s FYs, s GO[; <]
s p Fls,p) - 2
2
s d  FOs,d) — <l
0 G?[s,f]
s f F [S,f] &4
p P Fo[p,p/] [pp] G2[1P5’P/]
p d P S 2
p o[ Flpf] - 2ol 2t
d d/ F(] [d d/] _ G° [d»d] _ G2[d’d,] _ G‘L[d’d’]
) 0 35 35
¢ Plaf)- 2l 2o s
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fr Fo[f,f’}— [14 L 1([)5 1 - [77 L - 30([J3 ]

Tabella 8.9:Energie medie per elettroni equivalenti e non equivalenti.

Efond AE  Struttura fine
H 1s —109678.7717 28 0
He 152 —198310.6691 'S 0
Li 1s%2s —43487.15 28 0
Be 1s%2s? —75192.64 'S 0
2.2 5 2Pi/s=0
B 1s%2s%2p —66928.04 2P 10.19 R
Py = 15.287
3Py =0
c 1s22522p? —90820.45 3P 29.59 3P, =16.417
3Py = 43.413

1D 10192.66
15 21648.02
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N 1s22s22p° —117225.70 *S 0
2Ds/p = 19224.46
2Dj/p = 19233.18
2
— Py /5 = 28838.92
PP 2883008 ¢, ,/%
/2 = 28839.31

2D 19227.95

3
Py=0
o 1s22s%2pt —109837.02 3P  77.9747 3P, = 158.265
3Py = 226.977
'D  15867.86

s 33792.58
F 1s22s22p® 140524.5 2P 134.71 “Pyp =0
S S — . .
P 2P,y = 404.141
Ne 1s%2s22p® —173929.75 1S 0
Na 15%2522p°®3s —41449.45 28 0
Mg 1s22522p%3s? —61671.05 'S 0
26 .26, 60,2 55 2P1/2 =0
Al 1s%2s%2p%3s23p —48278.48 2P 74.71 2Py = 112,061
3Py =0
Si  1s22s22p%3s23p?  —65747.76 3P 149.68 3P =77.112

3P, = 223.157
D 6298.85
1S 15394.36

P 1522522p%3523p®  —84580.83 %S 0
2Dj /o = 11361.02
2Ds /o = 11376.63
2
— Py o = 18722.71
2P 18739.58
2P3/5 = 18748.01

2D 11370.39

SP,=0
S 1522522p%3s23p* —83559.10 3P 195.76 3P, = 396.055
3Py = 573.640
D 9238.61
1S 22179.95

%P3/ =0

F 15225%2p%3s23p®  —104591.00 2P 294.12
5 a8 epesop 2Py = 882.35

Tabella 8.10Livelli energetici e struttura fine. Le energie sono espresse in‘cm
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1 H Idrogeno 1s 2512 13.5984

2 He Elio 152 1S 24.5874

3 L Litio 152 2s 251 /2 5.3917

4 Be Berilio 152 252 Sy 9.3227

5 B Boro 152 252 2p %P1 s 8.298

6 C Carbonio 152 252 2p? 3Py 11.2603

7 N Azoto 1s? 252 2p3 4S50 145341

8 O Ossigeno  1s? 252 2p? 3p, 13.6181

9 F Fluoro 1s2 252 2p° °Py,p  17.4228
10 Ne Neon 152 252 2p® 1S 21.5645
11  Na  Sodio [Ne] 3s 251 /2 5.1391
12 Mg Magnesio [Ne] 3s? So 7.6462
13 Al Alluminio [Ne] 3s2 3p P12 5.0858
14 Si Silicio [Ne]  3s2 3p? 3P 8.1517
15 P Fosforo [Ne]  3s? 3p* 1S5,2  10.4867
16 Zolfo [Ne]  3s2 3p* 3P, 10.36
17 cCl Cloro [Ne]  3s2 3p° 2Py,p  12.9676
18 Ar  Argon [Ne] 3s? 3p° Sy 15.7596
19 K Potassio [Ar] 4s 251 /2 4.3407
20 Ca Calcio [Ar] 45> 1So 6.1132
21 Sc  Scandio [Ar]  3d 45?2 D35 6.5615
22 Ti  Titanio [Ar]  3d2 452 3Fy 6.8281
23V Vanadio [Ar]  3d° 45> “Fy 0 6.7462
24 Cr  Cromo [Ar]  3d° 4s S 6.7665
25 Mn Manganese [Ar]  3d°® 452 6852 7.434
26 Fe  Ferro [Ar]  3d° 45> 5Da 7.9024
27 Co  Cobalto [Ar]  3d7 45> “Fo s 7.881
28 Ni  Nickel [Ar]  3d® 452 3Fy 7.6398
29 Cu Rame [Ar]  3d'  4s 251 /2 7.7264
30 Zn  Zinco [Ar]  3dY  4s? 1So 9.3942
31 Ga Gallio [Ar]  3d'°  4s?  4p 2Py s 5.9993
32 Ge Germanio [Ar] 3d'° 4s®  4p? 3P 7.8994
33 As  Arsenico [Ar] 3410 4s?  4p® 4S3/2 9.7886
34 Se  Selenio [Ar] 341 4s?  4p* 3P, 9.7524
35 Br  Bromo [Ar]  3d'°  4s?  4p® Py, 11.8138
36 Kr  Krypton [Ar] 3410  4s%  4pS 5o 13.9996
37 Rb  Rubidio (K] 5s 251 /2 4.1771
38 Sr  Stronzio (K7 552 1S, 5.6949
39 Y Yttrio [Kr]  4d 552 D32 6.2173
40 Zr  Zirconio [Kr]  4d? 552 3Fy 6.6339
41 Nb  Niobio [Kr]  4d* 5s 5Dy /2 6.7589
42 Mo  Molibdeno [Kr]  4d® 55 S 7.0924
43 Tc  Tecnezio [Kr]  4d® 552 6552 7.28
44 Ru  Rutenio [Kr] 4d"  5s °Fs 7.3605
45 Rh  Rodio [Kr]  4d® 55 “Fo o 7.4589
46 Pd  Palladio [Kr]  4d*® 1Sg 8.3369
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Ag  Argento [Kr] 4d'®  5s 281 /2 7.5762
Cd  Cadmio [Kr]  4d'® 552 1So 8.9938
In Indio [Kr] 4d'® 582 5p Py o 5.7864
Sn  Stagno [Kr] 4d'® 552 5p2 3Py 7.3439
Sb  Antimonio  [Kr] 4d'®  5s2 5p° 4S5/2 8.6084
Te  Tellurio [Kr] 4d'® 552 5p* 3P, 9.0096
| lodio [Kr] 4d'° 582 5p° 2Py o 10.4513
Xe  Xenon [Kr] 4d'® 552 5p° 1S, 12.1298
Cs  Cesio [Xe] 6s 2512 3.8939
Ba  Bario [Xe] 65> 1S, 5.2117
La Lantanio [Xe] 5d 652 ’D3/2 5.5769
Ce  Cerio [Xe] 4f 5d 652 gen 5.5387
Pr  Praseodimio [Xe] 4f3 65> Iy /o 5.473
Nd  Neodimio [Xe] aft 65> 514 5.525
Pm  Promezio [Xe] 4f° 652 Hs /o 5.582
Sm  Samario [Xe] af® 652 Fo 5.6437
Eu  Europio [Xe] 4f7 652 8572 5.6704
Gd  Gadolinio [Xe] 4f7 5d 652 °Dy 6.1498
Tb  Terbio [Xe] 4f° 652 H 59 5.8638
Dy  Dysprosio [Xe] afte 652 5T 5.9389
Ho  Holmio [Xe] aftt 652 Iis o 6.0215
Er  Erbio [Xe] 4f'? 652 3He 6.1077
Tm  Thulium [Xe] aft® 652 Fr s 6.1843
Yb  Ytterbio [Xe] aftt 652 1S, 6.2542
Lu  Lutezio [Xe] 4f'  5d 652 ’D3/5 5.4259
Hf  Hafnio [Xe] 4f'*  5d? 652 3Fy 6.8251
Ta  Tantalio [Xe] 4af'* 543 65> “Fy o 7.5496
W  Tungsteno [Xe] 4f'*  5d* 652 5Do 7.864
Re  Renio [Xe] 4f'*  5d° 652 6552 7.8335
Os  Osmio [Xe] 4f'*  5d° 65> 5Dy 8.4382
Ir Iridio [Xe] 4af'*  5d7 652 “Fo o 8.967
Pt  Platino [Xe] 4f'*  5d° 6s 3Ds 8.9588
Au  Oro [Xe] 4f'* 5d'° 6s 2512 9.2255
Hg  Mercurio [Xe] af'* 540 6s? 1So 10.4375
Tl Tallio [Xe] af'* 5d° 652 6p 2Py o 6.1082
Pb  Piombo [Xe] 4f' 540 652 6p? 3Py 7.4167
Bi Bismuto [Xe] 4af'* 5d° 652 6p® 4S50 7.2855
Po  Polonio [Xe] 4af'*  5d° 652 6p* 3P, 8.414
At Astatio [Xe] 4f* 549 652 6p° 2Py /o

Rn  Radon [Xe] 4af'* 5d° 652 6pS 1S, 10.7485
Fr Francio [Rn) 7s 281 /2 4.0727
Ra  Radio [Rn) 752 1S, 5.2784
Ac  Attinio [Rn) 6d 752 ’D3/2 5.17
Th  Torio [Rn) 6d? 752 3Fy 6.3067
Pa  Protoattinio [Rn] 5f2 6d 752 (4,3/2)11/2 5.89
U Uranio [Rn] 5f° 6d 752 (9/2,3/2)6 6.1941
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Problemi Cap. 8

Problema 8.1. Si scriva formalmente un determinante di Slater di due elettroni di momento
angolarefy, ¢5 nella formav|my, s1,ma, s2]. m;, s; sono gli autovalori d?., s,. Si scrivano
in termini dei coefficienti di Clebsch - Gordan gli autostatidiS e gli autostati diJ, J..

Sol. file: soluzioni.pdf enotebook:dueelettroni.nb, dueelettroni_spettri.nb..

Problema 8.2. Scrivere le equazioni classiche del moto per un oscillatore nel piapce
verificare analiticamente lo spostamento in frequenza dovuto ad un campo magnetico diretto
lungo l'assez.

Sol. file: soluzioni.pdf.

Problema 8.3. Si studi I'effetto di un campo magnetico sui livelli cen= 2 dell’atomo di
Idrogeno.
Sol. file: soluzioni.pdf.

Problema 8.4. Si calcoli la dipendenza daper la separazione di struttura fine di un doppietto
conL qualunque & = 1/2.
Sol. file: soluzioni.pdf.

Problema 8.5. Si consideri un doppietto di struttura fine, cdngualunque & = 1/2. Si
calcolino gli autovalori dell’Hamiltoniana in presenza di campo magnetieffeto Pashen —
Back.

Sol. file: soluzioni.pdf.

Problema 8.6. Si parametrizzi I'effetto sui livelli energetici delle interazidii,, e Uss per
un accoppiamento di Russel Saunders.
Sol. file: soluzioni.pdf.

Problema 8.7. Calcolare il quadrupolo per gli sta2p di un atomo di idrogeno e mostrare
esplicitamente ch@ = 0 per lo stat®p, ;.
Sol. file: soluzioni.pdf.

Problema 8.8. Se si trascura lo spin gli elementi di matrice di un vettore e di un tensore sim-
metrico all'interno di una varieta di stati cdnfisso sono proporzionali ai tensori irriducibili
dirango 1 e 2 costruiti coh. Siacy, il coefficiente di proporzionalita. Allo stesso modo se si
tiene conto dello spin in ogni sottospazid/disso si hanno i corrispondenti tensori costruiti
conJ ed un coefficiente ;. Trovare la relazione fra;, ec;.

Sol. file: soluzioni.pdf.

Problemi risolti con Mathematica

Problema-N 8.1. Si studi I'effetto Zeeman in presenza di struttura fine.
Si illustra come considerare contemporaneamente l'interazione di struttura fine e I'accoppia-
mento con un campo magneti& E un esercizio che ha come unico scopo di familiarizzare
il lettore con le connessioni fra struttura fine ed effetto Zeeman.
Sol. notebook:effettoZeeman.nb.
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Questo gruppo di programmi illustra dei metodi elementari per costruire gli stati atomici come deter-
minanti di Slater, le proprieta di trasformazione per rotazioni e la scrittura degli elementi di matrice
dell’Hamiltoniana. | programmi sono elencati in ordine di difficolta crescente.

Problema-N 8.2. Si calcolino i coefficienti* necessari alla scrittura dell’hamiltoniana diin-
terazione fra due elettroni.
Si presentano in modo semplice delle istruzionWidithematicgper il calcolo dei coefficienti
c*, i coefficienti3-j etc.

Sol. notebook:coeffcienti.nb.

Problema-N 8.3. Si scrivano gli autostatjL, L., S, S.) per un sistema di elettroni equiva-
lenti e sidimostri che per configurzioni con meno di 3 elettibguesti sono automaticamnte
autostati diH.
Si usano le basi di determinanti di Slater per elettroni equivalenti per costruire gli autostati
di L2, 2. Si scrivono poi formalmente gli elementi di matrice dell’Hamiltoniana e si verifi-
ca la diagonalizzazione di questo operatore nella Hage Questo notebook € interamente
simbolico e permette al lettore di studiare in casi semplici 0 pill complessi come in pratica la
diagonalizzazione di ed S si rifletta sulla diagonalizzazione del’Hamiltoniana. E possibile
analizzare in dettaglio come si scrivono i singoli elementi di matrice, cos’é I'energia media di
Slater etc.

Sol. notebook:elettroni_equivalenti.nb.

Problema-N 8.4. Si scrivano gli autostat{L, L., S, S.) per configurazioni din elettroni
equivalenti ed uno non equivalente.
Le procedure del problema precedente vengono estese al caso in cui sia presente anche un
elettrone non equivalente.

Sol. notebook:elettroni_nonequivalenti.nb.

Problema-N 8.5. Si scrivano gli autostatiL, L., S, S.) per due elettroni equivalenti usando

i coefficienti di Clebsch-Gordon. Si scriva la forma dell'interazione elettrostatica, dell'intera-
zione LS e dell'interazione con un campo magnetico esterno.

Nel caso di due soli elettroni, equivalenti o meno, nei gusci esterni & possibile costruire gli
autostati dif usando semplicemente i coefficienti di Clebsch-Gordon, in casi pit complicati
guesto richiederebbe I'uso del concetto di parentela nella costruzione dei multipletti, e per
questo caso rimandiamo alla letteratura specializzata.

Usando i coefficienti di Clebsch-Gordon studiamo in dettaglio il meccanismo con cui I'in-
terazione elettrostatica fra gli elettroni & responsabile della divisione in multipletti. Estendiamo
poi lo studio alla forma dell'interaziongsS e all'interazione con un campo magnetico esterno.

Sol. notebook:dueelettroni.nb.

Problema-N 8.6. Si usino i risultati del problema precedente per descrivere gli spettri di
atomi con gusci periferici s-p, es. Ba., ed i loro fattori giromagnetici.
La procedura del problema precedene viene applicata per descrivere fenomenologicamente
alcuni spettri, ed ¢ effettuato un raffronto con i dati sperimentali.

Sol. notebook:dueelettroni_spettri.nb.

I due programmi seguenti illustrano alcune delle tecniche numeriche che sono usate nella soluzione
dell’equazione di Hartree e di Hartree - Fock.
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Problema-N 8.7. Si verifichi il funzionamento dei metodi di discretizzazione per il calcolo di
derivate ed integrali.
Si studiano alcune tecniche di discretizzazione per il calcolo di integrali e la risoluzione di
equazioni differenziali. In particolare si presenta I'approssimazione di Numerov per le equa-
zioni differnziali al secondo ordine ed una generalizzazione della regola di Simpson all'ordine
O(h7) per il calcolo di integrali numerici.

Sol. notebook:guida_discretizzazione.nb.

Problema-N 8.8. Si usino le tecniche precedenti per calcolare i potenZidfi) e Z(*) che
compaiono nelle equazioni di Hartree e Hartree-Fock.
Un punto centrale nella risoluzione delle equazioni di Hartree e Hartree-Fock € il calcolo
numerico dei potenziali elettrostatici creati dagli elettroni. Questo notebook usa i risultati del
problema precedente per scrivere delle fuzioni efficienti adatte allo scopo. | programmi sono
controllati utilizzando delle distribuzioni idrogenoidi.

Sol. notebook:guida_fZfY.nb.

Equazione di Hartree.

Problema-N 8.9. Si considerino separatamente i vari ingredienti per risolvere I'equazione di
Hartree: I'input, la scrittura dell’equazione, il calcolo dei potenziali e la soluzione dell'equa-
zione.
Questo notebook € una guida per il lettore interessato a come sono stati scritti i programmi in
Mathematicaper la soluzione dell’equazione di Hartree. La conoscenza di queste procedure
non & necessaria per un uso “standard” dei programmi numerici seguenti.

Sol. notebook:guida_Hartree.nb.

Problema-N 8.10. Si risolva I'equazione di Hartree per il Carbonio.
In questo notebook vengono presentati i comandi essenziali per I'utilizzo delle funzioni adatte
a risolvere I'equazione di Hartree, presentando diverse tipologie di calcolo e illustrando le
possibilita grafiche.

Sol. notebook:Hartree _esl.nb.

Problema-N 8.11.Sirisolva I'equazione di Hartree per i metalli alcalini e si calcolino i difetti

di Rydberg.

Come esempio si risolve I'equazione di Hartree per i metalli alcalini, calcolando i difetti di
Rydberg e confrontando i risultati con i dati sperimentali. Il calcolo viene effettuato in tre
modi diversi: stimando I'energia dello stato dall’energia dell’orbitale periferico, calcolando la
differenza di energia fra 'atomo ed il suo ione, calcolando I'energia dell’elettrone periferico
a fissa configurazione del “core”. | risultati sono consistenti fra loro. L'accordo con i dati
sperimentali & buono nei limiti delle approssimazioni fatte. Ad esempio per larsedel
sodio:

1/n2 E K E_HF E_sp 5 K 5 HF 6 _sp
3s —0.11111 —-0.32823 —0.32802 —0.37772 1.25453 1.25398 1.37289
4s —0.0625 —0.13164 —0.13161 —0.14316 1.24382 1.24352 1.357
55 —0.04 —0.07076 —0.07079 —0.07517 1.24069 1.24151 1.35261
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| suffissiK, H F, sp siriferiscono rispettivamente al calcolo di singolo elettrone, alla differenza
atomo-ione ed al valore sperimentale. Le energie sono in Rydberg e vengono riprodotte con
una precisione di0~* circa, i difetti con una corrispondente approssimazione del 10-30%, a
secondo dell’elemento e della serie.

Sol. notebook:Hartree_es2.nb.

Equazione di Hartree-Fock.

Problema-N 8.12. Si considerino separatamente i vari ingredienti per risolvere I'equazione
di Hartree-Fock: I'input, la scrittura dell’equazione, il calcolo dei potenziali e la soluzione
dell'equazione.
Questo notebook & una guida per il lettore interessato a come sono stati scritti i programmi
in Mathematicaper la soluzione dell’equazione di Hartree-Fock. La conoscenza di queste
procedure non €& necessaria per un uso “standard” dei programmi numerici seguenti.

Sol. notebook:guida_Hartree_Fock.nb.

Problema-N 8.13. Si risolva I'equazione di Hartree-Fock per il Carbonio.
In questo notebook vengono presentati i comandi essenziali per I'utilizzo delle funzioni adatte
a risolvere I'equazione di Hartree-Fock, presentando diverse tipologie di calcolo e illustrando
le possibilita grafiche.

Sol. notebook:Hartree_Fock_esl.nb.

Problema-N 8.14. Si risolva I'equazione di Hartree-Fock per i metalli alcalini e si calcolino

i difetti di Rydberg.

Si calcolano i difetti di Rydberg per gli alcalini, analogamente a quanto fatto con I'equazione
di Hartree. In linea generale i risultati migliorano, inoltre il programma € piu veloce e pre-
ciso rispetto all’analogo in approssimazione di Hartree. Questi sono i risultati per il sodio in
approssimazione di HF:

) E_K E_HF Esp 0K 5§ HF  §_sp
3s —0.11111 —0.36423 —0.3639 —0.37772 1.34304 1.34228 1.37289
4s —0.0625 —0.14025 —0.14023 —0.14316 1.32973 1.32955 1.357
5s —0.04 —0.07408 —0.07408 —0.07517 1.32599 1.3259  1.35261
6s —0.02778 —0.04574 —0.04574 —0.04626 1.32443 1.32437 1.35077
7s —0.02041 —0.03104 —0.03104 —0.03132 1.32363 1.32362 1.34982
8s —0.01563 —0.02243 —0.02243 —0.02261 1.3232  1.32325 1.34926

Sol. notebook:Hartree_Fock _es2.nb.

Problema-N 8.15.Si calcolino i potenziali diionizzazione per gli elementida= 3a Z = 56
in approssimazione di Hartree-Fock e si confrontino i risultati con quelli sperimentali.
Si effettua un calcolo sistematico dei potenziali di ionizzazion&Zda: 3 a Z = 56 e un
confronto con i dati, riassunto nella figura seguente:
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e
o)

Sol. notebook:Hartree_Fock_es3.nb.

Problema-N 8.16. Si illustri con qualche esempio la sequenza di riempimento della tabella
di Mendeleev.
La tabella di Mendeleev presenta delle caratteristiche “stranezze” nella sequenza di riempi-
mento dei gusai e f. In questo notebook si da conto di questa circostanza in approssimazione
di Hartree-Fock.

Sol. notebook:Hartree Fock_es4.nb.

Problema-N 8.17. Si risolva I'equazione di Hatree-Fock per I'elio.
Per vari motivi, legati ai coefficienti,; fuori diagonale, il calcolo di Hartree Fock per I'elio
presenta una convergenza molto lenta, nello stato di singoletto. In questo notebook viene
analizzato il problema. Viene inoltre presentata una forma primitiva di calcolo di mixing di
configurazioni.

Sol. notebook:Hartree_Fock es5.nb.

Problema-N 8.18. Si calcoli lo spettro dei raggi X per gli elementi céh< 36 in approssi-
mazione di Hartree-Fock.

In questo notebook si calcola lo spettro di raggper gli elementi da

NI

Z =3aZ = 36. .
Il confronto con i dati e riassunto nella figura &
accanto, in cui sono riportate le sefie L, M, 2
con le loro molteplicita, nell’intervallo d¥ in s
guestione. w

Sol. notebook:Hartree Fock es6.nb.

£ To 15 20 25 30 35 ¢

Equazione di Thomas-Fermi.

Problema-N 8.19. Si risolva I'equazione di Thomas-Fermi.
In questo notebook viene risolta numericamente I'equazione di Thomas-Fermi e vengono
studiati diversi aspetti qualitativi dell’approssimazione
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) ) D(r) pensita elettronica per Hg
In particolare viene effettuato un raffronto fra 140! ;

le energie calcolate in approssimazione di HF 120/ * \
e quelle ottenute dall’equazione di TF. Inoltre  °0F
si confronta la densita di caridarpr? ottenuta
dal calcolo di HF e di TF nel caso del mercurio, 4
evidenziando come il calcolo di TF costituisca 20
una media sulla struttura a gusci. 0.2 04 06 o8 1if

Sol. notebook:TF_esl.nb.

Problema-N 8.20. Si usi la soluzione del problema precedente per calcolare approssimativa-
mente I'energia degli orbitali atomici.
Si usa I'approssimazione di Thomas-Fermi per il calcolo approssimato dell’energia degli orbi-
tali.

Sol. notebook:TF_es2.nb.

Problema-N 8.21. Si calcolino i livelli energetici dello ionél,.
Sol. notebook:H2Piu.nb.

Indicazioni bibliografiche

La fisica degli atomi & naturalmente un capitolo centrale in ogni testo generale di meccanica quantistica,
si veda ad esempio il testo di Landau e Lifchitz[Landau3].

Due testi di sicuro interesse, anche dal punto di vista storico per certe questioni, sono il libro di
Slater[Slater] e quello di Condon e Shortley[ConSho].

Un libro consigliabile per una prima introduzione agli spettri atomici & quello di Herzberg[Herz].

Per la teoria di Hartree Fock il lettore pud trovare un’ampia discussione ed una dettagliata biblio-
grafia nel libro di Slater. Una versione “condensata” ma molto chiara e fornita nel libro di Bethe e
Jackiw[Bethel].

Il lettore interessato alla parte numerica e agli sviluppi piu recenti puo riferirsi al libro di C. Froe-
se Fischer, Brage e Jonsson. Il gruppo di ricerca di C. Froese Fischer mantiene un sito all'indirizzo:
http://hf8.vuse.vanderbilt.edu/ in cui il lettore puo trovare, oltre alla risoluzione “on
line” dell’'equazione di Hartree Fock per qualsiasi elemento e configurazione, dei codici in Fortran che
realizzano i calcoli usando il mixing di configurazioni.

Infine e utile fornire un indirizzo per la consultazione dei dati sperimentali. Presso il NEgibnal
Institute of Standards and Technolggjylettore puo trovare tute le informazioni utili per lo studio degli
spettri atomici, e di altre questiortittp://physics.nist.gov/
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