
La violazione delle disuguaglianze di Bell e la non separabilit�a in me

ani
aquantisti
aSi 
onsideri una 
oppia di parti
elle non identi
he di spin 1=2 
he vengono prodotte nellostato di singoletto e quindi 
on funzione d'ondajsi = 1p2(j+i1j�i2 � j�i2j+i1) (q1; q2)dove  (q1; q2) =  1(q1) 2(q2)rappresentano due pa

hetti d'onda 
he si allontanano in direzione opposta.Dopo 
he i due pa

hetti si sono allontanati a grande distanza si e�ettua la misura di s(1)z .Sappiamo 
he i risultati possibili sono +1=2 e �1=2 
he indi
heremo is seguito 
ome + e�. La probabilit�a di ottenere tali risultati sono hsjP+1 jsi e hsjP�1 jsi dove P+1 = j+i1h+j1e P�1 = j�i1h�j1. Se
ondo i prin
ipi della misura se si ottiene 
ome risultato + lo statodel sistema dopo la misura �e rappresentato dal vettore P+1 jsi = 1p2 j+i1j�i2 (q1; q2) 
heper e�ettuare ulteriori 
al
oli va normalizzato ad 1. Se ora si esegue una misura di s(2)z siottiene 
on si
urezza, 
io�e 
on probabilit�a 1 il valore �. Dato 
he quando si �e e�ettuata lamisura di s(1)z sulla parti
ella 1 tale parti
ella, 
io�e il 
ontatore 1, era molto distante dallaparti
ella 2 �e ragionevole ammettere 
he tale pro
esso di misura non abbia in
uenzato ilsistema \parti
ella 2". Possiamo quindi asserire se
ondo EPR (Einstein, Podolsky, Rosen)
he esiste un elemento di realt�a �si
a 
he 
orrisponde alla quantit�a �si
a s(2)z . In altre paroledato 
he durante il pro
esso di misura di 1 non abbiamo disturbato la parti
ella 2, 
'�e daritenere 
he la parti
ella 2 avesse il valore � per s(2)z an
he prima della misura dello spindella parti
ella 1.Infatti il 
riterio di EPR �e il seguente: \Se, senza disturbare in al
un modo un sistema,possiamo predire 
on 
ertezza (
io�e 
on probabilit�a uguale ad 1) il valore di una quantit�a1



�si
a allora esiste un elemento di realt�a �si
a 
orrispondente a tale quantit�a �si
a". Se
ondoEPR questo �e un 
riterio suÆ
iente di realt�a.Questo indu
e a ritenere 
he la des
rizione dello stato mediante il vettore jsi non �e 
ompletaper
h�e tale valore� per lo s(2)z della parti
ella 2 pur avendo una realt�a �si
a non �e prevedibiledalla struttura dello stato jsi. Appare quindi 
he il vettore di stato da una des
rizionedel sistema di 
arattere statisti
o in
ompleto 
ome e.g. in me

ani
a statisti
a 
lassi
a lafunzione densit�a �(q; p) nello spazio delle fasi d�a una des
rizione in
ompleta di un sistema�si
o 
lassi
o.Queste 
onsiderazioni possono mettere in dubbio la 
ompletezza della me

ani
a quantisti
a
ome teoria; non mettono in dubbio la 
orrettezza delle previsioni, di 
arattere in generalestatisti
o, della me

ani
a quantisti
a.Nondimeno J.S. Bell nel 1964 ha dimostrato 
he le previsioni della me

ani
a quantisti
aviolano in maniera quantitativa, 
erte relazioni imposte dalla idea di realt�a data da EPR (
he�e raÆnamento della 
omune idea di realt�a, 
io�e di qual
osa 
he esiste indipendentementedall'osservatore) a

oppiate al requisito della lo
alit�a. Quindi mentre la 
riti
a di EPRlas
ia aperta la possibilt�a di un 
ompletamento (anzi lo auspi
a e lo ritiene possibile) dellame

ani
a quantisti
a nel senso di una teoria realisti
a lo
ale, l'analisi di Bell nega questapossibilt�a.Gli esperimenti hanno 
onfermando le previsioni della me

ani
a quantisti
a.La disuguaglianza di Clauser-Holt-Horne-ShimonyLa analisi se
ondo lo s
hema realisti
o lo
ale pi�u generale dell'esperimento des
ritto sopra�e la seguente: L'apparato preparatore preparer�a una 
oppia di sistemi 
on 
aratteristi
hedes
ritte da un parametro � 
he sar�a di volta in volta diverso 
on una distribuzione diprobabilit�a f(�).Conviene 
onsiderare il seguente prodotto di di�erenze di probabilit�a2



(P1(yes; a; �)� P1(no; a; �))� (P2(yes; b; �)� P2(no; b; �))dove P1(yes; a; �) �e la probabilit�a 
he si trovi la risposta \yes" quando il sistema 1 emessodall'apparato di produzione 
on 
aratteristi
a � entra nel 
ontatore 1 disposto sulla 
arat-teristi
a a (e.g. orientamento) e via di
endo.Conviene porre A1(a; �) = P1(yes; a; �)� P1(no; a; �)A2(b; �) = P2(yes; b; �)� P2(no; b; �)e dato 
he le probabilit�a sono numeri positivi 
ompresi tra 0 ed 1 si hajAi(b; �)j � 1Si 
onsidera ora il valor medio del prodotto di sopra, 
io�eE(a; b) = Z d�f(�)A1(a; �)A2(b; �) == Z d�f(�)(P1(yes; a; �)� P1(yes; a; �))(P2(yes; b; �)� P2(yes; b; �)) == P (yes; a; yes; b) + P (no; a; no; b)� P (yes; a; no; b)� P (no; a; yes; b)Si ha E(a; b) +E(a; b0) = Z d�f(�)A1(a; �)(A2(b; �) + A2(b0; �))e quindi jE(a; b) + E(a; b0)j � Z d�f(�)jA2(b; �) +A2(b0; �)j3



e 
ambiando setting dei 
ontatori e prendendo la di�erenza inve
e 
he la sommajE(a0; b)� E(a0; b0)j � Z d�f(�)jA2(b; �)�A2(b0; �)je sommando jE(a; b) + E(a; b0)j+ jE(a0; b)�E(a0; b0)j �Z d�f(�)jA2(b; �) + A2(b0; �)j+ jA2(b; �)� A2(b0; �)j � 2dato 
he jA2(b; �) + A2(b0; �)j+ jA2(b; �)�A2(b0; �)j � 2:Questo vale per qualunque 
oppia di sistemi 1 e 2 prodotti e per qualunque tipo di 
ontatori1 e 2. Si noti 
he questa disuguaglianza si appli
a an
he se la teoria fondamentale fossedi natura statisti
a ma lo
ale. Infatti il risultato della misura del sistema 1 da parte del
ontatore 1 �e des
ritta dalla funzione di probabilt�a P1(x; a; �). Quindi il sistema 1 porta
on se il ri
ordo � di 
ome �e stato, an
he 
asualmente, prodotto ma il risultato della misurada parte del 
ontatore 1 non �e ne
essariamente univo
o.
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Violazione della disuguaglianza di Bell (CHHS) in me

ani
a quantisti
aSi 
onsideri lo stato 1p2(j+i1j�i2 � j�i1j+i2):Spe
i�
hiamo l'esperimento 
ome segue: il sistema prodotto �e quello des
ritto all'inizio delprimo paragrafo; i due 
ontatori sono dei polarimetri alla Stern-Gerla
h. x �e l'asse lungo
ui sono disposti i due 
ontatori e l'apparato produttore del sistema. I parametri a e b dei
ontatori 1 e 2 sono gli angoli di 
ui sono stati ruotati i due polarimetri attorno l'asse x,rispetto alla posizione di riferimento z. Yes signi�
a 
he si e' misurato +, no signi�
a 
he si�e misurato �.Dato 
he jsi �e invariante sotto rotazioni per quanto riguarda il vettore di spin, P (� a; � b)pu�o dipendere solo dalla di�erenza dei due angoli b e a. AbbiamoP (yes a; yes b) = jhsj[
os(b� a2 )�i�(2)x sin(b� a2 )℄j+i1j+i2j2 = 12 sin2(b� a2 ) = P (no a; no b)e similmente si trovaP (yes a; no b) = 12 
os2(b� a2 ) = P (no a; yes b) = 12 
os2(b� a2 )Veniamo ora agli E. E(a; b) = 2 sin2(b� a2 )� 1Prenderemo a = 0, a0 = �=2, b = �=4, b0 = ��=4 
io�e il singolo 
ontatore pu�o assumere dueposizioni una ortogonale all'altra; le posizioni del 
ontatore 2 sono ruotare di mezzo angoloretto rispetto a quelle del 
ontatore 1.Consideriamo la 
ombinazionejE(a; b) +E(a; b0)j+ jE(a0; b)� E(a0; b0)j = 2(1 + sin2(3�=8)� 3 sin2(�=8)) == 3 
os(�=4)� 
os(3�=4) = 2p2 > 2 (!)5




he viola la disuguaglianza di CHHS. Questo dimostra 
he la me

ani
a quantisti
a prevede
orrelazioni superiori a quelle 
he 
i possono attendere da una qualunque teoria realisti
alo
ale. Se si rilassa in prin
ipio di lo
alit�a �e fa
ile mostrare 
on degli esempi 
he la disug-uaglianza di CHHS non �e pi�u valida.I risultati della me

ani
a quantisti
a, 
onfermati dagli esperimenti, 
i insegnano 
he, 
omesostenuto da Bohr, le due parti
elle 1 e 2 per quanto separati spazialmente siano i due pa
-
hetti d'onda  1(q1) e  2(q2), non possono essere 
onsiderate 
ome due sistemi indipendentima devono essere 
onsiderate 
ome un uni
o sistema; questo �no a 
he non si esegue una op-erazione di misura. Gli esperimenti possono essere eseguiti an
he \fuori del 
ono lu
e" 
io�e inmodo da poter es
ludere, se
ondo il prin
ipio di relativit�a, una trasmissione di informazionetra il 
ontatore 1 e il 
ontatore 2 il 
he invaliderebbe la dimostrazione della disuguaglianzadi CHHS. Malgrado 
i�o Bell ha dimostrato, nell'ambito della teoria quantisti
a dei 
ampi,
he tali 
orrelazioni (superiori a quelle 
he 
i si pu�o attendere da una qualunque teoria lo
alerealisti
a) non permettono di trasmettere informazione 
on velo
it�a superiore a quella dellalu
e (impossibilit�a di 
ostruire un telegrafo superluminale). Alla base di questa impossibilt�asta il 
arattere statisti
o della relazione tra il vettore di stato e i risultati di un esperimento.Disuguaglianze an
ora pi�u stringenti, e 
he sono violate dalle predizioni della me

ani
aquantisti
a, si possono dedurre studiando 
orrelazioni triple (Mermin).
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