Formulazione funzionale della meccanica quantistica

La meccanica quantistica nella sua forma definitiva e stata scoperta in due schemi matematici
diversi e subito dimostrati equivalenti. Possiamo chiamarla la formulazione operatoriale in
quanto le variabili dinamiche sono rappresentate da operatori lineari che agiscono sullo spazio
degli stati.

La regola di quantizzazione e data dal principio di corrispondenza cioe: rimpiazzare le
parentesi di Poisson della meccanica hamiltoniana classica con i commutatori divisi per zh.
La formulazione hamiltoniana della meccanica classica non e relativisticamente invariante
a vista; infatti la H (energia) non & un invariante relativistico (componente zero di un
quadrivettore).

Invece l'approccio lagrangiano classico e covariante a vista in quanto attraverso la la-

grangiana si riesce a definire I'azione che & una quantitita invariante (scalare).

qt
S = L(q,q)dt
qoto
ha lo stesso valore in tutti i sistemi di riferimento. L’annullamento della variazione di S,
0S = 0, fornisce le equazioni del moto le quali essendo S un invariante risultano essere

covarianti.

Per es. per una carica in campo e.m. esterno si ha

at ds e, dxM ¢t ds e dz*
S = —mc— + -A,—)dt = —mc— + —A,——)d\
/qoto( megy * g /qoto( mean ey

con ds = vz — v2dt e A drt = Aldx! — Vedt; A, = (A, -V).

La ricerca di una formulazione lagrangiana della meccanica quantistica (e quindi la possibilta
di dare una formulazione relativisticamente invariante) € stata la motivazione principale della
formulazione di Feynman. E’ stata ispirata da alcune osservazioni di Dirac (cfr. P.A.M.
Dirac “The principles of quantum mechanics” par.32 The action principle.)

Le principali caratteristiche sono



1. E’ piu “intuitiva” per quanto possa essere intuitiva la meccanica quantistica.

2. Richiede pero una matematica di tipo pin elevato (concetto di integrazione su di un spazio
di funzioni)

3. Pochi problemi si prestano ad essere risolti direttamente in questo approccio.

4. Ha d’altronde un grande valore euristico e formale:

4.1. Possibilita di dare una formulazione relativisticamente invariante (Lagrangiana e non
Hamiltoniana)

4.2 Come guida nella organizzazione della serie perturbativa.

4.3 Per le sue analogie con la meccanica statistica.

4.4 Come strumento per sviluppare nuovi tipi di approssimazione.

Non seguiro la linea storicamente seguita da Feynman, perche mi prenderebbe troppo tempo
ed invece percorrero il cammino inverso, cioe come dalla formulazione usuale operatoriale
hamiltoniana si possa arrivare alla formulazione di Feynman.

Mi rifaccio al caso unidimensionale (non c¢’¢ difficolta ad andare in pitt dimensioni) e 'oggetto
che si prende in considerazione ¢ il propagatore che abbiamo gia studiato (in notazione di
Dirac)

G(q.t; qo, to) = (gle” " H 710D |gq)

dove H e supposto indipendente dal tempo. E’ noto che questa ci da I’ampiezza di probabilita
che una particella che si trovi in q¢ all’istante tq si trovi in ¢ all’istante . La probabilita e

data da

1G(q,t; g0, to)]?.

Questa funzione di Green permette di calcolare piu in generale ampiezze di transizione e

quindi probabilita di transizione tra stati

(gle™#TO—1 ) = / / (la)da(qle™* ¢4 |go)dgo (g0 ) =
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:/(p*(q)qu(q,t;qo,to)dQOw(QO)

e quindi risolve il problema dinamico della meccanica quantistica.

Si noti inoltre che inserendo un insieme completo di autostati della energia di ha

G(¢,t; qo, to) = /dE<qE)<Eq0>e—%E<t—to>

e dalla analisi di Fourier di G(q,t; qo, to) si riesce a risalire ai livelli energetici e alle funzioni
d’onda relativi ai livelli energetici.

Si noti come le stesse informazioni si possono ottenere da

Gla, 7100, 0) = (gl FH|go) = / dBe 5 (g E)(E|qo)

quindi in termini di una trasformata di Laplace.

Preso un tempo t; con t > t; > tg possiamo pure riscrivere

2

G(q,t; qo, to) = (gle At emmH b1 =t0) 4o :/G(Q7t§QIatl)dQIG(thUQOatO) (1)

Questa espressione ricorda la formula per processi probabilistici cioe

P(q,t;q0,t0) = /P(qat;Q1at1)d91P(Q1at1;QO7t0)- (2)

D’altronde in meccanica quantistica

P(g,t; g0, t0) = |G(q,t; g0, to)|?

e quindi se la (1) & vera la (2) non puo essere vera. In realta la (2) & vera se si rimpiazza
nel membro a sinistra P(q,t;qo,to) con Py, (¢,1;qo,t0), in altre parole se all’istante #; si
effettua una misura della coordinata, o meglio se & presente uno strumento (acceso) in grado
di misurare la coordinata.

Possiamo ora inserire molti tempi (e.g. egualmente spaziati) tra ¢y e ¢t e abbiamo

G(Qat; QOatO) - / o -/G(Q-,t; Qn—latn—l)dQn—lG(Qn—latn—l; Qn—2atn—2)dQn—2 v
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...G(q2,t2;q1, t1)dq1G(q1, t1; qo, to)

conty =tg+kAeA=(t—tg)/n= % Cosa si e guadagnato con questa decomposizione?

Se I'hamiltoniana ¢ della forma H =V + K con V = V(§) e K = p*>/2m si ha

(V+K)A|qk_1> —

G th; Gh1, tr—1) = {qr]e "

= (grle” "V 2e 7 K2 g 1) + o(A)

dove qualitativamente o(A)/A — 0 per A — 0.

In realta esiste un teorema (vedi appendice) noto come formula di Trotter che dice

_i .
"W T — 5 — lim (e
n— 00

dove s —lim sta per limite forte. Questi risultati possono essere capiti qualitativamente dalla

formula di Baker-Campbell-Haussdorf

1
eAeB — oA+B+3A,B]+0;

Essendo l'errore che si fa separando i due esponenziali del secondo ordine, nel limite in cui
n tende all’infinito, I’errore che viene indotto nel prodotto tende a zero.

Per es. per operatori limitati avremmo

||6A+B _ eAH < ellAIHIBI _ oAl

Inoltre per I'errore accumulato nella moltiplicazione di n termini abbiamo (14 £)" — 1| <
el — 1 che tende a zero per ¢ — 0. La difficolta maggiore nella dimostrazione della formula
di Trotter ¢ il trattare con operatori illimitati, la cui comparsa ¢ di regola nelle hamiltoniane

della meccanica quantistica. Abbiamo

G(q, ta q0, tO) =
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= lim /.../(qe_%VAe_%KAqn_1>dqn_1<qn_1|e_%VAe_%KAqn_g)dqn_z...

n— o0

...dq1<q1|e_%VAe_%KA\q0>.
Consideriamo il termine generico
oo i 2 i " i 52
(q”|e‘ﬁV(Q)Ae_ﬁf_mA\q’> _ /e—ﬁV(q )A<q”|€_ﬁ2p_mA|p/>dp’<p"q’> _

m 1 . " im(q//7q1)2
)56—%V(q )e_2hA

2mihA

. " i 12
= /e_ﬁv(q Bemwsm B (g" | )dp' (' |d') = (
da cui

G(q/ ta q0, tO) =

. m n i im(g—an—1)> i im(dn_1—=dn—2)>
= Jim (TR [ VORI gy, oV 08 ST gy

) im (a1 —a0)2
dqle_%v(ql)Ae%

Data ora la partizione dell’intervallo temporale t — ¢, con i tempi ¢, = ¢,¢,_1,...,1t1,to,
presi ad arbitrio dei valori ¢,,_1,...q1 si consideri la legge del moto data dalla spezzata
disegnata in figura. Vogliamo calcolare 1’azione (classica) relativa a tale moto. Si ha

qt tr
. Ak — qk—1 m gk — qk—1 .2
Lig@)dt =Y |= [ Vg1 + ———(—ti1))dt + o (F———)*A| ~
/q (a.4)dt [ / (qo—1 + =7 (t = te—))di + - (F—F—)

oto k tr—1

[ m (qr — qe-1)°
~ kz_l [ V(qk)A+ 5 A

dove abbiamo fatto un errore dell’ordine di A? rimpiazzando
t
/ V(g#)dt con  V(g)A.
tp—1
Tale errore e irrilevante nel limite di n — oc. Il limite per n — oo che sappiamo esistere ed
essere rigorosamente uguale alla funzione di Green, e la definizione dell’integrale funzionale

sui cammini che uniscono ’evento (qg, tg) con l'evento (q,t) e si scrive

G(a,t; 90, t0) = /D[q(t)]e%S[Q(t)]_
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Notare che L non e un operatore ma la lagrangiana classica del sistema. Quindi non abbiamo
operatori ma integrali funzionali (oc—dimensionali). Tutti i cammini sono possibili e tutti
egualmente probabili, tutti cioe contribuiscono con lo stesso peso che ¢ semplicemente una
fase. I cammini vicini a quello classico, essendo sul cammino classico la azione stazionaria
sono quelli che danno il massimo contributo mentre quelli lontani dal cammino classico
tendono a dare contributi che si elidono per interferenza.

In maniera del tutto analoga si puo calcolare

= _T . m n V(@) _M(q—qn_1)2
G(q,7540,0) = (gle ﬁqu>=nlggo(27rM)2/6 mlem T s dgpy... (3)
Si vede che
R ZTTAYN. TUL TSV 3 M o G D AC I L M 2 O

dove la “lagrangiana euclidea” Lg(q,¢) ¢ definita da

Lsla. 50) = Mo, 5 )

cioe ¢ ottenuta formalmente rimpiazzando ¢ con —i7T (rotazione di Wick). L’integrale fun-
zionale euclideo risulta essere un potente mezzo di calcolo della funzione di partizione della

meccanica statistica quantistica del sistema descritto dalla hamiltoniana H dato che

a,hp3

Z(ﬁ) Ztr(e_ﬁH) — /dqé’(% hpB;q, (]) = /dQ/'D[q(T)]e% 2.0 LE(Qad)dT.

Esiste pure un’ interpretazione della eq.(3) a livello di meccanica statistica classica. La eq.(3)
prima di prendere il limite per n — oo puo essere vista come la funzione di partizione di una
catena unidimensionale di gradi di liberta classici (tipo catena di spin) soggetti al potenziale
esterno V (q) e interagenti con i primi vicini con energia di interazione c(qx — qr_1)? essendo

c una costante positiva.
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Formula di Trotter
Vogliamo dimostrare qui, senza pretesa di rigore (per la dimostrazione rigorosa vedi appen-

dice) la formula di Trotter, cioe
eTHIEIA () = emHV e KBy (g) + 0(A7)

Useremo i seguenti risultati

(8% (8%
iag? 3 2
/e 2«1 q4dq — - ﬂ
(6] (6]
i 2 1 1
= 2nd _ I
/6 g = c(n) o[~

Si ha

e HVAeT KAy (q) = (1 — %V(q)A +0(A?))x

im(qg—q’)? ! 2
X(QW?;T,A_)l/Q/e (2hA) dq’ |:¢(Q)+ (q/_q)i/JI(Q)‘I' %dju(q)_i_} _

thA

(1= V@A +0(8%) (o) + Gy ")+ 08 =

2

9(0) ~ V@b~ 1 (o

V"' (q) + O(A?%) = em #7249 (g) + O(A?).

In questa maniera si noti abbiamo riprodotto I’equazione di evoluzione di Schroedinger.

E adesso alcune note:

1. Come e stato detto le stesse informazioni sugli stati legati e sulle funzioni d’onda degli stati

H

legati possono esse ottenute studiando il propagatore “euclideo” e~% | cioe calcolandone la

sua trasformata di Laplace. Il fatto e che dal punto di vista calcolativo il propagatore euclideo
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¢ molto pill semplice specialmente a livello numerico; questo perche la exp(% [ Lg(q,q)dr)
ha ora la natura di una probabilita e quindi si possono applicare ad essa tutti i risultati
della meccanica statistica. Formalmente il passaggio da da L a Lg si ottiene ponendo
z* = iz0 = it.

2. Configurazioni non di minimo ma stazionarie, possono dare contributi particolarmente

rilevanti all’integrale funzionale e quindi possono venire prese come base di sviluppo di nuovi

metodi approssimazione.
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Appendice: Dimostrazione funzionale della formula di Trotter

Siano A e B autoaggiunti su di uno spazio di Hilbert H separabile e A + B definito su

D(A) N D(B) pure autoaggiunto (e.g. A = % = —% e B = V(q) limitato; oppure
A= % = —% e B =V(q) limitato all’infinito e con singolarita coulombiana all’origine).
Teorema:

; . ;L ;L
ezt(A—l—B) — s — lim (eznAean)n
n—oo

Se A e B sono inferiormente limitati vale pure

—t(A+B) _ s — lim (e—%Ae—%B)n

n— oo

e

Dimostrazione: Definiamo S; = e®*(A+B) v, = ¢itA G, = B[], = V,W,. Pure definiamo
I’evoluto temporale di v, 1 = S;).

Dobbiamo dimostrare che

lim [[(S% — U2)y|[ =0 (4)

t
n— 00 n
ma dato che tutti gli operatori in questione sono di norma 1, e sufficiente dimostrare la
eq.(4) per tuttii ¢ di un denso e noi prenderemo ¢ € D(A) N D(B).
Si ha
n—1 _ ]
(8% =Byl = | > UV T(S, — US| (5)
j=0 n n

e.g.
SSSS — UUUU = (S — U)SSS + U(S — U)SS + UU(S — U)S + UUU(S — U)

Dal teorema di Stone abbiamo per un vettore ¢ € D(A) N D(B)

thfJ¢:MA+BM
s—0 S
thV4¢:uA+BW
s—0 S



Quindi su di un vettore fisso ¢ € D(A) N D(B) si ha con A, =n(Se —UL)

lim A,¢ = 0. (6)

n— o0

Possiamo riscrivere la (5) come

n—1
(S = U = |3 ULTT7(Ss = Us)y, || <
j=0 "
< nsup (e = Us)s, || = 5up || Ands, || < sup [|Anes]] (7)
J J 0<s<t

dove sj = jL.

Se il vettore ¢, fosse fisso il teorema sarebbe gia dimostrato. Il problema e che al variare
di ¢s, una eccessiva non uniformita del limite eq.(7) potrebbe far fallire il risultato cioé non
assicurare che per n — oc I'ultimo membro della eq.(7) tenda a zero.

Si nota pero che

1. ¢s = " A+B)35¢ & una funzione continua di s (questo & uno dei contenuti del teorema di
Stone, cioe la forte continuitd di e?#* per H autoaggiunto).

2. Per ¢ € D(A) N D(B), ¢, & continua in una metrica piu stringente di quella dello spazio

di Hilbert, cioe nella metrica

lelll = lloll + [[(A + B)g|l

che dd a D = D(A) N D(B) la struttura di uno spazio di Banach. Questo ¢ dovuto al fatto
che
(A + B)e!AtB)s g — oi(A+B)s(4 | BYg — (A + B).

Nota: Ne segue che al variare di s nell'intervallo [0, t], ¢ descrive un compatto in D con la

metrica ||| |||

Nota: D con la metrica di Hilbert || || non & uno spazio di Banach in quanto non ¢ completo.
Invece D con la metrica ||| ||| & completo, essendo A + B un operatore chiuso, in quanto
autoaggiunto.
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3. Ciascun A,,, considerato come operatore lineare da D in # & limitato e a causa di eq.(6)
si ha per ogni ¢ € D, fisso

sup [|An || < oo
n

e quindi per il principio di uniforme limitatezza si ha
sup || A, || < oo.
n

cioe

1Angll < Cll[ol]l.
Dato che al variare di s in [0, ¢], ¢s descrive un compatto in D si ha che il limite per n — oc
dell’'ultimo membro di eq.(7) ¢ zero.
In maggior dettaglio: Dato un £, per ogni s possiamo trovare un N (s) tale che per n > N(s),
[|Ands!| < € ed un intorno aperto non nullo §(s) di s tale che ||A,¢s || < 2¢ per s' € 4(s)
e n > N(s). Dato che [0,t¢] & compatto possiamo estrarre un ricoprimento finito di intorni

d(s) che ci dice che per n > Nyp,q, si ha
sup ||An sl < 2e

Quindi il limite per n — oo dell’ultimo membro di eq.(7) & zero.

Riportiamo qui per completezza ’enunciato del teorema della uniforme limitatezza:

Siano X e Y spazi di Banach e T,,, a € A, una famiglia di trasformazioni lineari limitate
da X aY.

Le seguenti affermazioni sono equivalenti
sup ||To|| < oo
(63

sup ||Taz|| < 00 for z € X
«
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sup ||y Tpx|| < oo forz € X and y* € Y™
«
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