
Formulazione funzionale della me

ani
a quantisti
aLa me

ani
a quantisti
a nella sua forma de�nitiva �e stata s
operta in due s
hemi matemati
idiversi e subito dimostrati equivalenti. Possiamo 
hiamarla la formulazione operatoriale inquanto le variabili dinami
he sono rappresentate da operatori lineari 
he agis
ono sullo spaziodegli stati.La regola di quantizzazione �e data dal prin
ipio di 
orrispondenza 
io�e: rimpiazzare leparentesi di Poisson della me

ani
a hamiltoniana 
lassi
a 
on i 
ommutatori divisi per i�h.La formulazione hamiltoniana della me

ani
a 
lassi
a non �e relativisti
amente invariantea vista; infatti la H (energia) non �e un invariante relativisti
o (
omponente zero di unquadrivettore).Inve
e l'appro

io lagrangiano 
lassi
o �e 
ovariante a vista in quanto attraverso la la-grangiana si ries
e a de�nire l'azione 
he �e una quantitit�a invariante (s
alare).S = Z q tq0t0 L(q; _q)dtha lo stesso valore in tutti i sistemi di riferimento. L'annullamento della variazione di S,ÆS = 0, fornis
e le equazioni del moto le quali essendo S un invariante risultano essere
ovarianti.Per es. per una 
ari
a in 
ampo e.m. esterno si haS = Z q tq0t0 (�m
dsdt + e
A� dx�dt )dt = Z q tq0t0 (�m
 dsd� + e
A� dx�d� )d�
on ds = p
2 � v2dt e A�dx� = Aldxl � V 
dt; A� = (A;�V ).La ri
er
a di una formulazione lagrangiana della me

ani
a quantisti
a (e quindi la possibilt�adi dare una formulazione relativisti
amente invariante) �e stata la motivazione prin
ipale dellaformulazione di Feynman. E' stata ispirata da al
une osservazioni di Dira
 (
fr. P.A.M.Dira
 \The prin
iples of quantum me
hani
s" par.32 The a
tion prin
iple.)Le prin
ipali 
aratteristi
he sono 1



1. E' pi�u \intuitiva" per quanto possa essere intuitiva la me

ani
a quantisti
a.2. Ri
hiede per�o una matemati
a di tipo pi�u elevato (
on
etto di integrazione su di un spaziodi funzioni)3. Po
hi problemi si prestano ad essere risolti direttamente in questo appro

io.4. Ha d'altronde un grande valore euristi
o e formale:4.1. Possibilit�a di dare una formulazione relativisti
amente invariante (Lagrangiana e nonHamiltoniana)4.2 Come guida nella organizzazione della serie perturbativa.4.3 Per le sue analogie 
on la me

ani
a statisti
a.4.4 Come strumento per sviluppare nuovi tipi di approssimazione.Non seguir�o la linea stori
amente seguita da Feynman, per
h�e mi prenderebbe troppo tempoed inve
e per
orrer�o il 
ammino inverso, 
io�e 
ome dalla formulazione usuale operatorialehamiltoniana si possa arrivare alla formulazione di Feynman.Mi rifa

io al 
aso unidimensionale (non 
'�e diÆ
olt�a ad andare in pi�u dimensioni) e l'oggetto
he si prende in 
onsiderazione �e il propagatore 
he abbiamo gi�a studiato (in notazione diDira
) G(q; t; q0; t0) = hqje� i�hH(t�t0)jq0idoveH �e supposto indipendente dal tempo. E' noto 
he questa 
i d�a l'ampiezza di probabilit�a
he una parti
ella 
he si trovi in q0 all'istante t0 si trovi in q all'istante t. La probabilit�a �edata da jG(q; t; q0; t0)j2:Questa funzione di Green permette di 
al
olare pi�u in generale ampiezze di transizione equindi probabilit�a di transizione tra statih�je� i�hH(t�t0)j i = Z Z h�jqidqhqje� i�hH(t�t0)jq0idq0hq0j i =2



= Z ��(q)dqG(q; t; q0; t0)dq0 (q0)e quindi risolve il problema dinami
o della me

ani
a quantisti
a.Si noti inoltre 
he inserendo un insieme 
ompleto di autostati della energia di haG(q; t; q0; t0) = Z dEhqjEihEjq0ie� i�hE(t�t0)e dalla analisi di Fourier di G(q; t; q0; t0) si ries
e a risalire ai livelli energeti
i e alle funzionid'onda relativi ai livelli energeti
i.Si noti 
ome le stesse informazioni si possono ottenere da~G(q; � ; q0; 0) = hqje� ��hH jq0i = Z dEe� ��hEhqjEihEjq0iquindi in termini di una trasformata di Lapla
e.Preso un tempo t1 
on t > t1 > t0 possiamo pure ris
rivereG(q; t; q0; t0) = hqje� i�hH(t�t1)e� i�hH(t1�t0)jq0i = Z G(q; t; q1; t1)dq1G(q1; t1; q0; t0) (1)Questa espressione ri
orda la formula per pro
essi probabilisti
i 
io�eP (q; t; q0; t0) = Z P (q; t; q1; t1)dq1P (q1; t1; q0; t0): (2)D'altronde in me

ani
a quantisti
aP (q; t; q0; t0) = jG(q; t; q0; t0)j2e quindi se la (1) �e vera la (2) non pu�o essere vera. In realt�a la (2) �e vera se si rimpiazzanel membro a sinistra P (q; t; q0; t0) 
on Pq̂t1(q; t; q0; t0), in altre parole se all'istante t1 sie�ettua una misura della 
oordinata, o meglio se �e presente uno strumento (a

eso) in gradodi misurare la 
oordinata.Possiamo ora inserire molti tempi (e.g. egualmente spaziati) tra t0 e t e abbiamoG(q; t; q0; t0) = Z : : :Z G(q; t; qn�1; tn�1)dqn�1G(qn�1; tn�1; qn�2; tn�2)dqn�2 : : :3



: : :G(q2; t2; q1; t1)dq1G(q1; t1; q0; t0)
on tk = t0 + k� e � = (t� t0)=n � Tn . Cosa si �e guadagnato 
on questa de
omposizione?Se l'hamiltoniana �e della forma H = V +K 
on V = V (q̂) e K = p̂2=2m si haG(qk; tk; qk�1; tk�1) = hqkje� i�h (V+K)�jqk�1i == hqkje� i�hV�e� i�hK�jqk�1i+ o(�)dove qualitativamente o(�)=�! 0 per �! 0.In realt�a esiste un teorema (vedi appendi
e) noto 
ome formula di Trotter 
he di
ee� i�hHT = s� limn!1(e� i�hV Tn e� i�hK Tn )ndove s� lim sta per limite forte. Questi risultati possono essere 
apiti qualitativamente dallaformula di Baker-Campbell-HaussdorfeAeB = eA+B+ 12 [A;B℄+O3 :Essendo l'errore 
he si fa separando i due esponenziali del se
ondo ordine, nel limite in 
uin tende all'in�nito, l'errore 
he viene indotto nel prodotto tende a zero.Per es. per operatori limitati avremmokeA+B � eAk � ekAk+kBk � ekAkInoltre per l'errore a

umulato nella moltipli
azione di n termini abbiamo j(1 + "n )n � 1j �ej"j� 1 
he tende a zero per "! 0. La diÆ
olt�a maggiore nella dimostrazione della formuladi Trotter �e il trattare 
on operatori illimitati, la 
ui 
omparsa �e di regola nelle hamiltonianedella me

ani
a quantisti
a. AbbiamoG(q; t; q0; t0) =4



= limn!1 Z : : :Z hqje� i�hV�e� i�hK�jqn�1idqn�1hqn�1je� i�hV�e� i�hK�jqn�2idqn�2 : : :: : : dq1hq1je� i�hV�e� i�hK�jq0i:Consideriamo il termine generi
ohq00je� i�hV (q̂)�e� i�h p̂22m�jq0i = Z e� i�hV (q00)�hq00je� i�h p̂22m�jp0idp0hp0jq0i == Z e� i�hV (q00)�e� i�h p022m�hq00jp0idp0hp0jq0i = ( m2�i�h�) 12 e� i�hV (q00)e im(q00�q0)22�h�da 
ui G(q; t; q0; t0) == limn!1( m2�i�h�)n2 Z e� i�hV (q)�e im(q�qn�1)22�h� dqn�1e� i�hV (qn�1)�e im(qn�1�qn�2)22�h� dqn�2 : : :dq1e� i�hV (q1)�e im(q1�q0)22�h�Data ora la partizione dell'intervallo temporale t � t0, 
on i tempi tn = t; tn�1; : : : ; t1; t0,presi ad arbitrio dei valori qn�1; : : : q1 si 
onsideri la legge del moto data dalla spezzatadisegnata in �gura. Vogliamo 
al
olare l'azione (
lassi
a) relativa a tale moto. Si haZ qtq0t0 L(q; _q)dt =Xk "� Z tktk�1 V (qk�1 + qk � qk�1� (t� tk�1))dt+ m2 (qk � qk�1� )2�# �� nXk=1 ��V (qk)� + m2 (qk � qk�1)2� �dove abbiamo fatto un errore dell'ordine di �2 rimpiazzandoZ tktk�1 V (q(t))dt 
on V (qk)�:Tale errore �e irrilevante nel limite di n!1. Il limite per n!1 
he sappiamo esistere edessere rigorosamente uguale alla funzione di Green, �e la de�nizione dell'integrale funzionalesui 
ammini 
he unis
ono l'evento (q0; t0) 
on l'evento (q; t) e si s
riveG(q; t; q0; t0) = Z D[q(t)℄e i�hS[q(t)℄:5



Notare 
he L non �e un operatore ma la lagrangiana 
lassi
a del sistema. Quindi non abbiamooperatori ma integrali funzionali (1�dimensionali). Tutti i 
ammini sono possibili e tuttiegualmente probabili, tutti 
io�e 
ontribuis
ono 
on lo stesso peso 
he �e sempli
emente unafase. I 
ammini vi
ini a quello 
lassi
o, essendo sul 
ammino 
lassi
o la azione stazionariasono quelli 
he danno il massimo 
ontributo mentre quelli lontani dal 
ammino 
lassi
otendono a dare 
ontributi 
he si elidono per interferenza.In maniera del tutto analoga si pu�o 
al
olare~G(q; � ; q0; 0) = hqje� ��hH jq0i = limn!1( m2��h�)n2 Z e� V (q)�h �e�m(q�qn�1)22�h� dqn�1 : : : (3)Si vede 
hee� V (qk)�h �e�m(qk�qk�1)22�h� � e 1�h R �k�k�1 [�m2 ( _q(�))2�V (q(�))℄d� = e 1�h R �k�k�1 LE(q; _q)d�dove la \lagrangiana eu
lidea" LE(q; _q) �e de�nita daLE(q; �q�� ) = L(q; �q�(�i�) )
io�e �e ottenuta formalmente rimpiazzando t 
on �i� (rotazione di Wi
k). L'integrale fun-zionale eu
lideo risulta essere un potente mezzo di 
al
olo della funzione di partizione dellame

ani
a statisti
a quantisti
a del sistema des
ritto dalla hamiltoniana H dato 
heZ(�) = tr(e��H) = Z dq ~G(q; �h�; q; 0) = Z dq Z D[q(�)℄e 1�h R q;�h�q;0 LE(q; _q)d� :Esiste pure un' interpretazione della eq.(3) a livello di me

ani
a statisti
a 
lassi
a. La eq.(3)prima di prendere il limite per n!1 pu�o essere vista 
ome la funzione di partizione di una
atena unidimensionale di gradi di libert�a 
lassi
i (tipo 
atena di spin) soggetti al potenzialeesterno V (q) e interagenti 
on i primi vi
ini 
on energia di interazione 
(qk� qk�1)2 essendo
 una 
ostante positiva.
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Formula di TrotterVogliamo dimostrare qui, senza pretesa di rigore (per la dimostrazione rigorosa vedi appen-di
e) la formula di Trotter, 
io�ee� i�h (K+V )� (q) = e� i�hV�e� i�hK� (q) + O(�2)Useremo i seguenti risultati Z e i�q22 dq =r2�i�Z e i�q22 q2n+1dq = 0Z e i�q22 q2dq = i�r2�i�Z e i�q22 q4dq = � 3�2r2�i�Z e i�q22 q2ndq = 
(n) 1�nr 1�Si ha e� i�hV�e� i�hK� (q) = (1� i�hV (q)� +O(�2))��( m2�i�h�)1=2 Z e im(q�q0)22�h� dq0 � (q) + (q0 � q) 0(q) + (q0 � q)22  00(q) + : : :� =(1� i�hV (q)� + O(�2)) � (q) + i�h�2m  00(q) + O(�2)� = (q)� i�hV (q) (q)�� i�h (� �h22m 00(q) +O(�2)) = e� i�hH� (q) + O(�2):In questa maniera si noti abbiamo riprodotto l'equazione di evoluzione di S
hroedinger.E adesso al
une note:1. Come �e stato detto le stesse informazioni sugli stati legati e sulle funzioni d'onda degli statilegati possono esse ottenute studiando il propagatore \eu
lideo" e� ��hH , 
io�e 
al
olandone lasua trasformata di Lapla
e. Il fatto �e 
he dal punto di vista 
al
olativo il propagatore eu
lideo7



�e molto pi�u sempli
e spe
ialmente a livello numeri
o; questo per
h�e la exp( 1�h R LE(q; _q)d�)ha ora la natura di una probabilit�a e quindi si possono appli
are ad essa tutti i risultatidella me

ani
a statisti
a. Formalmente il passaggio da da L a LE si ottiene ponendox4 = ix0 = it.2. Con�gurazioni non di minimo ma stazionarie, possono dare 
ontributi parti
olarmenterilevanti all'integrale funzionale e quindi possono venire prese 
ome base di sviluppo di nuovimetodi approssimazione.
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Appendi
e: Dimostrazione funzionale della formula di TrotterSiano A e B autoaggiunti su di uno spazio di Hilbert H separabile e A + B de�nito suD(A) \ D(B) pure autoaggiunto (e.g. A = p̂22m = �r22m e B = V (q) limitato; oppureA = p̂22m = �r22m e B = V (q) limitato all'in�nito e 
on singolarit�a 
oulombiana all'origine).Teorema: eit(A+B) = s� limn!1(ei tnAei tnB)nSe A e B sono inferiormente limitati vale puree�t(A+B) = s� limn!1(e� tnAe� tnB)nDimostrazione: De�niamo St = eit(A+B), Vt = eitA, St = eitB , Ut = VtWt. Pure de�niamol'evoluto temporale di  ,  t = St .Dobbiamo dimostrare 
he limn!1 jj(Sntn � Untn ) jj = 0 (4)ma dato 
he tutti gli operatori in questione sono di norma 1, �e suÆ
iente dimostrare laeq.(4) per tutti i � di un denso e noi prenderemo � 2 D(A) \D(B).Si ha jj(Sntn � Untn ) jj = jj n�1Xj=0 U (n�j�1)tn (S tn � U tn )Sjtn jj (5)e.g. SSSS � UUUU = (S � U)SSS + U(S � U)SS + UU(S � U)S + UUU(S � U)Dal teorema di Stone abbiamo per un vettore � 2 D(A) \D(B)lims!0 Ss � 1s � = i(A+ B)�lims!0 Us � 1s � = i(A+ B)�9



Quindi su di un vettore �sso � 2 D(A) \D(B) si ha 
on �n � n(S tn � U tn )limn!1�n� = 0: (6)Possiamo ris
rivere la (5) 
omejj(St � Untn )�jj = jj n�1Xj=0 U (n�j�1)tn (S tn � U tn )�sj jj �� n supj jj(S tn � U tn )�sj jj = supj jj�n�sj jj � sup0�s�t jj�n�sjj (7)dove sj = j tn .Se il vettore �s fosse �sso il teorema sarebbe gi�a dimostrato. Il problema �e 
he al variaredi �s, una e

essiva non uniformit�a del limite eq.(7) potrebbe far fallire il risultato 
io�e nonassi
urare 
he per n!1 l'ultimo membro della eq.(7) tenda a zero.Si nota per�o 
he1. �s = ei(A+B)s� �e una funzione 
ontinua di s (questo �e uno dei 
ontenuti del teorema diStone, 
io�e la forte 
ontinuit�a di eiHs per H autoaggiunto).2. Per � 2 D(A) \D(B), �s �e 
ontinua in una metri
a pi�u stringente di quella dello spaziodi Hilbert, 
io�e nella metri
a jjj�jjj = jj�jj+ jj(A+ B)�jj
he d�a a D � D(A) \D(B) la struttura di uno spazio di Bana
h. Questo �e dovuto al fatto
he (A+ B)ei(A+B)s� = ei(A+B)s(A+ B)�! (A+ B)�:Nota: Ne segue 
he al variare di s nell'intervallo [0; t℄, �s des
rive un 
ompatto in D 
on lametri
a jjj jjj.Nota: D 
on la metri
a di Hilbert jj jj non �e uno spazio di Bana
h in quanto non �e 
ompleto.Inve
e D 
on la metri
a jjj jjj �e 
ompleto, essendo A + B un operatore 
hiuso, in quantoautoaggiunto. 10



3. Cias
un �n, 
onsiderato 
ome operatore lineare da D in H �e limitato e a 
ausa di eq.(6)si ha per ogni � 2 D, �sso supn jj�n�jj <1e quindi per il prin
ipio di uniforme limitatezza si hasupn jj�njj <1:
io�e jj�n�jj < Cjjj�jjj:Dato 
he al variare di s in [0; t℄, �s des
rive un 
ompatto in D si ha 
he il limite per n!1dell'ultimo membro di eq.(7) �e zero.In maggior dettaglio: Dato un ", per ogni s possiamo trovare un N(s) tale 
he per n > N(s),jj�n�sjj < " ed un intorno aperto non nullo Æ(s) di s tale 
he jj�n�s0 jj < 2" per s0 2 Æ(s)e n > N(s). Dato 
he [0; t℄ �e 
ompatto possiamo estrarre un ri
oprimento �nito di intorniÆ(s) 
he 
i di
e 
he per n > Nmax si hasups jj�n�sjj < 2"Quindi il limite per n!1 dell'ultimo membro di eq.(7) �e zero.Riportiamo qui per 
ompletezza l'enun
iato del teorema della uniforme limitatezza:Siano X e Y spazi di Bana
h e T�; � 2 A, una famiglia di trasformazioni lineari limitateda X a Y .Le seguenti a�ermazioni sono equivalentisup� jjT�jj <1sup� jjT�xjj <1 for x 2 X11
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