
Parti
elle identi
heNon esistono di�erenze osservabili quando si s
ambiano due parti
elle identi
he. In me
-
ani
a quantisti
a per�o sorgono dei fenomeni 
he non hanno l'analogo in �si
a 
lassi
a. E'possibile distinguere due stati 
he di�eris
ono per lo s
ambio di due parti
elle? Classi
a-mente s�� per
h�e le due parti
elle possono venire distinte per es. dalle diverse 
ondizioniiniziali. Questo presuppone la possibilit�a di seguire le parti
elle lungo il loro 
ammino. Ci�osappiamo, non �e possibile in me

ani
a quantisti
a e questo d�a luogo ad una impossibilit�aoperativa nel distinguere due stati in 
ui per esempio due elettroni sono stati s
ambiati. Inmaniera sorprendente (e soddisfa
ente) questa indistinguibilit�a �e qual
osa di pi�u 
he opera-tiva ma risulta in al
uni assiomi nuovi della teoria 
he restringono gli stati possibili quandosiamo in presenza di parti
elle identi
he.Consideriamo n parti
elle identi
he: possiamo des
rivere la prima parti
ella 
on delle vari-abili dinami
he �1 (per es. q1;p1; s1) la se
onda 
on �2 et
... . Riferendosi a sistemi diversiavremo 
he le �1 
ommutano 
on le �2 et
... . Il fatto 
he le parti
elle sono identi
he sitradu
e nel fatto 
he la hamiltoniana sar�a una funzione simmetri
a delle variabili �1, �2et
.. 
io�e invariante sotto lo s
ambio di due qualunque parti
elle e questo deve a

aderequalunque sia la perturbazione �si
a 
ui il sistema �e soggetto (questo �e ovviamente veroan
he in �si
a 
lassi
a). Se indi
hiamo 
on  (1)a ,  (1)b .... una base di vettori 
he des
rivonola prima parti
ella, avremo analoghi vettori  (2)a ,  (2)b ... 
he des
rivono la se
onda parti-
ella et
.... Lo spazio di Hilbert Hn 
he des
rive il sistema di n parti
elle �e in manieranaturale il prodotto diretto degli spazi di Hilbert delle singole parti
elle di 
ui una base �edata da  (1)a  (2)b  (3)
 :::: ed una base si�atta viene 
hiamata (Dira
) una base simmetri
a.Se s
ambiamo due parti
elle tra di loro per es. 1 
on 2 lo stato pre
edentemente s
ritto ingenerale 
ambia, 
io�e si trasforma in  (2)a  (1)b  (3)
 ::::. Con questo non 
ambiano 
erto i valorimedi delle osservabili �si
he, 
he sono simmetri
he nello s
ambio delle variabili dinami
he�1,..... �n. Chiaramente vettori fattorizzati del tipo sopra s
ritto non esauris
ono lo spazio1



di Hilbert, nel senso 
he questo sar�a 
ostituito da vettori sovrapposizioni arbitrarie di vet-tori si�atti. Lo s
ambio di due parti
elle genera una trasformazione lineare nello spazio diHilbert Hn ed �e immediato rendersi 
onto 
he questo operatore 
he rappresenta lo s
ambionon dipende dalla parti
olare base simmetri
a in Hn. Dato quindi un qualunque vettore 2 Hn possiamo 
onsiderare la azione di una qualunque permutazione su di esso P eavremo una rappresentazione lineare del gruppo delle permutazioni. Tra i vettori di Hn vene sono al
uni 
he sotto l'azione di P 
ambiano solo per una fase, 
io�e  e P rappresentanolo stesso stato qualunque sia P 2 Sn essendo Sn il gruppo delle permutazioni di n oggetti.In questo 
aso dato uno  si�atto, lo spazio unidimensionale dei vettori fP g �e la base diuna rappresentazione unidimensionale di Sn. E' un sempli
e eser
izio dimostrare 
he 
i sonosolo due possibilit�a: a) P =  per qualunque P 2 Sn; b) P = ÆP essendo Æ = �1 ase
onda 
he P sia una permutazione pari o dispari e si ha ÆPQ = ÆP ÆQ. Nel primo 
aso ilvettore  verr�a detto simmetri
o e nel se
ondo 
aso il vettore  verr�a detto antisimmetri
o.Il fatto importante �e 
he queste propriet�a di simmetria o antisimmetria vengono 
onservatenel tempo a 
ausa della simmetria rispetto allo s
ambio dell'operatore di evoluzione, 
io�edella hamiltoniana H.Cio�e dato 
he P H = H P qualunque P , si ha P H = H P = �H  e quindi seP  = � si ha P ( + �ihH ) = �( + �ihH  ). Quindi uno stato 
he �e inizialmentesimmetri
o rimane simmetri
o, uno 
he �e antisimmetri
o rimane antisimmetri
o. Sussistequindi la possibilit�a 
onsistente 
he per 
erti tipi di parti
elle solo stati simmetri
i venganorealizzati in natura, e per altri solo stati antisimmetri
i. Questo realizzerebbe tra l'altro unape
uliarit�a formale di notevole eleganza: stati tra di loro indistinguibili vengono des
rittidallo stesso raggio nello spazio di Hilbert; infatti l'operatore di s
ambio P al massimo alterail segno del vettore. In realt�a 
i�o �e quanto a

ade in natura. Si trova infatti 
he tutti i datisperimentali sono in a

ordo 
on il seguente assioma (di statisti
a): Le parti
elle di spinsemiintero, detti fermioni, sono des
ritte da vettori antisimmetri
i e quelle di spin intero,2



detti bosoni, da vettori simmetri
i sotto s
ambio delle parti
elle.Vediamo ora 
ome uno pu�o 
ostruire all'interno della spazio di Hilbert Hn stati simmetri
i oantisimmetri
i. Se partiamo dai vettori  (1)a ,  (2)b ,...... (n)g , 
on a; b; 
 : : : non ne
essariamentediversi tra di loro, un vettore simmetri
o �e immediatamente 
ostruito 
on l'operazione S =XP P  (1)a  (2)b :::: (n)gPer uno stato si�atto possiamo sempli
emente dire 
he esistono na parti
elle nello stato a,nb parti
elle nello stato b et
.. senza poter spe
i�
are quali parti
elle o

upano questi stati.Un vettore antisimmetri
o �e fa
ilmente 
ostruito in maniera analoga A =X ÆPP  (1)a  (2)b :::: (n)g
he equivale al determinante �������� (1)a  (2)a : : :  (n)a (1)b  (2)b : : :  (n)b: : : : : : : : : : : : (1)g  (2)g : : :  (n)g ��������Un risultato immediato �e 
he se due indi
i e.g. a e b sono uguali , a 
ausa della antisimmetriasi ha  A = 0, 
ome pure si vede dal fatto 
he deve simultaneamente valereP12 A =  Ae P12 A = � AQuindi non possono esitere due fermioni identi
i nello stesso stato. Gli stati des
ritti sopranon sono gli uni
i stati simmetri
i o antisimmetri
i in Hn. Combinazioni lineari di pi�u statisimmetri
i o antisimmetri
i del tipo sopra s
ritto non sono s
rivibili nella forma di soprapur mantenendo la propriet�a di simmetria o di antisimmetria. Lo spazio di Hilbert �si
o �edato da HSn o da HAn a se
onda 
he le parti
elle siano bosoni o fermioni.3



Questo assioma ha delle 
onseguenze molto importanti sulla statisti
a delle parti
elle, 
io�esul 
onteggio degli stati e quindi sul 
al
olo delle medie 
he intervengono in termodinami
astatisti
a. Infatti a se
onda 
he le parti
elle siano bosoni o fermioni, le tra

e 
he danno ivalori medi statisti
i di osservabili, vanno prese sul sottospazio di Hn simmetri
oHS, oppuresu quello antisimmetri
o HAhF i = TrHS (Fe��H)=TrHS (e��H); hF i = TrHA(Fe��H)=TrHA(e��H);Notiamo 
ome in via del tutto generale, 
io�e indipendentemente dal prin
ipio di spin estatisti
a, una permutazione P 2 Sn indu
e una trasformazione unitaria nello spazio diHilbert Hn; 
i�o lo si vede da 
ome P opera sui vettori di un base simmetri
a per 
ui(P (1)a0  (2)b0 :::: (n)g0 ; P (1)a  (2)b :::: (n)g ) = ( (1)a0  (2)b0 :::: (n)g0 ;  (1)a  (2)b :::: (n)g )
E' noto 
ome l'interazione dello spin di una parti
ella 
on gli altri gradi di libert�a e 
onlo spin di altre parti
elle �e un fenomeno relativisti
o, 
he negli atomi leggeri �e stimatodell'ordine ( 1137)2. Quindi �e un ottimo pro
edimento tras
urare in approssimazione zero lospin nella hamiltoniana ed introdurre le interazioni dovute allo spin su

essivamente 
omeuna perturbazione.Data ora una hamiltoniana 
he dipende solo dalle 
oordinate e dai momenti 
oniugati,vogliamo esaminare le propriet�a di simmetria sotto permutazioni delle soluzioni dell'equa-zione di S
hroedinger agli autovalori, indipendentemente dal prin
ipio di spin e statisti
a; irisultati raggiunti verranno poi 
ombinati 
on i gradi di libert�a di spin per ottenere vettoridi stato simmetri
i o antisimmetri
i.Consideriamo per il 
aso di due parti
elle una soluzione della equazione di S
hroedingerH (q1; q2) = E (q1; q2)4



La identit�a delle due parti
elle impli
a il fatto 
he la hamiltoniana 
ommuta 
on gli elementidel gruppo delle permutazioni 
he in questo sempli
e 
aso sono due i.e. l'identit�a e P12Questa simmetria 
i permette di derivare dalla  (q1; q2) un'altra soluzione. InfattiP12H (q1; q2) = HP12 (q1; q2) = EP12 (q1; q2)Notiamo 
he questo vettore P12 (q1; q2) non pu�o essere nullo in quanto P 212 = 1. Quindise il nuovo vettore P12 (q1; q2) non �e proporzionale a  (q1; q2) abbiamo a disposizione unsottospazio bidimensionale di soluzioni alla energia E. E' assai utile vedere questo spaziobidimensionale 
ome la somma diretta di due spazi unidimensionali invarianti sotto il gruppoP . Formiamo infatti i due vettori (q1; q2) + P12 (q1; q2)  (q1; q2)� P12 (q1; q2)Si ha 
he P12( (q1; q2)� P12 (q1; q2)) = �( (q1; q2)� P12 (q1; q2))e quindi i due spazi unidimensionali generati da  (q1; q2) � P12 (q1; q2) sono invarianti.Ovviamente pu�o a

adere 
he gi�a la  (q1; q2) di partenza sia o simmetri
a o antisimmetri
arispetto allo s
ambio nel qual 
aso uno dei due vettori  (q1; q2) � P12 (q1; q2) si annullae abbiamo solo un spazio unidimensionale. Nel 
aso 
aso generale di n parti
elle identi
hedata una soluzione della equazione di S
hroedingerH (q1; q2; : : : qn) = E (q1; q2; : : : qn)possiamo da questa 
ostruire uno spazio lineare di soluzioni appli
ando a questa soluzioneil gruppo delle permutazioni P (q1; q2; : : : qn)In questo modo otteniamo uno spazio 
he �e al pi�u n! dimensionale.5



Di nuovo �e importante de
omporre questo spazio lineare in sottospazi invarianti sotto ilgruppo delle permutazioni. Consideriamo il 
aso sempli
e an
he se non banale di tre parti-
elle. Una arbitraria funzione d'onda  (q1; q2; q3) pu�o essere ris
ritta 
ome la somma delleseguenti quattro funzioni d'onda (q1; q2; q3) =  (q1; q2; q3) +  (q1; q2; q3) +
1 23  (q1; q2; q3) + 1 32  (q1; q2; q3) =
16[(123) + (132) + (213) + (231) + (312) + (321)℄++13[(123) + (213)� (321)� (231)℄++13[(123) + (321)� (213)� (312)℄+16 [(123)� (132)� (213) + (231) + (312)� (321)℄Il simbolo �e il simmetrizzatore, il simbolo �e l'antisimmetrizzatore mentre

il simbolo 1 23 signi�
a , prima simmetrizzare rispetto ad 1 e 2 e poi antisimmetrizzare ilrisultato 
os�� trovato rispetto a 1 e 3. In maniera analoga il simbolo 1 32 signi�
a , prima6



simmetrizzare rispetto ad 1 e 3 e poi antisimmetrizzare il risultato 
os�� trovato rispetto a 1e 2.Se appli
hiamo un elemento del gruppo delle permutazioni a  troviamo lostesso vettore e quindi fPg  �e uno spazio unidimensionale. In maniera analogafPg  d�a luogo ad una rappresentazione unidimensionale per
h�e
QXP ÆPP =XP ÆPQP = ÆPXP ÆPQQP = ÆQXP ÆPP :Cio�e se appli
hiamo un elemento del gruppo delle permutazioni troviamo lo stesso vettoremoltipli
ato per 1 o -1 a se
onda 
he la permutazione sia pari o dispari.Esaminiamo ora il sottospazio fPg� 
on � = (123) + (213)� (321)� (231).Abbiamo P12� = P12[(123) + (213)� (321)� (231)℄ == (213) + (123)� (312)� (132) � �P12� = P12[(213) + (123)� (312)� (132)℄ == (123) + (213)� (321)� (231) = �
ome ovvio dato 
he P 212 = 1.P13� = P13[(123) + (213)� (321)� (231)℄ == (321) + (231)� (123)� (213)℄ = ��P13� = P13[(213) + (123)� (312)� (132)℄ == (231) + (321)� (132)� (312)℄ = ��+ �7



P12 e P13 generano tutto il gruppo delle permutazioni di tre elementi: infattiP12(123) = (213); P13(213) = (231); P12(231) = (132);P13(132) = (312); P12(312) = (321);Nella base v1 = �; v2 = � abbiamo la rappresentazionePvi =Xj vjP (j; i)
on P12 = � 0 11 0� P13 = ��1 �10 1 �Da queste mediante moltipli
azione possiamo 
al
olare i rappresentativi di tutte le permu-tazioni.In maniera analoga si pu�o 
al
olare la rappresentazione generata da 1 32  � 
.
P12
 = �
; P12� = �
 + �; P13
 = �; P13� = 
e abbiamo quindi la seguente rappresentazioneP 012 = ��1 �10 1 � P 013 = � 0 11 0�Le due rappresentazioni trovate sono equivalenti per una trasformazione di similitudine.Infatti dato S = � 1 0�1 �1�si ha PS = SP 0 
he basta ovviamente veri�
are per P12 e P13. Questo �e un fatto generale:rappresentazioni generate da tabelle di Young aventi lo stesso diagramma di Young sono8



equivalenti. E' un sempli
e eser
izio dimostrare 
he lo spazio des
ritto da � e � �e bidimen-sionale o nullo, 
io�e se si pone � = 
� si ha � = 0 e 
he queste due rappresentazioni, (
io�e�; � e 
; �), sono irridu
ibili, 
io�e 
he se il sottospazio �+
� fosse invariante si ha � = � = 0.Questo �e un risultato generale: gli spazi generati appli
ando il gruppo delle permutazioni aduna funzione simmetrizzata mediante un simmetrizzatore di Young sono irridu
ibili. I duesottospazi (�; �) e (
; �) non sono sempre indipendenti, nel senso 
he uno di essi pu�o essereidenti
amente nullo, oppure pu�o a

edere 
he siano lo stesso spazio bidimensionale.Si veri�
a per�o 
he i vettori appartenenti a spazi generati da diagrammi di Young diversi (
io�esimmetri
o, antisimmetri
o e misto) sono ortogonali. Questo �e pure un risultato generale.Nota: Il fatto 
he funzioni d'onda appartenenti a rappresentazioni irridu
ibili inequivalenti,
io�e a diversi diagrammi di Young sono ortogonali �e una 
onseguenza generale della ortog-onalit�a delle rappresentazioni inequivalenti( i; �j) = PP (P i; P�j)n! =XP Xk Xh P �(k; i)P 0(h; j)( k; �h)dove P (k; i) �e la rappresentazione 
ui appartiene  i e P 0(k; i) �e la rappresentazione 
uiappartiene �j . Ma il teorema di ortogonalit�a degli elementi di matri
e delle rappresentazioniirridu
ibili inequivalenti 
i di
e 
heXP P �(k; i)P 0(h; j) = 0
Abbiamo visto 
he data una funzione d'onda generi
a appli
ando ad essa il gruppo delle per-mutazioni otteniamo uno spazio a n! dimensioni; nel nostro esempio a 6 dimensioni. Si noti
ome abbiamo tre rappresentazioni inequivalenti, due ad una dimensione e due equivalentia due dimensioni. Pure questo �e un risultato generale: nella de
omposizione del generi
ovettore in rappresentazioni irridu
ibili 
ias
una rappresentazione inequivalente 
ompare un9



numero di volte pari alla dimensione della rappresentazione stessa e quindi (teorema di Burn-side) la somma dei quadrati delle dimensioni delle rappresentazioni inequivalenti uguagliala dimensione del gruppo 
he �e n!.Nel 
aso in 
ui la funzione d'onda non sia generi
a ma per esempio una soluzione stazionariadella equazione di S
hroedinger, non �e detto 
he lo spazio generato appli
ando il gruppodelle permutazioni sia n! dimensionale, nel nostro esempio 6 dimensionale.Vogliamo ora vedere quali sono le possibili dimensioni di questo spazio per una generi
ahamiltoniana 
he sia invariante sotto il gruppo delle permutazioni. Cio�e ammettiamo 
heinizialmente lo spazio di un livello energeti
o sia e�ettivamente 6 volte degenere. Ci si
hiede in quanti livelli e 
on quali degenerazioni si pu�o rompere questo livello se si aggiungealla hamiltoniana di partenza una qualunque perturbazione il 
ui uni
i requisiti �si
i sianodi essere hermitiana e invariante sotto permutazioni (se esistesse una perturbazione noninvariante sotto permutazione vorrebbe dire 
he abbiamo s
operto un modo per distinguerele parti
elle le quali non sarebbero pi�u identi
he).Premettiamo un sempli
e risultato: Se fPg �e un gruppo di trasformazioni unitarie in He V �e un sottospazio invariante sotto tale gruppo di trasformazioni an
he il suo 
omple-mento ortogonale V? �e invariante sotto tale gruppo di trasformazioni. Infatti se w 2 V?per qualunque v 2 V e qualunque P si ha (v; Pw) = (P+v; w) = (P�1v; w) = 0 per
h�eP�1v 2 V e quindi Pw 2 V?. In questo modo si pu�o de
omporre H su

essivamente in sot-tospazi invarianti ortogonali �no a raggiungere una de
omposizione in sottospazi invariantiirridu
ibili ortogonali. Inoltre se V �e invariante il proiettore su V , PV 
ommuta 
on tuttele P . Infatti PV Px = PV P (PV x+ (1� PV )x) = PV PPV xmentre PPV x = PPV (PV x+ (1� PV )x) = PPV x = PV PPV x10



La hamiltoniana pi�u sempli
e 
he rompe la degenerazione �e data da una opportuna 
om-binazione di proiettori su sottospazi invarianti ortogonali. Abbiamo visto 
ome il vettoresimmetri
o genera uno spazio invariante 
he �e ortogonale a quello generato dal vettore anti-simmetri
o i quali a loro volta sono ortogonali allo spazio quadridimensionale generato dalledue tabelle di Young. Si 
onsideri all'interno di questo spazio quadridimensionale il vettorea�+ a0�0. Appli
ando ad esso tutti gli elementi del gruppo delle permutazioni generiamo lospazio bidimensionale (a� + a0�0; a� + a0�0). Consideriamo ora il 
omplemento ortogonalerispetto allo spazio quadridimensionale di questo spazio bidimensionale. In linea del tuttogenerale, se abbiamo un sottospazio V 
he �e invariante sotto il gruppo delle permutazioni ilproiettore su questo sottospazio 
ommuta 
on tutte le permutazioni. Infatti s
elta una baseortonormale v1 in tale sottospazio il proiettore �e s
rivibile 
ome P =Pi vi � vi e si haPPP�1 = PPP+ =Xi Pvi � Pvi =Xi vi � viper
h�e la trasformazione unitaria P trasforma un sistema ortonormale di V in un sistemaortonormale di V . In questo modo i quattro proiettori sui sottospazi invarianti ortogonali de-s
ritti 
ostituis
ono quattro operatori hermitiani, 
he 
ommutano 
on tutte le permutazionie quindi una hamiltoniana di perturbazione a

ettabile �e
1P1 + 
2P2 + 
3P3 + 
4P4
on 
i reali arbitrari. Ma questa �e in grado di rompere il livello degenere in quattro liv-elli. Quindi una generi
a hamiltoniana di perturbazione, invariante sotto il gruppo dellepermutazioni rompe il livello sei volte degenere in quattro livelli distinti, di 
ui due nondegeneri, 
io�e quello simmetri
o e quello antisimmetri
o e due doppiamente degeneri. E'una 
onseguenza del lemma di S
hur 
he questa degenerazione residua non �e ulteriormenterimuovibile. Infatti se
ondo la teoria delle perturbazioni o

orre trovare gli autovalori di(vi; HIvj). Ma dobbiamo avere PHI = HIP e si ha(vi; HIPvj) =Xk (vi; HIvk)P (k; j)11



mentre tenendo 
onto della unitariet�a di P si ha(vi; PHIvj) = (P�1vi; HIvj) = (P+vi; HIvj) = (Xl P �(i; l)vl; HIvj) =Xl P (i; l)(vl; HIvj)e quindi per il lemma di S
hur si ha (vi; HIvj) = 
Æij e non �e possibile rimuovere la degen-erazione.Si noti 
ome questa analisi �e indipendente dall'assioma della statisti
a (o spin e statisti
a);nondimeno �e importante per studiare i vettori di stato in presenza di tale assioma. Si tratta
io�e di trovare quali vettori di tre parti
elle identi
he sono totalmente simmetri
i o totalmenteantisimmetri
i. Se le parti
elle sono di spin zero e 
ome tali bosoni, delle funzioni d'ondastudiate l'uni
a a

ettabile �e la  . Veniamo ora al 
aso di tre parti
elle identi
hedi spin 1=2 (fermioni). Uno spinore di spin totale 3=2 �e simmetri
o rispetto allo s
ambiodelle parti
elle e quindi l'uni
o modo di formare un vettore totalmente antisimmetri
o �e dimoltipli
arlo per l'uni
a funzione d'onda antisimmetri
a 
he abbiamo a disposizione 
io�e la .
Ammettiamo ora di avere una 
ombinazione dei vettori � e � 
on spinori tale 
he il vettoresia totalmente antisimmetri
o. Mostriamo 
he senza perdere generalit�a possiamo 
onsiderarestati 
on Sz de�nito. Infatti possiamo proiettare il nostro stato sugli autosottospazi di Szusando i proiettori su tali sottospazi, per es. il proiettore �(Sz�3=2)(Sz+1=2)(Sz+3=2)=2,il quale essendo simmetri
o negli operatori di spin non altera il 
arattere di simmetria delvettore. Sappiamo gi�a per�o 
he Sz = �3=2 non sono usabili in quanto 
ompletamentesimmetri
i. Usiamo quindi Sz = �1=2, riferendo
i per 
on
retezza al 
aso Sz = 1=2. Il pi�ugenerale vettore 
on Sz = 1=2 �e = [aj++�i+ bj+�+i+ 
j �++i℄�+ [dj++�i+ ej+�+i+ f j �++i℄�:12



Essendo P12 dispari, dovremo avereP12 = [aj++�i+ bj �++i+ 
j+�+i℄� + [dj++�i+ ej �++i+ f j+�+i℄� = � e quindi 
onfrontando i due termini �a = d; �
 = e; �b = f; �d = a; �e = 
; �f = b.Segue  = [aj++�i+ bj+�+i+ 
j �++i℄�� [aj++�i+ 
j+�+i+ bj �++i℄�:InoltreP13 = �[aj�++i+bj+�+i+
j++�i℄�� [aj�++i+
j+�+i+bj++�i℄(��+�) = � da 
ui �a = �
+ b; �
 = �a+ a = 0; a = �b, 
he 
i d�a in�ne = [j++�i � j+�+i℄�� [j++�i � j �++i℄�:Dato 
he 
on P12 e P13 si possono 
omporre tutte le permutazioni, la antisimmetria totaledi  �e provata.Notare 
he S+(j �++i � j+�+i) = 0
ome pure S+(j++�i � j �++i) = 0
io�e per un ben noto risultato entrambi i vettori di spin sono autostati di spin totale S = 1=2.Abbiamo quindi trovato 
he per due o tre elettroni (parti
elle di spin 1/2) ad ogni valoredello spin totale 
orrisponde una ben determinata rappresentazione irridu
ibile del gruppodelle permutazioni. Pure questo �e un risultato generale per n parti
elle di spin 1=2 
he peril teorema di spin e statisti
a obbedis
ono alla statisti
a di Fermi.
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