
Realizzazione di momenti angolari semiinteri : Caso dello spin 1/2Si tratta di trovare uno spazio di Hilbert H su 
ui sono de�niti tre operatori si, i = 1; 2; 3
he soddisfano alle regole di 
ommutazione del momento angolare i.e.sjsk � sksj = i Xl �jkl sl (29)e tali 
he risulti pure Pj s2j = 1=2(1=2 + 1). Conviene porre s = 12��� da 
ui�j�k � �k�j = 2 i Xl �jkl �l (30)Siano �+ e �� gli autovettori di �3�3�+ = �+; �3�� = ���Chiaramente si ha (��; �+) = 0 e (�1 + i�2)�+ � �+�+ = 0 e de�niamo la fase di ��mediante (�1 � i�2)�+ � ���+ = 2��Da questo s
ende (�+; �3�+) = 1; (�+; �3��) = 0;(��; �3�+) = 0; (��; �3��) = �1;mentre gli elementi di matri
e di �+ e �� sono tutti zero e

etto(��; ���+) = 2; (�+; �+��) = 2:Abbiamo quindi la seguente rappresentazione bidimensionale�1 = � 0 11 0� �2 = � 0 �ii 0 � �3 = � 1 00 1� (31)
hiamate le matri
i di Pauli. Si noti 
he �2j = 1 
he di
e sempli
emente 
he ogni �k haautovalori �1. 1



Dalle regole di 
ommutazione delle �j e dalla �2j = 1 dis
ende pure il fatto 
he le �j obbe-dis
ono alla algebra di Cli�ord f�j ; �kg = 2 Æjk (33)dove f; g denota l'anti
ommutatore. Questo lo si trova e.g. sommando alla (30) moltipli
ataa destra per �k, la stessa moltipli
ata a sinistra per �k (k 6= j).Se
ondo la formula (22) la rotazione in�nitesima attorno ad un asse n di un angolo � �e datada �a0b0� = (1� i M � n �=�h)�ab� = (1� i ��� � n �=2)�ab� (34)e quella �nita da�a0b0� = exp(�i��� � n �=2)�ab� = (
os(�=2)� i��� � n sin(�=2))�ab� (35)dato 
he (��� � n)2 = 1. Si vede 
he per una rotazione di 2� attorno ad un qualunque asse siha �a0b0� = ��ab�; questo non 
ontrasta 
on l'interpretazione �si
a del vettore di stato.Le matri
i 2� 2 U = 
os(�=2)� i��� � n sin(�=2) (36)sono tutti e soli gli elementi del gruppo SU(2) 
io�e il gruppo delle trasformazioni unitarie adeterminante 1 in due dimensioni.Infatti introdu
endo per 
omodit�a la matri
e identit�a in due dimensioni �0 si ha 
he s
rittala pi�u generale matri
e bidimensionale nella forma a�0 + b � ��� il determinante di questa �edato da a2 � b2. L'inverso della matri
e unimodulare sopra s
ritta �e data da a�0 � b � ���
ome si veri�
a immediatamente dalla algebra di Cli�ord.Se imponiamo ora la unitariet�a 
io�e 
he l'inversa 
oin
ida 
on la aggiunta si ha 
he a = a�e b = �b�. Quindi la pi�u generale matri
e di SU(2) si s
rive nella formaa�0 + ib � ��� (37)2




on a e b reali e a2 + b2 = 1 
io�e �e in 
orripondenza biunivo
a e 
ontinua 
on i puntidella super�
ie di una sfera quadridimensionale di raggio 1 , 
he �e un insieme sempli
emente
onnesso. Nella parametrizzazione di formula (36) l'angolo pu�o essere s
elto 0 � � < 2�.AÆn
h�e questa 
orrispondenza 
he abbiamo trovato tra gli elementi di SO(3) e di SU(2)sia una rappresentazione proiettiva del gruppo SO(3) �e ne
essario dimostrare 
he dati dueelementi di SO(3), 
1 e 
2, i relativi elementi di SU(2), U(
1) e U(
2) devono essere tali
he U(
2
1) = �(
2; 
1)U(
2)U(
1) (38)
on �(
2; 
1) fattore di fase. Dato un elemento di SO(3), 
io�e la rotazione attorno ad unaasse n di un angolo � ad esso se
ondo la formula (36) fa

iamo 
orrispondere l'elemento diSU(2) 
he abbiamo gia visto essere determinato a meno di un segno. Dimostriamo ora 
heU+(
)���U(
) = 
(���) (39)Se per esempio eseguiamo una rotazione di un angolo � attorno all'asse z si ha(
os(�=2) + i�z sin(�=2))�1(
os(�=2)� i�z sin(�=2)) = 
os(�)�1 � sin(�)�2(
os(�=2) + i�z sin(�=2))�2(
os(�=2)� i�z sin(�=2)) = sin(�)�1 + 
os(�)�2(
os(�=2) + i�z sin(�=2))�3(
os(�=2)� i�z sin(�=2)) = �3 (40)
io�e abbiamo trovato 
he(
os(�=2) + i�z sin(�=2))���(
os(�=2)� i�z sin(�=2)) = 
(���) (41)Non �e diÆ
ile dimostrare 
he la (39) vale per la rotazione di un angolo � attorno ad unqualunque asse n.Infatti sotto una rotazione attorno a n di un angolo � si ha 
heq! q0 = 
(q) =3



= n(q � n) + 
os(�)(q� n(q � n)) + sin(�)n ^ q (42)Usando la relazione ��� � n �k ��� � n = ��k + 2 nk ��� � n 
he si ri
ava fa
ilmente dalla algebradi Cli�ord si trova 
he(
os(�=2) + i n � ��� sin(�=2))���(
os(�=2)� i n � ��� sin(�=2)) = 
(���) (43)Dati quindi due elementi di SO(3) 
1 e 
2 e 
onsiderato il loro prodotto 
2
1 si haU+(
1)U+(
2)���U(
2)U(
1) = U+(
1)
2(���)U(
1) == 
2
1(���) = U+(
2
1)���U(
2
1) (44)Abbiamo quindi dire 
he l'operatore unitario V = U(
2
1)U+(
1)U+(
2) �e tale 
heV +���V = ��� (45)oppure ���V = V ��� (46)Essendo V un elemento di SU(2) si veri�
a fa
ilmente 
he 
i�o impone V = 1 oppure V = �1.Possiamo quindi a�ermare 
he la (36) d�a una rappresentazione proiettiva di SO(3) 
io�e valela (38) 
ol fattore di fase � 
he pu�o prendere solo i valori �1. Questo 
i di
e pure 
hese abbiamo una su

essione di trasformazioni di SO(3) il 
ui prodotto uguaglia la identit�a,sotto il prodotto delle rispettive trasformazioni di SU(2) lo spinore o va in se stesso o 
ambiasegno.Vi
eversa dato un elemento U di SU(2) possiamo s
rivereU+�jU = 3Xl=1 �jl �l (47)dato 
he la tra

ia del primo membro �e zero. Poi
h�e il primo membro �e un operatorehermitiano si ha 
he gli elementi �jl sono reali. Fa
endo il prodotto di due di queste relazionie prendendo la tra

ia si ha Æjm = 3Xl=1 �jl�ml (48)4



da 
ui 
on
ludiamo 
he le �jl sono elementi del gruppo ortogonale reale. Inoltre se si prendela tra

ia di U+�1UU+�2UU+�3U si ha2i = 2iXjkl �jkl�1j�2k�3l (49)
io�e det � = 1. U e �U attraverso la (47) generano la stessa �. Vi
eversa se U e Vgenerano lo stesso � a 
ausa del ragionamento fatto (
fr. eq.(45,46)) si ha U = �V . Quindiad ogni elemento di SU(2) 
orrisponde un elemento di SO(3) mentre ad ogni elemento diSO(3) 
orrispondono due elementi di SU(2) dati da �U . SU(2) �e un gruppo sempli
emente
onnesso e viene 
hiamato il ri
oprimento universale di SO(3). Lo si vede dal fatto 
heesso �e topologi
amente equivalente alla super�
ie della sfera quadridimensionale e questa �etopologi
amente equivalente a due palle tridimensionali di raggio 1 e 
he hanno la super�
ieesterna in 
omune. Inve
e SO(3) �e topologi
amente equivalente ad una palla di raggio �
on i punti della super�
ie di tale palla, diametralmente opposti, identi�
ati. Questo per
h�eogni elemento di SO(3) �e la rotazione attorno ad un asse e la rotazione di � attorno ad unasse �e la stessa trasformazione 
he si ottiene ruotando di � attorno all'asse opposto. SO(3)non �e sempli
emente 
onnesso.
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