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Il problema originario puo essere trattato in modo perturbativo
scrivendo

H=> hi+(H-> h)=Hy+H,
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Spettro alcalini

E=— (=)’ Ry 0 = difetto di Rydberg
Orb. E 0 Orb E 0 Orb. E 0

ls -79.4 2p -2.80 3d -0.112 0.010
25 -5.2 3p -223 0.883 || 4d -0.063 0.012
3s -0.378 1373 || 4p -0.101 0.867 || 5d -0.040 0.013
4s -0.143 1.357 || 5p -0.058 0.861 | 64 -0.027 0.014
5s -0.075 1.353 || 6p -0.037 0.859

6s -0.046 1.351

7s -0.031 1.350

Energie del livelli del sodio e corrispondenti difetti.
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Spettro a raggi X

2p — 1s, 3p — 1s, 4p — 1s ...np — 1s Serie K
3p — 28, 4p — 2s ...np — 2s Serie LI
3d — 2p, 4d — 2p ... nd — 2p Serie LII
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Potenziale di ionizzazione al variare del numero atomico ~Z.

.~ p.4l??



Approssimazione di Hartree

2m

e? r’
- LV2 P;(r) — ZT Yi(r) + € /d3r’ o). Vi(r) = eipi(r) (19

v — 1

p(r) =) [4;(r))?

J#i

Approssimazione di campo centrale:

(1b)

(2)
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Approssimazione di Hartree - media angolare

Sostituzione della media angolare con la media su m:

1 1 2
d3 /R2 / Ym2 T /dﬂl / d /R2 / Ym2 .
/ * R () Yo r — 1’| - 264—1%: T dr Ry () Yem) r — 1’|

1 1
Usando l'identita;. ——— Yo ()2 = —  si ha per il potenziale:
R? (v 1 .
V= [d’r ne(™) , = pot. coul. Dall’elettrostatica:
47 |r —r/|
3 /ng(rl) r 2 f :
Q(r)= [, . dr T J, dz P;,(x) con P, f.0. rad. ridotta.

Potenziale generato da un elettrone n, /-

Vng(r):/roods QL) :/T ds—/ dt P2 (t
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Approssimazione di Hartree - esempio

1 @ Lla+1) Z
_§WPCL(T>—|— ( 2742 - ?> Pa(T>—|—

+ (Z b Vo (r) + (qa — 1)%(7‘)) P,(r) =¢e.P,(r) (3

b#a

Ad esempio per il Carbonio (1s2 252 2p?):

1 z
~ 5 Pls(r) = ZPus(r) + (Vis + 2Vas + 2Vap) Pis(r) = e15P1a(r)

1 /
—5P5(r) = = Paa(r) + (2Via + Vaa + 2Vap) Paa(r) = €20 Pas(1)

1 2 A
— 5 2,;9(T) + (ﬁ - ?) Pop(r) + (2Vis + 2Vas + Vap) Pop(r) = 9p Pop(r)
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Approssimazione di Hartree - energie

La somma degli autovalori £, non da I'energia totale perche
I'interazione particella - particella e contata due volte, si ha invece:

. 1

H = pin- 2 Iy E = i + 5 i i

S Uy, = E=Y ety [ alVic)
7 1<)J 7

Approssimativamente e, e I'energia di ionizzazione dell'orbitale a-

esimo.
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Hartree - calcolo

e, | calcolati e | Sperimental

Z 1s 25 2p 1s 25 2p
Li 499 0.35 4.77 0.40

Be 950 0.58 8.9 0.69

B 1549 0.89 045 145 1.03 0.42
C 2284 121 0.61 21.6 143 0.79
N 3155 157 0.75 30.0 1.88 0.95
O 4163 1.97 0.90 39.9 238 1.17
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Hartree - funzioni d’onda e potenziali effettivi

Zn, orbitale 4s Zn, orbitale 3d
1,
0.2!
0. 8!
\/ 2 4 6 12 46
02 0.4/
-0. 4 0.2
22 9 2 4 6 8 10 12
Zn, potenziale 3p Zn, potenziale 3d
0.2 0.4 | ‘ | 4
- 20! ol
~40) 0.5 1+ 1.5 2 2.5 3
el )l . : .
-80! 4l
-100! el
- 120! &l
- 140! 10!

|
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Hartree - Principio variazionale

Fattorizzazione trascurando I'antisimmetria:

U =i (q1) - - - iy (qn)

i) =3 v (372 - 2) 6 X [ur@v @) 0w @)

1<J 2,9

vincolo (molt. Lagrange): gﬁ 5¢* (f |92 — 1) 0

Effettuando la variazione si ottiene I'eq. di Hartree:

1 1
5Vt 3 [ W @) = <@

J7i

|
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Hartree - Nota sull’energia

| potenziali di singola particella “ottimali” sono quindi:

1 YA
rz Z/ ‘wj ‘I‘ — ,l 3 HO :Z_§Vz2_ T_Z+‘/Z(TZ)

JFu

Per particelle indipendenti: Ey = ) . ¢;. La perturbazione e

Z|X — ZV )=y Uy ZV r) . Al primo ordine:

1<J 1<J

E = Ey + (U|H;|¥) = Zsz—kz U|U;; | %) Z(xp\vm

1<
Y NP
Z+Z/ @) P g () > S Wl )
_Zez Z/ b ( _1X/‘ (z)|*;  come gia visto

1<
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Determinanti di Slater

Per il Carbonio (1s? 2s2 2p?) ci sono

6
2

) = 15 determinanti possibili (a

(

fissa configurazione elettronica).

wal (QQ)
%2 (QQ)

wal (Q1)
%2 (Q1)

wan (Q2)

wan (Q1)

Il guscio “completo” 1s? 2s? e fissato, ma variano i numeri quantici degli

elettroni 2p. Ad esempio per (¢.,s,) — (+1,+1/2,+1,—1/2) si ha:

"o o Lo I
SRS TS
1+ B R
< X X X X X
TR
S
o o R
S SR
o o o o @ 9—-H o0
— = N O O N
K K & ©§ K &
@ @ @ @ &
L &bk s &bk
1+ B R
< X X ox X X
TR
S
“ & & @ & o
LI = e 2
o o o o @ 9—-H o0
— == N O O N
K K & K K &
"o To R e,
L &b s s sk
+ 0+ 1+
e D G D Py
FEEEEE
>N P
RGN s < T
S ERGTEN N
o o o o @ —-H -
— ==~ O O O N
K K K § & /&

1

—

=X
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Proprieta dei determinanti di Slater

® |l determinante di Slater di un guscio completoha L =0e S = 0.

® Le proprieta di trasformazione per rotazioni di un determinante di
Slater dipendono solo dai numeri gquantici degli elettroni nei gusci
non completi.

® Le proprieta di trasformazione di una configurazione con N;
elettroni esterni equivalgono a quelle di una configurazione con
Ny — N; elettroni esterni.

Ny Indica il numero di elettroni per un guscio completo.

|
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Accoppiamento di Russel Saunders

N 2 2
p Ze
H: Z_ Hfre_ 4
, <2m ri>+Z\rz—r3|+ : ()
1 =1 1<)
N
p— h V Hre :H He HT@
Yot | X g SV | o = o ok
1=1 1<)J
2 7 2 - 2
hZ:pz_ e—l—‘/iEpZ +‘/Z
2m T 2m

R.S.: si trascurano le interazioni di spin. Per ogni configurazione

elettronica si diagonalizza Hy + H..
Autostati hanno L, S definiti. £ = E(a, L, 5).

Degenerazione di Hy: d, = > (2L +1)(25 + 1)

|
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Multipletti: numeri quantici 1

Notazione: 2°+1 4 : A=S,P,D . F,G,...perL=0,1,2,3,4,5....
Per la classificazione si considerano gli stati possibili degli elettroni che
non appartengono a gusci completi. Per elettroni equivalenti si
enumerano gli stati e si “riempiono” in tutti i modi possibili con gli
elettroni. Es. 2 elettroni p:

a) 1 1/2 b 0 1/2 ¢ -1 1/2
ad) 1 —1/2 V) 0 —-1/2 ¢) -1 —1/2

()

Modi di occupazione Mj, Mg (basta limitarci ai valori non nega-

tivi, quelli negativi si deducono immediatamente da quelli positivi):
a+a’; (2,0) a+b; (1,1) a+c (0,1)

a' +b; (1,0) o +¢ (0,0) Stati: 'D,°P,1S.

a +0b; (1,00 b=10; (0,0)

|
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Multipletti: numeri quantici 2

Esercizio: per 3 elettroni p si ha Ila
a+a +b; (2,1/2) a+d +¢ (1,1/2) a+b+c; (0,3/2)
a+b="0;(1,1/2) a+b+; (0,1/2)
a+b +c; (0,1/2)
a +b+c; (0,1/2)

Multipletti *S, %D, ?P.

tabella
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Multipletti:

numeri quantici 3

p, p° P

p27 p4 15,1D; SP

p3, p5 2P,2D; 45

d, d° 2D

d?, d® 1$,1D,1G; Sp3F

d3, d’ 2P, [2°D,*F,%G,%?H ipAF

d*, df 2]1S, [2]'D,1F,[2]'G, T 2]°P,3D, [2)°F,3G,*H °D
d® 258,2P [2]°D, [2]F, [2)°G,%H,?I ‘P, 4D, *F 4G 63

|
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Regola di Hund e mixing

Regola di Hund comesi puo verificare dai dati sperimentali, e
come e confermato dai calcoli teorici, il livello fondamentale atomico
corrisponde al multipletto con lo spin piu alto e, a parita di spin, al
multipletto con L maggiore. E questo il contenuto della regola di Hund.
Notiamo espicitamente che questa regola vale solo per lo stato

fondamentale.
MIXING In generale la funzione d’onda si ottiene come somma di

diverse configurazioni elettroniche, ad esempio per il Carbonio:

co |15%52%2p%) + c1 |15%52°2p3p) + . ..

.- p.19/??



Approssimazione di Hartree Fock 1

Caso semplice: 1 solo determinante di Slater (es. guscio completo).

S <\IJ|H|\D > ||wk||21>

H = Zfz"‘zgwa fz—__v2—g§ gz’j:| !

=y r; X; — Xj‘
’elemento di matrice di H si scrive
(WIH|T) =) (ilfli) + > {(iglglig) — (iflglji)) (6)
17 1<

[NOTA] La somma e sugli stati che compongono il determinante V.
Per il principio di Pauli in ogni stato c’e solo una particella quindi,
volendo, la stessa somma puo essere intesa sulle particelle.

|
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Approssimazione di Hartree Fock 2

Esplicitamente per un atomo:

(il i /w (——VQ——) e (72

((ijlglig) — (ijlglgi)) = (7b)

1
| i@ et e) = | v () e )i a2)

g indica lI'insieme delle coordinate e dello spin, I'integrale significa
Integrale spaziale e somma sulle variabili di spin. Per variazione:

= (——V2 - —) o ®)
> [ e U 0) 5 ) i ()5)

i 7 =’
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Approssimazione di Hartree Fock 3

Termine di scambio: Linterazione coulombiana nell'integrale di
1

X — x/
e proporzionale| al proc‘jotto delle funzioni d’onda di spin

>0 Xi(0") xi(0") = 65,0, cio€ l'integrale di scambio e nullo per orbitali
con diverso autovalore di s.: solo per gli spin “paralleli” il principio di
Pauli provoca un’interazione effettiva aggiuntiva.

scambio % (q') Y;(q") non dipende dallo spin. Lintegrale quindi

Ortogonalita: Si dimostra facilmente che (e; — <;)(v;|¢;) = 0, quindi
autofunzioni relative ad autovalori diversi sono ortogonali.

Autovalori: | moltiplicatori di Lagrange ; hanno una interpretazione
come energia di estrazione (approssimativa) dell’i-esimo elettrone. (teo.

di Koopman)
|

|
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H.F.: Elio 152

Nella configurazione 1s? si ha un solo determinante di Slater

M
M

—— Y1s(X1)X+(01)  P1s(x2)x+(02)| _

V2! 41 (x1)X—(61)  Yrs(x2)X—(52)

¢1S(X1)¢18(X2)% (X+(01)x=(02) = x+(02)x=(01))

S}
Qe

Singoletto di spin, elettroni con spin opposto quindi non c’e il termine di
scambio. Si ha subito: (V|H|¥) =

(x)[*

2 [ xii0 (—5 - 2 ) v+ [ X o

e variando si ha I'equazione di Hartree:

1
[x — x|

(——V2 — ‘—|> P15(%) + /d3x’\¢1s(x’)|2 = _1 X,‘%s(X) = et15(x)

|
- p.23/?7?



H.F.: Elio 1s2s

Si hanno 4 determinanti:

Y1s(X1)
V2s(X1)

wls (Xl)
Pas(X1)

P1s(X2)
P2s(X2)

1013 (X2)
P2s(X2)

1
Uy = —
2 NG

1
U, —
4 /5

P1s(X1)
P2s(X1)

wls (Xl)
Pa2s(X1)

P1s(X2)
P2s(X2)

wls (X2)
P25 (X2)

U, ¥,y corrispondono ai due stati di tripletto con S, = =+1 rispettiva-

mente. V3, ¥, sono combinazioni lineari dei due stati (tripletto e singo-

letto) con S, = 0.

= p.24/?7?




H.F.: Elio 1s2s

Equazione per V¥, (tripletto) (variazione di (V|H|W¥,))

(o) = (<592 = 2 ) o) + X [
5. X (0 )X+ (0 W (00X (0) — 5, (X)) (015 (X)X (0 (30X 0) )

Sommando su ¢’ e semplificando: (idem per 1s,):

e15t15(X) = (——V2 — ﬁ) 15 (X)+

/, ‘X— /‘ |¢28(X/)‘2¢13(X) _wgs(xl)wh(xl)zp%(x))

1

2592 (%) = (—5V2—ﬁ) as (X)+

/X _1 x'| (|¢1s(xl)\2¢23(X) — wiks(x’)zp2s(x’)¢1s(x)>

/‘X

.= p.25/??



H.F.: Elio 1s2s

Trovate le due soluzioni 4, ¥, € sostituendo:

(U1 |H|Vy) =I5+ Tos + K —J (9)
_ * 1 2 Z

el g

K= [ el

K, J sono gli integrali diretto e di scambio. Lo stesso risultato si ottiene
per W,.

/ 2pls ¢2s ) ‘X _1 X,l ¢1s(X)¢2s(X)

|
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H.F.: Elio 1s2s

Nel sottospazio Vs, U, si ha, dopo qualche calcolo:
<\P3|H‘\If3> = <\P4|H‘\If4> =I18—|—IQS—|—K; <\D3‘H|\IJ4> — —J

Diagonalizzando la matrice 2 x 2:

Lo+ Ios+ K —J: (U3 4 Wy) (10a)

Hg\H
\W)

Ils + I2s + K+ J: = (\Ij3 — \Ij4) (10b)

N

Con un po di algebra si ha lo stato mancante di tripletto ed il singoletto:

L ¢13(1)¢2s(2> B ¢18(2)¢28(1) ) X+(1)X—<2) + X—(l)X+(2)
R V2 NG

(U — T,) = 15 (1)t25(2) + ¥15(2)1025 (1) x4 (Dx—(2) = x—(1)x+(2)
o V2 NG

Sl Sl

—p.27/?7?



Interazione LS

(/30: lg ° &
E: B Rl =
2m=cers

e
Do = 55,23 | (Sa+280) - (fap A Pa) + (St + 254) - (fap A Po)]
m=c T’ab

e? 3(sy - Tyup)(Sp - Ty
Vor =3 iy [ 2T

2.2
m=c-r_ b

a<b

U,, € l'interazione spin - orbita con il campo elettrico nucleare, Us,,
I'interazione fra lo spin e le altre orbite elettroniche, U, I'interazione
spin - spin. In U, abbiamo tralasciato un termine di contatto
proporzionale a s,s;,5°(r,;) che & invariante sia sotto rotazioni spaziali
che di spin e non influenza i risultati seguenti.

|
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Interazione LS: ordini di grandezza

L'interazione spin - orbita, U,,, risente direttamente del campo

nucleare, lunghezza caratteristica: az = ag/Z. Ordine di grandezza di
526622 532 1Y (az)|*as, ¢¥(az) si puod valutare col WKB oppure dal
seguente ragionamento di scala. Se nell’equazione di H.F. passiamo a
variabili riscalate z = Z r, ¢ = v /+/Z abbiamo un’equazione in cui tutti
| termini sono di ordine 1, in Z, ed i termini di interazione elettronica
sono di ordine 1/Z, ma sono in numero di Z. Il range caratteristico in
queste variabili, in unita atomiche, & z ~ 1 ed in questa regione ¢ ~ 1,
il che corrisponde, in variabili usuali, ar ~ 1/Z e 1) ~ 1/+/Z. Quindi
[Y(az)|?a3, ~ 1/Z%, cioe la probabilita di trovare un elettrone nelle

vicinanze del nucleo decresce come 1/Z2. Sostituendo

Uso €

1 e*h? e?
Uso) ~ Z* = Z%0®—
Uso) Z2 m2c?a3 “ aB

|
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Interazione LS: accoppiamento di R.S.

2

La costante adimensionale a = - ~ % e chiamata costante di
struttura fine. Agli elementi di matrice di struttura fine dei multipletti
contribuiscono solo gli elettroni periferici, quindi non ¢’e un ulteriore
fattore Z dovuto alla somma sugli elettroni.

| termini U,,, € Uss SONO grandi per » ~ ag, hon hanno fattori Z a

moltiplicare, quindi

<Usoo> ~ <Uss> ~ o —

Tutti i contributi danno correzioni relativistiche, O(a?), ma il contributo
di interazione LS e quello dominante a grandi Z. Per Z molto grandi,
cioe Za ~ 1, la correzione di spin orbita diventa dello stesso ordine di
una energia coulombiana e questo provoca la perdita di validita del
modello di Russel - Saunders usato nella costruzione degli stati.

|
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Interazione LS: accoppiamento di R.S.

Degenerazione dys = (2L +1)(25+1) - |[L—-S| < J < |[L+S]|.

campo centrale:

Teorema di Wigner Eckart: H,g = AL - S.
Usando 2L - S = J? — L? — S? segue

EJ:é[J(JJrl)—L(LJrl)—S(SJrl)]

In un multipletto L, S sono costanti quindi:
EJ_|_1 - EJ — AJ

chiamata regola di Lande.

IN
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Interazione LS: accoppiamento di R.S.

Gusci chiusi: S = 0, L = 0, non c’e str. fine. In appr. di campo centr. A
dipende solo dagli orbitali incompleti. A secondache A > 00 A < 0 si
parla di multipletto normale, nel secondo di multipletto invertito.

Per ogni elettrone in un campo attrattivo, edV/dr > 0; quindi sign(A)
dipende dal segno di ¢; - s, sommato sugli orbitali incompleti.

E semplice vedere il segno di A per atomi con un solo guscio
iIncompleto nel fondamentale (e uno dei casi piu comuni). Sia

dy, = 2(2¢ + 1) i numero di particelle che puo ospitare 'orbitale. Se il
numero di particelle, n, e tale che n < d,/2 la regola di Hund ci dice
che tutti gli spin sono “paralleli”, quindi a tutti gli effetti s, = S/n.
Siccome tutte le particelle hanno la stessa ) radiale ( A;(r) uguali):

<Uso> = <Az> ZSZ Ez = <Az> %SZ Ez = <Az> %SL,

quindi A < eV’ > 0.

|
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Interazione LS: accoppiamento di R.S.

Per orbitali con n > d, basta aggiungere e sottrarre la somma sugli
orbitali “vuoti”, cioe le lacune:

ZAiei'Si: Z Ail;-s; — Z Ai b - s

orb.compl. lacune

| coefficienti A; dipendono solo dall'orbitale, mentre per le lacune lo
spin ed il momento angolare sono invertiti rispetto agli elettroni. Il
primo termine e nullo (guscio completo) quindi resta il solo termine
negativoe A < 0.

Dal teorema di W.E. discende anche che il termine U,,, in campo cen-

trale ha lo stesso tipo di contributo, aLS.

|
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Interazione LS: accoppiamento di R.S.

Ogni termine di Uy, ha la struttura:

2

| 2.
51i825 + 82i515 — g&;jSng rir— )+ 1T — 5(51']'1'

Dal teorema di W.E.:
2 2 2 2
Ugs X SZS] -+ SJSZ — §5@]S LZLJ —+ L]Lz — g(ng

Utilizzando: LZLJSZSJ = L;5; Lij = (LS)2 e
L;L;S;S; = (LS)? + ie; 1 Lx S;S; = (LS)? + (LS) si ottiene:

E; = gJ(H 1) + g (T + )% + (L, S)

che da una violazione della regola di Lande.

|
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Interazione LS: accoppiamento di R.S.

contf. Elem. multipl. A; Ay,
2p? C 3P 13.5 16.42
2p* O 3P -79.13 -68.71
3p? Si 3P 73.02 77.11
3p* S 3P -198. -177.6
3d?4s%  Ti 3F 54.19 56.71
3d® 4s* Ni 3F -333. -294.8
45% 4p* Ge 3P 426.4 557.1

Stime del coefficiente A per tripletti di struttura fina.
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Interazione LS: accoppiamento di R.S.

conf. Elem.  multipl. B Ay Aj_4 Aj_o
3d° 4s° V 4F 51. 53.17 54.95
-0.2842 56.76 56.65 56.73
3d® 4s°  Fe 5D -104. -96.02 -92.06  -89.94
-0.8787 | -89.92 -88.12 -88.55  -89.06
3d" 45> Co 4F -181.3 -168.8 -161.
-1.435 | -152.3 -151.2 -152.
4d* 5s Nb 6D 78.89 86.65 95.12 102.8
-1.433 107.9 104.2 104.1 106.
4d” 5s Ru 5F -238.1 -225.2 2072  -196.1
-2.075 | -186.2 -192. -188.6  -187.8
4d” Rull 4F -338.5 -277.4 -244.1
-6.589 -205. -196.7 -202.9
4f 5d? Cell 4H 203.7 54.26 573.6
-19.74 1038. 651.4 973.3
4f36s%  Pr 4 204.6 226.2 250.3
-1.776 304.5 301.2 304.
4f*6s°> Nd 5 170.9 187.9 206.4 225.6
-1.435 262.7 258.2 258.1 261.5
4f° 652 Pm 6H 156.1 172.6 190.6 210.  229.7
-1.769 255.6 247.3 244.1 2458  251.3
5d* 652 W 6D 318. 441.1 661.5 1013.
-46.63 1262. 1012. 952.9 1117,

.- p.36/2?
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