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Capitolo 11

Approssimazione semiclassica.

Avvertenze.

Queste note sono molto incomplete. Si presuppone che lo studente abbia familiarita
con il contenuto, ad esempio, del cap.7 del testo di Landau-Lifchitz.

11.1 Introduzione

Il problema che affronteremo in questo capitolo & lo studio del lifaite 0 in meccanica
guantistica. L'interesse di questo studio & ovvio: & sicuramente un gradino necessario per
comprendere come si possa passare da una descrizione quantistica ad una trattazione clas-
sica dei fenomeni. Com’é facilmente intuibile 'argomento pud diventare estremamente
complicato, ed in effetti lo diventa appena si cominciano a considerare sistemi con molti
gradi di liberta, anche se bisogna sotolineare che non tutte le difficolta si trovano sul lato
“quantistico” del problema, spesso la stessa descrizione classica € altamente non banale.
Come esempio possiamo pensare alla quantizzazione di un sistema che presenti a livello
classico un regime caotico, o, pil semplicemente, un sistema non integrabile. Gia in si-
stemi semplici I'interpretazione quantistica dei fenomeni spesso contraddice le aspettative
“ingenue” basate su pregiudizi interpretativi basati sull’esperienza quotidiana macrosco-
pica, e di questo aspetto tratteremo piu diffusamente in un capitolo alla fine del testo. In
sistemi complicati la situazione & naturalmente aggravata e capire almeno qualitativamente
come alcune caratteristiche tipicamente quantistiche, come gli spettri discreti, la distribu-
zione degli autovalori e la definizione di densita di probabilita tramite la funzione d’onda,

si manifestino a livello classico & un compito non facile ma di indubbia importanza in linea

di principio.

Un altro aspetto della questione € da non sottovalutare: lo studio del imite0 &
in grado di fornire stime su alcuni problemi che difficilmente possono essere ottenuti in
maniera diretta dallo soluzione, anche numerica, del’equazione di Schrodinger.

A tutto questo si aggiunga che lo studio dell'approssimazione semiclassica costituisce
una base naturale per collegare la formulazione “canonica” della meccanica quantistica
presentata in questo testo, con una formulazione alternativa, e per alcuni versi piu moderna,
come quella del path-integral.

L'approssimazione semiclassica ha un “antenato” che precede la stessa formulazione
della meccanica quantistica: la cosiddetta vecchia teoria dei quanti. Molti dei problemi di
connessione con la meccanica classica appena elencati si erano presentati negli anni com-
presi fra il 1900 ed il 1927, e non sempre avevano trovato una soluzione soddisfacente, e
spesso nemmeno una parvenza di soluzione. Fino alla meta del secolo scorso I'approssi-
mazione semiclassica era progredita come studio di una trattazione approssimata dell’e-
guazione di Schrédinger ma non aveva fatto passi avanti significativi dal punto di vista di
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4 CAPITOLO 11. APPROSSIMAZIONE SEMICLASSICA.

principio. | fatti nuovi che hanno cambiato le prospettive sono diversi, da una parte risco-
prendo alcuni vecchi risultati di Einstein si e giunti ad una comprensione piu profonda della
guantizzazione di sistemi classicamente integrabili, dall'altra, sul versante classico, la for-
mulazione del teorema KAM (Kolmogorov, Arnold, Moser) ha permesso di capire in modo
pit profondo i fenomeni nuovi che si presentano in sistemi classicamente non integrabili.
Come conseguenza di queste indagini, dello sviluppo di metodi come il path integral, dello
studio piu approfondito delle proprieta degli sviluppi asintotici e di alcuni risultati nuovi
nello studio del calcolo delle variazioni, si € cominciato ad esplorare il campo della inter-
pretazione della quantizzazione in sistemi classicamente non integrabili, ed eventualmente
in sistemi caotici.

In questo testo, per ovvi motivi di opportunita e di spazio, tratteremo solo gli aspetti
elementari del problema, accennando quando possibile alle generalizzazioni ed agli svilup-
pi. Nel testo principale, come al solito, concentreremo i risultati essenziali, alcuni risultati
particolari e alcune osservazioni di carattere pit generale saranno esposti nell'appendice al
capitolo.

11.2 Approssimazione WKB

WKB sta per Wentzel, Kramers, Brillouin, che, contemporaneamente ad altri autori, hanno
fra i primi proposto uno schema di approssimazione per il lihite 0. L'approssimazio-
ne é sostanzialmente identica all'approssimazione di ottica geometrica per le equazioni di
Maxwell, nel seguente senso: per piccole variazioni di lunghezza d’onda rispetto ai cammi-
ni ottici caratteristici ha senso descrivere la propagazione delle onde elettromagnetiche in
termini di raggi e fronti d’onda, le cui leggi di evoluzione (I'equazione dell'iconale) costi-
tuiscono la base matematica della teoria dell’'ottica geometrica. Una procedura simile puo
essere seguita approssimando la funzione d’onda di Schrodingetermini dell’analogo
delliconale. Originariamente lo scopo era sicuramente quello di dare un’interpretazione
“corpuscolare” alle onde descritte dama occorre ricordare chedarappresenta in realta
un’onda di probabilita e, soprattutto, mentre esiste una certa analogia fra la descrizione
matematica di una funzione d’onda di singola particelféx, t) e quella di un campo
elettromagnetico, ad esempio un potenziale scaléiet), questa analogia viene a man-
care nel caso di molti gradi di liberta: paf particelle la funzione d’'onda € un’ampiezza
di probabilita in uno spazio delle configurazionB&™ dimensioni, cosa che non ha nes-
sun corrispettivo in elettromagnetismo. Quindi prima di capire se, ed in che senso, vale
I'analogia soffermiamoci sul perché & complicato, e singolare, il lifaite 0.

Consideriamo I'equazione di Schrédinger nel suo contesto piu semplice: la deter-
minazione degli stati stazionari una particella in una sola dimensione in presenza di un
potenzialeV (x):

2
I v e = By (11.1)
2m

Dalla (11.1) & owvvio che il limités — 0 & singolare: in questo limite cambia I'ordine del-
I'equazione differenziale e quindi cambia la classe stessa di soluzioni possibili, addirittura
nel caso della (11.1) si passa da un’equazione differenziale ad una equazione algebrica.

L'idea per capire la procedura di limite corretta & fornita dall’esempio piu semplice, una
particella libera. Sappiamo che in questo caso una funzione di Schrédinger corrispondente
ad un autostato dell'energia, e dell’impulso, ha la forma

b() = ei?*

peri — 0 la funzione ha delle oscillazioni sempre piu rapide in un tratto finito dell’'asse
reale, la lunghezza d'onda va a zero cos h/p, ma & proprio questa rapida oscillazione
che permette I'eliminazione del fattoh davanti alla derivata seconda nella (11.1): ogni
derivata produce un fattorig™! e quindi la derivata seconda fornisce un fattbré che
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cancella il termine:?. Si potra quindi parlare del limit2 — 0 solo come una correzione
a questo tipo di comportamento obbligato dalla struttura della (11.1). E naturale quindi
cercare un’approssimazione scrivendo

(@) = exp(i) (11.2)

e assumere che, non, sia una funzione sviluppabile fi1
oS k 2
h h h
U(x):g_o (z) Uk:UU‘f‘;Ul-F (z) o2+ ... (11.3)

| fattori 1/4 nella (11.3) sono introdotti convenzionalmente per semplificare le formule
seguenti. Sostituendo la (11.2) nella (11.1) si ottiene

(0 —iho" = p*(x) (11.4)
Abbiamo introdotto la notazione
p?(x) = 2m (E — V(z)) (11.5)

che rappresenta, pét > V(z), limpulso classico. Lequazione (11.3) & equivalente
all'equazione originaria (11.1). ed & un’equazibuel primo ording non lineare, nella
variabiley = ¢’. Una delle due costanti arbitrarie della soluzione generale della (11.1)
semplicemente la costante d’integrazione per passageada. Sostituendo I'o sviluppo
(11.3) nella (11.4) si ottiene, all'ordine 0

(06)2 =p? oo ==+ /p(x)d:z: p(z) = +v2m(E — V(x)) (11.6)

Ai due segni possibili della determinazione della radice corrispondono due soluzioni li-
nearmente indipendenti. Per> 0, uguagliando a 0 i vari coefficienti di* si ha

> ohon ton =0 (11.7)
k=0

La (11.7) fornisce un’espressione ricorsiva pgr infatti o/, compare solo in due addendi,
quelli che moltiplicanar):

1 1
O'i = _206 0'6/ = o1 = —5 log(p) (1183)
1 n—1
ol = 7?‘6 <kzl 0.0 _ ) + O’;:_1> n>2 (11.8b)
Scegliendo, ad esempio, la soluziarje= +p(z) e si ha esplicitamente
17,92 1p” 3p? 1 & _
r_ ’ nif - 2¢v _ - % 1/2
02 = T2 {01 +U1] T 4p2  8p3 2pl/2 dz2? (11.92)
1 1 d ob

1Questo procedimento, la sostituzione della variabike favore di una funzione incogniianella forma

¥ = exp (/Iy(é)dg)

e del tutto generale, I'equazione risultante prende il nome di equazione di Riccati.
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All'ordine A2 si ha percio:

1

o 711 1 d?
e'r Y e exp (z / [p x) + hp_l/Q] da:) (11.10)
P o [P

Dalla relazione (11.8b) discendono due cose:

1) | termini o,, conn pari sono dispari i, e, ricordando la (11.3), per(z) reale
contribuiscono alldasedella funzione d’onda.

2) | termini o,, conn dispari sono pari irp, quindi sono gli stessi per entrambe le
soluzioni. Perp realei(ho, /i)™ € reale e quindi contribuisce al’lampiezza della
funzione.

L'approssimazione WKB consiste nel considerare i termini dominanti nelle espressioni
precedenti e quindi assumere
1 L [% p(x)dz 1 —L [* p(z)dx
P(x) =by —e* ao P + by —e P20 11.11
(@) =b VP ’ VP ( )

Zo € un punto di riferimento, il valore delle costabtie b, cambia al variare diq.

Se I'approssimazione (11.11) foageiforme cioe valesse per tutti i valori di, avrem-
mo trovato una soluzione approssimata.

Riscriviamo I'approssimazione nella forma

exp (z / U’) = exp (z / (o4 —ihay — h*oh 4 .. ))
Zxo i)

L'approssimazione & buona se valgono le disuguaglianze

! /
ozl o ploal 4 (11.12)

FLQ
|70 |og]

La seconda disuguaglianza, usando I’ espressione (11.8) si scrive (assynrizale)

1. 9 1 dX h
R« 1 — 2«1 - 11.1
2hp2 < = g < A ) (11.13)

A e lalunghezza d’onda di de Broglie. La (11.13) dice che I'approssimazione € buona quan-
do la variazione della lunghezza d’onda € piccola, e questo € il punto che lega I'approssima-
zione all'analogo sviluppo in elettromagnetismo. Se si pone I'accento sulle caratteristiche
meccaniche del problema, possiamo scrivere

!
p = %\/Qm(E —V(z)) = %2mK = —mE
F élaforza. La (11.13) impone allora

mh EB <1
p
La condizione viene senz’altro violata nei punti in ¢Ue troppo grande oppuyee troppo
piccolo, in particolare ngdunti di inversioneclassici del moto, in cupb = 0.
Considerazioni analoghe si possono fare per la prima disuguaglianza (11.13). Notiamo

che le disuguaglianze (11.13) impongono dei vincoli locali, ma la limitazione,gou0

non essere sufficiente. Nelle zone classicamente permigsse, fomano ambudue la fase
della funzioney, che é definita naturalemente modale. Potrebbe allora accadere che

oy < o, ma cid nonostante lEasecomplessiva dovuta &) potrebbe essere rilevante,
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visto che in ogni caso la fase dovuta@é considerata modulr. In altre parole affinché
I'approssimazione WKB funzioni deve essere verificata la richiesta globale

xr
/ hiohdr < 1
o

a prescindere da eventuali punti di inversione o singolarita del potenziale.

La presenza di punti di inversione provoca una partizione nell’insieme delle coordi-
nate,z: in ogni intervallo, sufficientemente lontano dai punti di inversione, la funzione
d’'onda € approssimata da un’espressione del tipo (11.3). La particolare soluzione dell’e-
guazione di Schrédinger che soddisfa date condizioni al contorno richiede di determinare
gueste costanti. Questo problema richiede di stabilire deftaule di connessionia i
vari intervalli.

11.3 Formule di connessione.

In questo paragrafo presenteremo una trattazione semplificata delle formule di connessio-
ne nel caso di un singolo punto di inversione, una trattazione piu approfondita & data in
appendice al capitolo.

Figura 11.1: Schema per un singolo punto di inversione< a € la zona permessa
classicamente; > a quella proibita.

Siaxz = a una radice dell’equazionE — V(z) = 0. Supponiamo per fissare le idee
cheV(z) > E perz > a. La situazione é quella rappresentata schematicamete in figura
11.1. La zonar < a € dettapermessa classicamenta zonaz > a € la zonavietata
classicamente

Perxz < a due soluzioni semiclassiche linearmente indipendenti sono

Lp cos(|w]) Lp sin(|w]) (11.14)

con

mentre petc > a

e v e? (11.15)

con
p=+2m(V —E) ﬁ}:%/ V2m(V — E) dx

L'idea €& quella di risolvereesattamentd’equazione di Schrédinger in un intorno di
x = a e quindi connettere lo sviluppo asintotico di questa soluzione alla soluzione WKB,



CAPITOLO 11. APPROSSIMAZIONE SEMICLASSICA.

(11.3), valida pefx — a| > 0. Nell'intorno dia possiamo scriveremh=2(E — V(z)) =
(%(a — x), e riscrivere la (11.1) nella forma

1/}"+52(a—$)¢=0

Posto(z — a) = f~2/32
2

dz?
Le soluzioni indipendenti dell’equazione (11.16) si chiamano funzioni di Aliyz), Bi(z).

Il lettore pud trovare un breve riassunto delle loro proprieta nel capi@loPer grandi
valori di z si ha:

— =0 (11.16)

1
1

- 2 11 3/2
@% cos(5l=/ = ) o M) oz g e VT (11072
— L‘i% sm(g|z\3/2 — E) —— Bi(z) —— 1 2Rl (11.17b)
ﬁ 3 4 zZ——00 zZ—00 T ’
Scriviamo ora I'impulso e la variabile di fagein termini di z:
1 1 2 3 2, 3
p="hf(a—x)2 =hB3V/—2 w(a,x):—gﬂ(a—x)2 :—§|z\2
- 1 1 - 2 3 2, 3
p=nhB(x—a)z =hE32 w(a,x):§ﬁ(:r—a)2:§\z|2
Dalle (11.17) segue allora
1 s 11 -
— - = - 1| (11.18a)
cos||w(a,x =€ .
Zeoslw@a) -3 v 25
T 1 N
— — sin(|w(a, z)| — — _ 19l (11.18b)
Le due formule (11.18) possono essere inglobate in
1 cos(| (a,2)] s +a) () sina 5 lcosa o] (11.19)
= wl\a, - — - = o = .
VP 4 VP 2 VP

Le formule precedenti restano invariate nel caso in cui la zona classicamente accessibile sia
x > a. Le (11.18),(11.19) saranno sufficienti a coprire tutte le applicazioni elementari del
metodo WKB che vedremo nella parte principale di questo capitolo. Come € evidente dalla
(11.19) queste formule vanno applicate “cum grano salis”: una piccola variazione della
fasea nella zona classicamente permessa induce una variazione esponenziale nella zona
proibita, viceversa occorre conoscere con precisione esponenziale la funzione d’'onda nella
zona proibita per determinare la faseln teoria le relazioni (11.19) sono espressioni asin-
totiche esatte, nel caso di un solo punto di inversione, ma le instabilita ora esposte rendono
delicata la loro applicazione. In molti problemi si & interessati non alla soluzione generale
dell'’equazione di Schrédinger ma solo alla soluzione relativa a determinate condizioni al
contorno, questo spesso permette 'uso nonambiguo delle (11.18).

Il caso piu notevole & senza dubbio quello in cui tutta la zena « € classicamente
proibita e si estende fino-aco. In questo caso le funzioni accettabili come stati sono a
variazione limitata e questo esclude i termini esponenziali crescenti. Si ha quindie

1
—— Cos - =

VP ) 2V5

Un caso importante descritto dalle (11.18) € quello di due punti di inversimtentt
in questo caso se a priori € noto che la soluzione & combinazione lineare delle (11.18) con

T 11

4

||

(lw(a, )| = ) — P(x) (11.20)
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coefficienti dello stesso ordine, la parte esponenzialemente depressa puo essere trascurata e
questo permette di risolvere il problema con una precisione dell’ordid¥ i ™), alcuni
esempi saranno presentati piu avanti.

Le principali appicazioni della (11.18) sono: la derivazione della regola di quantiz-
zazione di Bohr Sommerfeld per gli stati legati, la spiegazione semiclassica dell’effetto
tunnel, la teoria del dedadimenta Queste, ed altre, sono le applicazioni che saranno
analizzate nel seguito del capitolo.

11.4 Stati legati e condizione di Bohr-Sommerfeld.

In questo paragrafo presentiamo una trattazione elementare dell’analisi semiclassica degli
stati legati, in un paragrafo successivo esporremo alcuni risultati complementari.

Consideriamo un potenziale unidimensionale con un solo minimo, del tipo indicato in
figura 11.2

14

12f H
U(x)

08 R
L R N - ==
0.4f

0.2

Lo

Figura 11.2: Potenziale unidimensionateb sono i punti di inversione.

Ci aspettiamo che I'equazione di Schroédinger fornisca una serie di autofg|aridi
autofunzioniy,, corrispondenti a stati legati, cioé can € L2.

La trattazione semiclassica del problema parte dalla individuazione dei punti di inver-
sione, soluzioni dell’equazione

sianoa, eb, questi punti. In questo paragrafo useremo le notazioni

w(e,z) = % /ﬂﬁ V2m(E = V)dz olc,x) = % /I V2m(V — E)dx (11.21)

che permottono di scrivere facilmente ed intuitivamente le condizioni di raccordo ai punti
di inversione.

Nelle regioni classicamente inaccessihili< a,x > b lo sviluppo asintotico della
soluzione dell'equazione di Schrédinger deve essere

v~ expli [ Ip(o)ldo)
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il requisitoy» € L? impone che solo la soluzione decrescente all'infinito sia presente,
quindi nella zona: > b la soluzione accettabile € della forma

e exp(—a(b,)) (11.22)
2 VIl

La formula di connessione (11.18) indica che pet b la funzione d’onda semiclassica é

¢ exp(—o(b,z)) — ¢ cos(w(z, b) — g

2 /Il VIpl

Notiamo che questa formula di connessione fissa la fase della funzione d’onda ma, di per
sé, non seleziona alcun valore dell’energia.
Lo stesso ragionamento, applicato al punto di inversiorea impone la connessione

) (11.23)

b1 exp(—o(z,a)) — D cos(w(a,x) — T (11.24)

2 /Jp| Vol 7

La condizione di quantizzazione nasce dall'imporre che e due determinazioni della funzio-
ne d’onda coincidano nella zona classicamente permessa < b. Le ampiezze devono
essere uguali, e questo implig@| = |D|. Possiamo sempre scegliere funzioni d’'onda
reali, in questo mod® = +C'. Per confrontare le fasi riportiamo le nella stessa notazione:

cos(w(a, z) — %) = cos(w(a,b) — w(z,b) — %) = cos(w(z, b) — w(a,b) + %)

Questa determinazione deve differire dalla (11.23) per un fattoreonn pari o dispari a
seconda del segno fa e D. Quindi

1

—w(a,b) + T -S = w(a,b) = (n + 7>7r (11.25)
4 4 2

In corrispondenza del valore dj pari o dispari, sihd = (—1)"C. Usando la definizione

classica di variabile d'azione], definita come l'integrale dp(x) su tutto il periodo del

moto, in questo caso lungo la traiettoria— b — a, Si puo riscrivere la (11.25) nella

forma

J= L j{p(x) dr = (n+ %)h (11.26)

2

Questa € la condizione di Bohr-Somerfeld della vecchia teoria dei quanti a meno di un,
importante, fattore additivo 1/2.

La (11.26) e un’equazione pét, risolvendola al variare di si hanno le stime semi-
classiche dei livelli energetici.

Al crescere dic daa ab la fase del coseno nella funzione d’onda semiclassica

5}3 cos <f11 /amp(x)dx - D (11.27)

varia fra—n/4 e nm — /4, cioé cambia dim, quindi il coseno ha zeri. La funzione
d'onda+,, ha quindin nodi e corrisponde alt-esimo stato eccitato, cioé la sequenza
n=20,1,2,3... corrisponde &, < F; .... Fy € I'energia dello stato fondamentalg,
quella del primo eccitato e via di seguito.

Come detto in un paragrafo precedente I'approssimazione semiclassica corrisponde al
limite dell'ottica geometrica in elettromagnetismo, cioé al limite di piccole lunghezze d’'on-
da rispetto alle lunghezze caratteristiche del problema. Nel nostro caso la lunghezza tipica
e la grandezza della zona classicamente accessibite:b — a, quindi ci aspettiamo che
I'approssimazione semiclassica sia tanto migliore quanto\pi& L, dove\ = h/p &
la lunghezza d’onda di de Broglie. Nello stateesimo la funzione d’'onda compie/2
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oscillazioni, avenda nodi, quindi come ordine di grandezza siha L/n: ci aspettiamo
allora che I'approssimazione semiclassica sia tanto piu precisa quantogpgiiande. Si
deve recuperare il limite classico nel limite— oc.

Per la determinazione completa della funzione d’onda semiclassica occorre fissare la
costante”’. Normalmente la funzione d’onda di uno stato legato viene fissata dalla condi-
zione che la normd? sia 1. La funzione d’onda & esponenzialmente depressa nella zona
esterna all'intervallda, b] quindi con buona approssimazione si pud scrivere

oo b b 1 b
1:/ |¢|2dx:/ |¢|2dx:C2/ %COSZ (h/ p(x)dx—g (11.28)

Quando I'approssimazione semiclassica € buona il coseno compie molte oscillazioni quindi
in prima approssimazione possiamo sostituir€ () col suo valor mediol /2, ottenendo

/ —~1 (11.29)
Il periodo di oscillazione classico del sistema é definito da
b 7. b
T=2 d—l =2m d—x
Ja U a p

quindi

Cc?>T [m [ 2mw 2m

Abbiamo ottenuto la stima (11.29) péf supponendo: >> 1, in realtd spesso questa
formula viene usata anche per piccali in particolare per lo stato fondamentale. Nel
paragrafo 11.A il lettore puo trovare una dimostrazione della stima (11.30) che non fa uso
della condizione: > 1.

11.4.1 Potenziale definito per: > 0.

In diverse applicazioni & utile estendere I'analisi precedente al caso in cui la particella & vin-
colata in un semispazio, il caso tipico € quello della coordinata radiale in per un potenziale
V(r), in ondas. La situazione & illustrata in figura 11.3. In questo caso la funzione d’'on-
da deve soddisfare il vincolp(0) = 0. E facile ricavare la condizione di quantizzazione
dalle considerazioni svolte nel paragrafo precedente: possiamo immaginare di estendere in
modo pari il potenziale nella zona< 0. In questo potenziale esteso i punti di inversione
sono+a. La condizione al contorno e soddisfatta per gli sfépari di questo potenziale
esteso, quindi deve valere

w(—a,a) = 2w(0,a) = [(2n+1)+%}7r = (2n+g)7r = w(0,a) = <n+%>7r (11.31)

Ovvero, in termini di integrale di azion&

- f o= [ “p(a)dr = (n+ 2)n (1132)

E istruttivo comunque ricavare la stessa condizione direttamente. La condizione di raccordo
ed il requisitoy) € L? in questo caso si riducono a

C
27\/@ exp(—o(a,x)) —

L'annullarsi della funzione in: = 0 impone

™

cos(w(z,a) — Z)

v
Vel

3
w(O,a)—%:mr—i—g — w(O,a):mr—ﬁ—Z7r

che e ancora la condizione (11.31).
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U(x)

Figura 11.3: Potenziale unidimensionale limitate & 0. 0, a sono i punti di inversione.

11.4.2 Problema radiale e singolarita.

Quanto abbiamo visto finora si applica a potenziali regolari. Se i punti di inversione coin-
cidono o sono vicini a punti singolari I'approssimazione WKB deve essere modificata. un
cso limite & proprio quello di potenziali definiti su una semiretta, in cui abbiamo gia visto
come la condizione di quantizzazione cambi dalla forma (11.26) alla forma (11.32). Il pro-
blema diventa rilevante per potenziali singolariis= 0 come il potenziale coulombiano,
e, in generale, in presenza di una barriera centrifuga, in cui il potenziale effettivo radiale si
comporta come /2.

Consideriamo una particella in uncampo centi@le). L'equazione di Schrddinger
per la funzione d’onda radiale ridotta,= R(r)/r Si scrive:

d*>p  2m L(0+1)
ar B0 - e

2 =0 (11.33)

Discuteremo in particolare il caso coulombiano, in Bui= —e? /7.
La condizione di validita dell'approssimazione semiclassica in generale € (per la coor-

dinata radiale):
4 (h) <1 (11.34)
dr \ |p|

Per un potenziale singolare della foria~ Cr—%, perr — 0 si halp| ~ vV2mV ~
_a/2 . .
T , quindi

d (h) o Oh apr (11.35)
dr \|p| 2v2mC

La condizione semiclassica & sicuramente violatacpetr 2, in particolare quindi per

il potenziale coulombiano in onda mentre il casax = 2 che corrisponde ad esempio

al caso di un potenziale coulombiano in ontlg 0, si € al bordo della zona di validita.

Questo ¢ il caso generale per potenziali in cui la parte di potenziale centrifugo € dominante.
Per convincersi del problema basta considerare il potenziale coulombiano irs.onda

Limpulso radiale in coordinate coulombiane si scrive= /2(E + % | punti di inver-

sione (formali) sono- = 0,7 = 1/|E| e la condizione di quantizzazione (11.32) ha la

forma Bl
1 / 1 1 3
J:72/ 208+ —-) = =n+ —
2 0 ( T) ‘/2|E‘ 4
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Questa non riproduce i livelli corretty = —1/(2n?), ma soprattutto & inapplicabile di
principio, visto la singolarita.

La situazione in ondd & piu problematica. |l potenziale centrifugo & della forma
h%/(2mr?) e la condizione (11.35) diventa \/¢(¢ + 1) < 1, che & soddisfatta per grandi
valori di ¢ ma non per piccoli. Nel caso coulombiano

b= f2(me L D) iﬂ\/r2+ ERRp 258

22

| punti di inversionery, r; sono

1—/1-20({ + 1)|E] 14+ /120 +1)[E|
.

2|E| L 2|E|

To =
La condizione di quantizzazione si scrive, can= 0,1, .. .:

1 1M 1 " dr
ng+ 5 */ prdTZE\/Q\E|/ - V(ri =) (r—70)
7o To

2 9w
1 w 1 | W+ 1)
=—V2E|z (ro+71—2ror1) = = V2|E| | — — 2—F—++=—+
T | |2 (0 1 01) 2 | ‘ <E| \/m )
S N (Y

V2|E|
Da cu?

—2
B m+ g+ Vi) (11.36)

2

Come si vede i livelli non coincidono con quelli esatti (il che non & necessario) ma hanno
il corretto andamente-1/(2n?) per{ > 1.
Notiamo pero che se operiamo la sostituzione

2
0We+1) — (E + ;) (11.37)

e definiamon, = ni +1 =1,2,... otteniamo i livelli corretti:

1 1
EFE=——7—— =n,=/ 11.38

2 (ny +£)? nen ( )
n € il numero quantico principale &. > 1 € il numero quantico radiale della vecchia
teoria dei quanti. La sostituzione (11.37) é stata proposta da L&hgetha dei buoni
motivi per essere adottata. Consideriamo un potenziale qualunque che sia dominato dal
termine centrifugo per — 0, cioé con

lim (r2U(r)) =0

r—0

In questo caso I'equazione d’'onda radiale, per picecodi della forma

d? f(0+1
_dp U+ )@ _o
dr? r2
che ha come soluzioni esatte
@ ~ it o~ ot

2per il lettore che volesse rifare il calcolo possiamo rimandare al capitolo introduBvoSe si usa un
programma simbolico per il calcolo si tenga conto del fatto che I'integrale si annultg perr; .
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In approssimazione semiclassica invece
R p(r)| ~ VO(0 + 1) /2

Quindi, perr — 0, le due possibili soluzioni semiclassiche si comportano come:

1 r
ﬁ exp(:l: 6(5 + 1/ dr/r — P12 E/e(0+1
p

Vediamo percio che la sostituzione di Langer riproduce il corretto comportamento asin-
totico perr — 0. Nel seguito adotteremo la sostituzione (11.37). Una discussione piu
approfondita sull’'argomento puo essere trovata nella referenza[BerMou72].

11.4.3 Variabili angolari.

Consideriamo il caso in cui I'equazione di Schrodinger, o in generale I'equazione agli
autovalori, si riferisca a variabili angolari. Il caso piu semplice € quellf diin questo
caso I'equazione agli autovalori prende la forma

2
—h26—f =Pm2f (11.39)
Op?
¢ indica I'angolo azimutales la funzione d’ondamn I'autovalore. La (11.39) é chiara-
mente risolubile esattamente, comunque nello spirito dell’'aprossimakiaiié? possia-
mo trattarla come un’equazione di Schrédinger unidemensionale per una particella libera,
con massa 1/2 ed energi& Il momento coniugato g &

Ipe| = Vm? = |m)| (11.40)

Le due determinazioni possibili per,, p, = £m, corrispondono alle due possibili solu-
zioni semiclassiche

©
f=Cexp [:ﬁ:z/ pdgo} = Cexp(Limep) (11.41)
0

Il punto interessante e che, essendperiodico ep,, costante, e non nulloyon si han-
no punti di inversione, quindi la soluzione semiclassica (11.41) & sempre valida. La
condizione di quantizzazione nasce dall'imporre la periodicitain

flo+2m) = f(p) m € 7 (11.42)

che ¢ la soluzionesattadel sistema.

Notiamo che in questo moto periodico la condizione di quantizzazione non ha correzio-
ni semintere, come nel caso oscillatorio. Questi due tipi di moto corrispondono a cio che
nella vecchia teoria dei quanti erano i moti periodici ed i motfiilaiazione (oscilazione)

e chiarisce come mai in alcune applicazioni della vecchia teoria dei quanti alcune volte
occorresse quantizzare con multipli interi/dicome in questo caso, altre volte con nu-
meri seminteri, come nel caso dell’'oscillatore armonico. L'espressione normalizzata della
funzione d’'onda WKB &

= ¢ exp(imyp) (11.43)
VIpel
La costante di normalizzazione qui differisce dalla (11.30) perché stiamo considerando
funzioni d’'onda complesse, stiamo cioé usando gli esponenziali invece di seni e coseni.
Owviamente normalizzando la funzione (11.43) si ottiene I'espressione esatta

f(g) = J% exp(imep)
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Il caso immediatamente pit complicato & quello delle variabili angolari nello spazio, cioe
la risoluzione dell’equazione per la parte angolare del laplaciano

Dl LD gy, L P
" {sma ae(smaaa>+sin29&p2 v=hK (11.44)

Sappiamo dalla teoria del momento angolare che la soluzione esatta del sistema ha come
autovaloriK = £(¢ + 1).

-=-=- Da finire. -=-=-
11.4.4 Esempi.
Oscillatore armonico.
L'equazione di Schrédinger
B d* 1, 9 1 5,
o a2 + 5w Y= Ev p° =2m(E — g ) (11.45)

| punti di inversione classici sono percio

2F
r=ta=%\—5
mw

La condizione di quantizzazione semiclassica si scrive

1 [ x2 1 @ x2 1
— dxy[2mE(1— — ) = —V2mE de\/1——==h(n+ = (11.46)
27 J_, a? ™ o a? 2

ovvero, ponenda = a z:
1 1 ! 2F E
h(n—l—) :f\/2mEa/ Vie2dz="C_Z2
2 T 0 wr 2w

Quindi i livelli energetici in approssimazione semiclassica sesutti.
La funzionep(z) corrispondente alli-esimo livello eccitato &

/ 2 2F,
n =V 2 En 1—-— n — S
p (.13) m a% a mw?

ed il corrispondente periodo di oscillazione classico € dato da

an 1
Tn:2/m / dz : :22/ _dz _2r
2E, J_., /17;%2 w o V1=22 w

uguale per tutti i livelli, & la ben nota proprieta di isocronismo delle piccole oscillazioni.
Le funzioni d’'onda semiclassiche, al contrario dei livelli energetici, non sono riprodotte
esattamente dall'approssimazione WKB.

Per referenza riportiamo le espressioni esplicite delle funzioni d’'onda. Con i valotidi p(x) precedentemente calcolati:

Am 2E 1 x2
C:\/T a=y/ E:hw(nJrE) p(z) = V2mE lfa—2
si ha
. __c (L[ -y _¢ LU S e JCO A
0<z<a: 't/)(a:)—mcos(ﬁ/iap(x)d:c 4)_\/;0(05) cos(4(n+2) 4+/0 " dm)_

. C v<n7'r+ E . (at)+r 1 x2 )
= m CcOSs 7 E{arcblll g E aﬁ}

a<z: Px)= % exp(—%[§¢‘:—z -1- argcoslﬁ%)})
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La figura 11.4 presenta un confronto fra la funzione d’onda esatta e quella in approssima-
zione WKB per lo stato fondamentale e per lo statoeea 10: € evidente che per lo stato
eccitato I'approssimazione € buona al di fuori di un piccolo intorno dei punti di inversione.

B
U

\
\!
\

LA
1

Figura 11.4: Funzione d’onda WKB (linea intera) e funzione d’'onda esatta (linea
trattegiata) per gli stati = 0 e n = 10 di un oscillatore armonico.
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Una misura quantitativa dell’approssimazione si ha, ad esempio, confrontando il valore
della funzione d’onda nell'origine con la soluzione esatta, per gli stati pari ovviamente. In
approssimazione semiclassica

1 0 T 2mw 1
Wan(0)] = CW o (/ap(a:)da: - 4) - T (2mhw(2n + 3))1/4

mwy /4 (2\* 1, 4
= _— — —) /4
(hw) (’/T) (2n + 2)

Per la soluzione esatta

mw)1/4 1

20(0)] = (1 eyt __L__en)

————H2,(0)| = — ~—  (11.47
22"(2n)!| 20 (0) ( It 22n(2n)! nl (11.47)
Per grandin usando la formula di Stirling
k! ~ kFe FVork
si ha
1 (2n)!  /(2n)!
221 (2n)! n!  2npl

_ (ﬂ,n)fl/éi

Sostituendo nella (11.47) si verifica la consistenza con il risultato semiclassico. Per lo stato
fondamentale

$o(0) = (%)w 5(0) = (%)M V2 = 4h(0) - 1.0623

quindi I'approssimazione é ragionevolmente buona anche per il fondamentale.

Potenziale quartico.
Come esercizio non banale proviamo il potenzidle- g/2x*:

W d*y 1,
_ - 77y =F 11.4
2m dx? + 2mw ¥ ¥ ( 8)

Operando la trasformazione= Mz, con\ = (mg/h?)'/% la (11.48) si trasforma in

1d*> 1, € € m\4/3 1/3
S = §—E(ﬁ) g (11.49)
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Gli autovalori della (11.49) chiaramente non dipendono da nessun parametro, quindi basta
studiare questa equazione, se si vogliono ottenere le energie nelle unita solite bastera porre

4/3
B (ff) st
m 2

A questo punto ricominciamo a chiamareFE etc. le nostre variabili e studiamo 'equa-
zione
"+ (E—zM)p =0 (11.50)

| punti di inversione sona = +a = +E'/* e la condizione di quantizzazione si scrive
1 1 @ 2
ntg = %@2/ V1= (z/a)de = ;WEJ J = 0.8740191847640399368

da cui
T 1 4/3
E,=|— = 11.51
[+ 3) (1151
Possiamo ricavare gli autovalori con il metodo variazionale illustrato nel capitolo prece-

dente, i raffronti sono:

E, EVWKB  §E/E
1.06036  0.86715  0.18222
3.79967  3.75192  0.01257
745570 7.41399  0.00559
11.64475 11.61153 0.00285
16.26183 16.23361 0.00173
21.23837 21.21365 0.00116

GUR W~ O S

Come si vede 'approssimazione migliora al crescere dia é ragionevole anche per lo
stato fondamentale.

11.5 Effetto tunnel.

Uno dei fenomeni piu caratteristici della meccanica quantistica e I'effetto tunnel: in lin-
guaggio classico corrisponde alla transizione di una particella fra due zone dello spazio
delle fasi separate fra loro da una zona classicamente inaccessibile. |l tipico esempio &
quello di un urto contro una barriera, esemplificato in figura 11.5: Una particella prove-
niente da sinistra, urta contro una “barriera di potenziale”, se I'energia della particella €
minore dell'altezzd/, della barriera, I'unico processo possibile classicamente € una rifles-
sione, quantisticamente invece la funzione d’onda puo “penetrare” attraverso la barriera e
dar luogo ad una certa probabilita di attraversamento della stessa.

Il processo e stato formalmente trattato nel capi#qui vogliamo darne una descri-
zione semiclassica.

La funzione d’onda che descrive a livello stazionario il processo &, asintoticamente:

% [eik;z + Te_ikﬂ T — —00

Y(x) = (11.52)
teik’x
VE

k ek’ sono i numeri d'onda della particella entrante ed uscente:

xr — 400

p=hk p =hk (11.53)
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Vo

Figura 11.5: lllustrazione schematica dell’effetto tunnel: un’onda incidente da luogo ad
un’onda trasmessa ed una riflessa di ampiezzeispettivamente.

supporremo che i limiti pex — +oo del potenziale siano rispettivamertite V;, quindi
gli impulsi sono legati all'energia da

p=V2mE p =+2m(E-Vp) (11.54)

Scrivendo la corrente

. h L d d .,

)= 2mi (1/1 dxw wdxw )
il lettore si convince facilmente che la funzione d’onda (11.52) corrisponde ad un flusso di
una particella al secondo incidente, ad un flysgoriflesso e ad un flusge|? che attraversa
la barriera, in altre parolg|? ¢ la probabilita di attraversamento pd? la probabilita di
riflessione. Le probabilita sono definite naturalmente solo dalle normalizzaeiative
dei vari termini della funzione d’onda, quindi moltiplicando per uno stesso fattore tutte le
componenti della (11.52) le quantita fisiche restano invariate.

Consideriamo il caso in cliy < E < V. che corrisponde classicamente ad una
riflessione completa, ma nello stesso tempo permette una propagazione dell’onda al di l1a
della barriera. Il caso piu semplice, e frequente, & quello ingu= 0 e nel seguito ci
riferiremo a questo caso, o almeno alla situazione idguico) = V(—o0).

Si hanno in questo caso due punti di inversione classici, che indicheremg £dn <
b) soluzioni delle equazioni(z) = 0. La soluzione semiclassica per< a ez > b ha
rispettivamente la forma

1 1 . .
Y(x) = — @) L R(E) — e ™@®)  y(z) = T(E) — ") (11.55)
(z) 7 (E) 7 (z) =T(E) 7
La fase dei coefficientR,T" & riferita ai punti di inversione, questa scelta differisce da
guella indicata nella (11.52) per un fattore di fase ma € piu comoda per i nostri scopi.
Determinare i coefficientk, T' &€ un problema di formule di connessione.
Il risultato generale valido in approssimazione semiclassica é:

e—ﬁ)(a,b)

) 1 .
— —id(E) _ —id(E)
T(E) L 22 Pl R(E) = (EP=roye e (11.56)

b
aah) = [ lple)ldo

|T'|* da la probabilita di attraversamento della barriera e prende anche il ndateod? di
penetrazione della barriera:

—2w(a,b)

IT|? = ﬁ ~ e~ 20(ah) (11.57)
e—2u(a,
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La fased(FE) puo essere calcolata:

I(E) = el log

W 1w
m‘ + argr (2 L m) (11.58)

I" & la funzione gamma di Eulero. Nel testo non faremo uso del risultato (11.58). Notiamo
comunque che il valore di questa fase & sempre piuttosto piccolo, come si vede dalla figura
11.6

In questo paragrafo dimostreremo la (11.56) nel caso di piccoli valori del fattore di
penetrazione, cioé per > 1. Il calcolo completo della (11.56) é dato in appendice.

-0.02
-0.04
-0.06
-0.08

-0.1
-0.12
-0.14

Figura 11.6: Variazione di(E) in funzione diw /.

In questa approssimazione possiamo considerare i pulntien separati e possiamo
risolvere il problema applicando due volte le formule di connessione psingolopunto
di inversione. Bisogna ricordare che in questa approssimazione non ha senso considerare i
termini esponenzialmente depressi rispetto a quelli principali, appunto perché stiamo con-
siderando il limite di grande separazione e quindi gra@de b). Aggiungendo una fase
globale dir/4 per facilitare le cose si ha, direttamente dalle equazioni (11.18):

, . 1 _
ewo)=%) — {cos(w(b, x) — %) +isin(w(b, x) — %)] — [26“’("”’1’) - iew(z’b)}
~ —je?@b) — T eB(ab)g—d(az) 4 ow(a.b) 2 cos(w(zx,a) — %) =
— o—i% pi(ab) [ei(w(x,a)—g) +€—i(w(m,a)—g)] — o—i% pi(ab) [ei(—w(a,x)—g) i ei(w(a,w)-&-%)}

Dal rapporto fra 'onda trasmessa e le due onde a sinistra del potenziale si ricava

e—i% e R e—i% e’lﬂ(a,b)e—i% e )
— —e w(avb) N — _Zew(aab) = R = —

= ———F—F —
e 13 ewW(ab) et T e—i%

che coincide con il limite del risultato (11.57). Notiamo che in questo ligife) = 0.

Se avessimo considerato anche il termine sub-dominante nella formula di connessione
avremmo ottenuto, come si verifica facilmente:

1 R
T=—— R=-—i——31°_ (11.59)

Le correzioni cosi ottenute somsbagliate come si vede dal fatto che il risultato non ha la
forma (11.57). Nell'appendice effettueremo il calcolo esatto per un potenziale parabolico
in cui si verifichera quest’affermazione.
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11.5.1 Esempio.

11.6 Conteggio degli stati.

La condizione di quantizzazione (11.26)

i j{pdq =h <n + 1) (11.60)
2 2

ha un chiaro significato geometrico: se consideriamo un moto periodico la traiettoria nello
spazio delle fasi percorrera una linea chiusa, I'integrale a sinistra della (11.60) & l'area
racchiusa da questa curva. La relazione (11.60) asserisce che ad ogni grado di liberta
e associata un'arezrr/i nello spazio delle fasi. Equivalentemente se consideriamo una
porzione “macroscopica’ dello spazio delle fasi, di atga\q, il numero di stati quantistici

associati & AA
paq
= 11.61
" 2mh ( )

Come ¢ noto I'applicazione forse pit importante di relazioni come la (11.61) € in fisica
statistica, per contare appunto gli stati possibili. Per il caso di una particella in una scatola
la relazione (11.61) si riduce al classico conteggio dei modi di vibrazione di una cavita:
p/h =k =2x/X il numero d’'onda e la condizione di quantizzazione si riduce a dire che
la larghezza della scatola deve essere un multiplo della semilunghezza d’onda, quindi in
guesto caso non c’e bisogno di scomodare I'approssimazione semiclassica per stabilire la
(11.61). Tuttavia la formulazione presente ha il vantaggio di non dipendere dai dettagli del
potenziale: mettere una scatola non significa altro che introdurre un campo esterno capace
di confinare il sistema. Normalmente nel limite termodinamico le grandezze fisiche non
devono dipendere dal tipo di contenitore usato quindi & opportuno che il conteggio degli
stati sia fatto, nel limite di grandi che e quello che ci interessa, indipendentemente dal
potenziale, questo € appunto quello che assicura la derivazione semiclassica della (11.61).
Notiamo per completezza che la generalizzazione della (11.60) o meglio ancora della
analoga regola di Bohr-Sommerfeld, a sistemi con piu gradi di liberta non & ovvia. Nel
caso di sistemi separabili ovviamente si ha la relazione (11.60) per ogni grado di liberta.
Una analoga relazione €& scrivibile in generale per sistemi integrabili,

1
— w="mn;
27h [,
dovew = >"}_, prdgy € la 1-forma di Poincaré-Cartang sono cicli invarianti. Per
sistemi non integrabili la questione & molto piu complicata e questa € una delle ragioni per
cui il controllo del limite fra descrizione classica e quantistica & problematico.
La (11.60) fornisce un’altra relazione interessante che aiuta a capire la connessione fra
I'evoluzione temporale quantistica e quella classica.
Se consideriamo un sistema con> 1 possiamo valutare qual’é la differenza in ener-
gia fra un livello e l'altro. PostdAF = E,, 1 — E, si ha approssimativamente. sfruttando

p=+2m(E-U):
1 0 1 mdzx

1
An=1= —AF— dr = —AFE =—AFET
" 27h OF pax 27h P 27h

doveT é il periodo classico del sistema, quindi, indicando cor- 27 /T la frequenza
propria di oscillazione
AFE ~ hw (11.62)

Questo significa che per grandi valori dii livelli sono equispaziati e la differenza di
energia, corrispondente alla frequenza di transizione fra livelli diversi, € un multiplo della
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frequenza fondamentale di oscillazione classica. In approssimazione semiclassica I'evolu-
zione di uno stato é percio del tipo

G, t) ~ Y r(x)e (11.63)
k

che e proprio la forma aspettata per una funzione periodica di pefipdo pratica lo
sviluppo in serie di Fourier.

Ci si aspetta che la descrizione classica di un sistema corrisponda ad una localizzazio-
ne precisa nello spazio delle fasi, in altre parole i numeri quantici caratteristidgvono
essere grandi per avere il limite classico, ma la distribuzione dei valori deve essere abba-
stanza stretta in modo che il “volumeéipAgq sia ben definito classicamente ma grande
rispetto alla “granularitd quantistica”, cioé il volume elementaré. In altre parole uno
stato classico deve corrispondere alla situazione

1< An<n

Se sviluppiamo uno stato di questo tipo in termini di autofunzioni semiclassiche dobbiamo
avere
U= Z Cnn
n

dove i coefficientic,, sono diversi da 0 solo in un piccolo intervallo attorno ad un certo
n> 1.
Consideriamo ora I'evoluzione temporale di una osservahig avrd

F) = (@OIF1(0) = 3 e frnnet Em =0

per tutti i livelli che compaiono nella somma possiamo applicare la (11.62) e qtijpdi
E, ~ (m — n)hw. Quindi cambiando variabili e scrivendo = n + k

F&) =2 "chipnfninne™ (11.64)
n k

Le funzioni semiclassiche sono funzioni rapidamente oscillanti per grandi numeri quantici,
quindi gli elementi di matrice frg,,, ,, sono, trascurando la funzione d’onda nella zona
classicamente inaccessibile, quantita del tipo

b 1
Fon ~ / (@) cos(pn) cos(on)

avendo indicato corp,, i fattori di fase semiclassici. Le due fagj,, ¢,, hanno rispetti-
vamenten, m oscillazioni, quindi I'elemento di matricg,,,, tende a zero rapidamente col
crescere din — m, € lo stesso motivo per cui nell’'usuale trasformata di Fourier di una fun-
zione F'(x) poco variabile le sue componenti di Fouri€r vanno a zero rapidamente con
k. in prima approssiamzione possiamo percio trascurare nella (11.64) i termihi£dn

nei prodottic; , , c,. D'altronde il numeran, sempre negli elementi di matrice, & centrato
attorno an, il numero “tipico” dello stato, quindi gli elementfi,  ,, dipendono solo da.
Usando)_, |¢,|? = 1 si ha allora, approssimativamente

f_(t) ~ Z |Cn|2 Z fkeikwt _ Z fkeikwt
n k k

quindi I'evoluzione temporale € esattamente quella aspettata: una evoluzione in termini
di armoniche di un sistema con periodicfa= 27/w. In questo modo vediamo che le

3Seguiamo in questa esposizione il classico testo di Landau-Lifchitz.
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componenti di Fourier delle osservabili classiche sono in corrispondenza con gli elementi
di matrice delle osservabili quantistiche.

Notiamo che quanto qui tratteggiato & esattamente I'opposto di quanto & avvenuto sto-
ricamente: la costruzione della meccanica delle matrici di Heisenberg si basa appunto sulla
considerazione che nel limite classico le componenti di Fourier di una osservabile si devono
riferire a “salti quantici”, cioé ci deve essere una corrispondenzgfra F(n + k, n) dove
F, per Heisenberg, rappresentava I'oggetto da studiare. L'analogia con le regole di ricom-
binazione degli spettri ha portato alla formulazione di “regole di moltiplicazione” per questi
oggettiF'(n+ k, n) che infine sono state riconosciute come le regole di moltiplicazione per
matrici.

11.7 Doppia buca

Uno dei problemi piu interessanti ed istruttivi fra quelli “elementari” in Meccanica Quan-
tistica € la determinazione dei livelli energetici, in particolare dello stato fondamentale, in
un sistema con un potenziale a due minimi, come quello indicato in figura.

0.4

0.3

01+

-0.3

s 1 05 0 05 1 15

Figura 11.7: Potenziale per una doppia buca di potenziale. | punti di inversione del moto
classico sona = +a, ex = +b.

Dallo studio dell'analogo problema con buche di potenziale unidimensionali abbiamo
imparato che lo stato fondamentale & uno stato simmetrico e la funzione d’onda associata &
“distribuita” fra le due buche di potenziale. Vogliamo studiare lo stesso meccanismo in un
potenziale generico ed in particolare in un potenziale descritto da un polinomio di grado 4.
Questo potenziale si ottiene da quello di un oscilatore anarmonico invertendo il segno del
termine quadratico.

Vedremo in seguito alcune applicazioni fisiche, in particolare alla molecola di ammo-
niaca, ora vogliamo concentrarci sulla soluzione semiclassica del problema.

Daremo tre metodi di soluzione leggermente diversi fra loro per mettere in evidenza
aspetti diversi del problema. Lo studente trovera piu avanti nel suo studio metodi anco-
ra diversi, basati sul path-integral, questo a testimoniare I'importanza metodologica della
guestione.
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Discussione

L'approccio semiclassico € interessante perché focalizza in maniera emblematica il modo
diverso in cui le simmetrie agiscono in meccanica quantistica rispetto alla meccanica clas-
sica. In meccanica classica il sistema ammette due stati di minima energia, corrispondenti
ai minimi z del potenziale. Questi minimi sono equivalenti ma, una volta scelto un mi-
nimo, la descrizione fisica non & piu invariante sotto I'operazione di parita. Se ad esempio
consideriamo delle piccole oscillazioni possiamo distinguere oscillazioni attarnoda
oscillazioni attorno a:_. Se la particella che stiamo studiando € carica, la posizione sta-
zionaria corrisponde ad un dipolo elettri¢e2 che cambia segno a seconda di scegliere
un minimo o l'altro, etc.

In Meccanica Quantistica la situazione & completamente diversa. L'Hamiltoniana del
sistema )

H=2 41U (11.65)

2m

commuta con l'operazione di parifd : * — —uz, quindi possiamo classificare gli stati

con gli autostati diP, che in rappresentazione di Schrédinger sono le funzioni pari, con
autovalore+1, e dispari, con autovalorel. L'equazione agli autovalori corrispondente

alla Hamiltoniana (11.65) € un problema di Sturm-Liouville e sappiamo che I'autovalore
piu basso corrisponde ad una funzione senza nodi, quindi lo stato fondamentale del sistema
deve corrispondere ad una autofunzigaei. In altre parole per lo stato fondamentale del
sistema quantistico le due posizianji sono completamente equivalenti.

D’altre parte se immaginiamo di fare il limite classiko— 0 vorremmo recuperare la
situazione “asimmetrica”: si tratta percio di capire qual’e il meccanismo fisico che rende
equivalenti i due minimi classici e in che senso si recupera il limite classico.

Una localizzazione della particella in una valle, ad esempio attornp eorrisponde
ad una funzione d’onda concentrata in questa zona. Classicamente se I'energia € minore
del del massimo locale del potenzialé(0) la particella resta confinata in questa zona,
guantisticamente sappiamo invece che per effetto tunnel la particella puo passare nell'altra
valle, questo € dunque il meccanismo in gioco. La probabilita di questa transizione deve
essere quindi proporzionale al fattore di penetrazione della bartiefagdove A & pro-
porzionale all’area del grafict’(z) compreso fra I'energid del sistema ed il massimo
del potenziale[/(0). Nel limite in cui il fattore di penetrazione & trascurabile il sistema
presenta quindi deve presentare due stati quasi stazionari equivalenti, corrispondenti alla
due localizzazioni possibili della particella, cioe I'Hamiltoniana deve essere approssimati-
vamente degenere. La possibilita di effettuare il tunneling risolve la degenrazione e, con
un meccanismo gia visto, provoca una separazione dei livelli: € il classico meccanismo di
un sistema a due stati. $8.,_ sono i due stati quasistazionari corrispondenti alle due
localizzazioni della particella, lo stato fondamentale ed ilprimo stato eccitato saranno della
forma approssimativa

¥ = %(w tol) = %(w — o) (11.66)

2 2
La separazione dei livelNE = FE, — F; sara proporzionale al fattore di penetrazione
della barriera. L'energid\ E' corrisponde alla fraquenza caratteristica di transizione fra le
due buche, infatti partendo da uno state- + ad esempio, si avra:

e (8) = == (11(0)e B 4 gu(0)eB17) (11.67)
da cui A By
[(p—lios (#))]? = sin® == (11.68)

quindi dopo un temp@ ~ 7h/AFE la particella si trova dall'altra parte della barriera.
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Questo semplice calcolo chiarisce che il sistema, per temgi 7' pud considerarsi
“localizzato” mentre per tempi maggiori I'effetto tunnel non & piu trascurabile. Uno stato
stazionario € necessariamente considerato tale per tempi infinitamente lunghi, quindi gli
stati stazionari sono simmetrici. sappiamo pero che il fattore di penetrazione & proporzio-
nale aexp(—S/k) doveS ha le dimensioni di un'azione classica, dell'ordinevdiz dove
p = \/2m|E — V| e Ax dell'ordine della distanza dei punti di inversiongb in figura.
Quindi seh < S i tempi di “tunneling” possono essere astronomicamicamente lunghi

T x he/"

Veniamo ora alla stima semiclassica dei livelli energetici.

Metodo 1.

Questo metodo é sostanzialmente quello riportato nel testo [Landau3].
Sianoy, 1o due autostati dell’lHamiltoniana

H:%—kU( ):—%%22 U(x) (11.69)
doveU (x) eunpotenziale simmetricd](z) = U(—x):
n? d?
_%@w + U(x)Yy = By (11.70a)
n? a2
—%@1?2 + U(z)Y1 = Eyo (11.70b)

Possiamo trovare un’espressione per la differenza dei lifdlli= F>— F; utilizzando una
tecnica simile a quella che si usa per dimostrare che le autofunzjomi, sono ortogonali.
Consideriamo la combinazione

A1, v2) = Y190y — bt
Integriamo questa quantita nell'intervallpooc. Usandayy, 1 — 0 perz — oo si ha

/ (V1 — Yoy )da = / dwdi(%% — hatp]) = h2(0)11 (0) — 11 (0)15(0)
0 0 L

D’altra parte usando le (11.70) si ha

2m

/ (6 — o) = — 2 (B, — Ey) / 0 (2) ()
0 h’ 0

Quindi
o1 , , o1 ,
Ey — Ey = 2m 51 (11(0)13(0) — ¥2(0)¥1(0)) = %57121/11(0)%(0) (11.71a)
Si2 = / dx 1o (11.71b)
0

Si e usato il fatto che,(0) = 0, essenda)» una funzione dispari. Applichiamo la (11.71)
al caso che ci interessa:; € la funziona d’onda, simmetrica, dello stato fondamentale e
1o la funzione d’onda, antisimetrica, del primo livello eccitato.

Come accenato nella discussione nel limite in cui si trascura I'effetto tunnel I'Hamil-
toniana deve presentare due configurazioni degepési), o(—z) che corrispondono a
particelle localizzate nelle due valli. Se pensiamo alla presenza dell’effetto tunnel come
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una piccolaperturbazione rispetto a questa situazione i due/stati), saranno descritti
dalle combinazioni simmetrica e antisimmetrica

= % (p(x) + ¢(~2)) (11.72a)
Yo = % (p(x) — p(~2) (11.72b)

Viceversa, partendo dalle funzioni d'onga e ¢, e scegliendo le fasi in modo che, ad
esempioy; > 0 ey > 0 perz > 0, le funzioni d’'onda

1

pi+(z) = p(2) 72 (Y1(z) + Pa(z)) (11.73a)
1
p_(z) = p(—z) = 7 (Y1(z) — p2(z)) (11.73b)

corrisponderanno a stati localizzati nella buca di destra e di sinistra rispettivamente. Notia-
mo che con questa definizioneglie (11.72) sono delle identita.
Per funzioni localizzate la sovrapposizione é trascurabile:

/dwcer(x)go,(x) ~0 (11.74)

quindi possiamo scrivere

Sia = / dapripy = 7/ (07 — 2040 + 2] f/ dap?.
0 2 0 2 0
dove abbiamo usato il fatto che la funziope é localizzata nel semispazio di sinistra,
quindi & trascurabile per > 0.

Dal fatto chey;, € pari ey, € dispari discende poi

er(0)=0-(0)= Z01(0)  ¢4(0) =~ (0) = Z5040)
quindi
P1(0)5(0) = 204 (0)¢', (0)
ed infine, dalla (11.71)
1 2n? ,
AE = Ey — By ~ WH@JF(O)@AO) (11.75)

Come si vede 'espressione non dipende dalla normalizzazione assolptaelpossia-
mo convenientemente normalizzare la funzione in modo che l'integrale che compare nella
(11.75) sia 1:

2h2

La forma della funzionep,, senza nodi e esponenzialmente crescente nella #ona
assicura che (0)¢’, (0) > 0, quindi lo stato simmetrico & effettivamente il fondamentale.

In approssimazione semiclassica dobbiamo stimare la funzionper iz — 0. In
guesta approssimazione, deve soddisfare I'equazione di Schrodinger nella parte de-
stra del potenziale, il problema si riduce quindi al calcolo effettuato precedentemente. In
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particolare ricordiamo che:

HQOJ,_ = Eogﬁ_‘_ z >0 (1177a)
b
= p(z)de = 1 Equazione peFE) (11.77b)
wh J, 2
(@) ~ /2 cos l/gE ()dz — T a<z<b  (1L.77c)
=N T hJ, b 4 o .
b b
L T:Q/di’zgm/di (11.77d)
T o U o P(T)
o(z) = Y e [ dz lp(@)] 0<z<a (11.77e)
2mv
da cui e mw
—2 (%qr|p(z —L(* dx|p(x
P4 (0024 (0) = g e RIS APl = o 2 drp(e)
e quindi
1 a
AE = @exp [—/ dx |p(m)] = @K (11.78)
71' hJ_, ™
Metodo 2.

E naturale interpretare le (11.72) come le equazioni che diagonalizzano una ratrice
facciamo vedere che é effettivamente cosi.

Sappiamo che nel limite in cui il fattore di penetraziakie piccolo dobbiamo avere
una hamiltoniana quasi degen@re 2. Individuato il sottospazio in esame basta scrivere
gli elementi di matrice dH e diagonalizzare I’'Hamiltoniana. Notiamo che il problema agli
autovalori che stiamo onendo non dipende dalla base scelta nel sottospazio in esame, basta
prendere due qualsiasi vettori linearmente indipendentip_ che appartengono a questo
sottospazio e scrivere gli autostati cercati come

Y =crp4 +cap-

Visto il problema, e vista la soluzione precedente, & naturale prendere come sottospa-
zio bidimensionale quello generato dalle funzigni, ¢ soluzioni semiclassiche nei due
semispazic > 0,z < 0 rispettivamente:

oi(x) =.(z)  soluz. semiclassica>0 ¢, (z) = o(VK) perz < 0
v_(x) = pe.(—x) soluz. semiclassica < 0 ¢_(z) = o(VK) perz > 0

In altre parole consideriamo una funzione che pet 0 & prolungata con continuita
dalla soluzione semiclassica in maniera tale che sia “piccola” nella regien®. Poiché
©(0) ~ VK, possiamo pensare ad esempio di prolungacen un esponenziale a partire
da questo valore. Indichiamo la soluzione semiclassica del paragrafo precedeptégon
si ha allora

Notiamo alcune cose

1) lafunzionep, (z) = .(x) soddisfa, nellapprossimazione semiclassica, I'equazio-
ne di Schrédinger

(H = Ey)ps(a) = 0

perxz > 0 manon soddisfaquesta equazione per< 0.
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2) Le due funzionip,, ¢_ non sono esattamente ortogonali, c'@ una sovrapposizione
descritta dalla matrice

Nij = /dw%(ﬂv)g@j(x) ij=+,—

il problema agli autovalori nel sottospazio considerato si riduce percio alla soluzione del-
'equazione secolare
det(H;; — EN;;) =0 (21.79)

Consideriamo ora i vari elementi di matrice. Normalizzando per semplicita le fungione

nel solito modo ,
[ et =1

N11 = Ngg =1+ O(\/?) N12 = Ngl = O(\/?) (1180)
Consideriamo ora gli elementi di matrice Mi.

abbiamo

Je'e) 0 [es)
Hyy :/ drypyHoy :/ dxpyHeoy +/ droyHey =
0

— 00 — 00

0 00 0
:/ d$<P+HSD++E0/ dz o1+ :N11E0+/ dr oy (H — Eo)py

—o0 0 —o0

= N11E0 + O(K)

L'ultima uguaglianza specifica in che senso scegliamo una estrapolazione “piccola” dello
statop.(x). Notiamo per inciso che la funzione, non ha nessuno vincolo di normaliz-
zazione assoluta nel sottospaziec 0, quindi la forma quadraticd — F, pu0 assumere,
in modulo, valori piccoli a piacere.

L'elemento di matrice/_ _ € identico aH, . Passiamoora & _ .

oo 0 [eS)
H_ | :/ dro_He, :/ d;vcp,Hcer-i—/ dro_He,y (11.81)
—o0 —00 0

Come gia dett@ . soddisfa, approssimativamente, I'equazione di Schrédinger solo nella
zonax > 0. Per valutare il primo termine della (11.81) integriamo per parti:

0 /0 dp_ dpy
B L dp— doy
oo oo dz dx

0 d? d ,
dx 90—@9% = @@(l’)%r(x)

0
— o (00, (0) — ¢ (@) (1)) + / dn i =

- (0)¢ (0) — ¢ (0)¢4(0) / dz ¢ ¢y = 20.(0)¢L(0 / dr g’ o,

Quindi

h? 0 >
Hio = ——pc(0)2c(0) +/ de (He-)py +/O dvo_Hep, =

— 00

h2 0 [e'e] h2
= —Es@c(o)w’c(o) + Eo/ deo_py + Eo/ deo_py = —E%(O)%(O) + No1 E
0

—00

Quindi, trascurando i termini( K') si ha per gli elementi di matrice dell’Hamiltoniana:

_ 0 — B 0 (0)¢L(0) (1 OWK)
H_EONJr(—’f;%(O)@’C(O) 0 ) v=(o )
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riscrivendo I'equazione agli autovalori come
det(N"'H—-E)=0
si ha, trascurando termin{ K)
_B /
N-1H = o2 Ey ) msﬁc(o)%(o) (1182)
— i #e(0)¢c(0) Ey

Osserviamo innanzitutto che effettivamente fer— 0 'Hamiltoniana € degenere, quindi
abbiamo scelto correttamente il sottospazio in cui diagonalizZar&li autovalori e gli
autostati della (11.82) sono

2

1 = %(%(z) +¢e(—z) By =FEy— %%(o)%(o) (11.83a)
2

Po = %(‘Pc(ﬂ?) - @c(—l‘) FEy = Ey+ %(pc(o)(plc(o) (11.83b)

Notiamo che, come gia osservatg(0)¢..(0) > 0, quindi effettivamente lo stato simmetri-
co ¢ lo stato fondamentale. Il risultato (11.83) coincide con quello ottenuto in precedenza.

Metodo 3.

Ricaviamo ora di nuovo lo stesso risultato utilizzando solamente le formule di connessione.
Poniamo per brevita

1 [
worez) = 5 [ Ip(a)lds
x1

Perxz > b la funzione d’'onda semiclassica deve essere un esponenziale decrescente, quindi

w _ 1 efw(b@)

Vel

Applichiamo ora in successione le formule di transizione, I'unica accortezza consiste nel
variare di volta in volta il punto di inversione.

1
efw(b,a:)
p

—

2sin (w(x, b) + %) _ ! 2sin (w(a,b) —w(a,x) + Z) =

1
Vel Vel

sin(w(a, b)) cos(w(a, x) — Z) — cos(w(a, b)) sin(w(a, ) —

‘ o

[ | R | ) ]
S-S
lentun N aatun N atun N et

p

4
sin(w(a, b)) cos(w(a, x) — %) + cos(w(a, b)) cos(w(a, ) + %)} =
sin(aw(a, B))e™") + 2 cos(u(a, b)e” 9} =

| sin(w(a, b))e_w(o’a)"’“’(o’m) + 2 cos(w(a, b))e“’(o’“)_“’(o’x)}
p

Questa deve essere una funzione pari per lo stato fondamentale e dispari per il primo
eccitato, in pratica devono compariresh(w(0, z)) esinh(w(0, z)) nei due casi.
Quindi per lo stato fondamentale deve essere

cos(w(@,b)) _ 1 _suoa = Ly (11.84)
! _ .

[\]

sin(w(a, b))
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PerK — 0 deve essere quindi(a,b) — 7/2. Scrivendow(a, b) = 7/2 — p otteniamo

1
sinp ~ p = §K (11.85)

Abbiamo quindi la condizione di quantizzazione

1 /° \/7 T 1
w(a,b)fﬁ/a 2m(E7U)dxf§f§K
Per K = 0 abbiamo I'equazione per la determinazione dell’energia semiclaggjca

ponendol = Ey + 0F si ha

T 1
r=0E—=—-K

1 1 [ 1
“9méE~ | ————d
2 h /a 2m(E —U) 2h 2

doveT € il periodo classico di oscillazione. Quindi

hw hw
SE=—-—K E =Fy——K (11.86)
2 2
allo stesso modo F
Ey = FEy+ Q—K (11.87)
Y8

riottenendo cosi il risultato noto p&F = E, — Ej.

11.8 Decadimentay.

In fisica spesso si incontrano sistemi metastabili: per un certo tempo il sistema si comporta
in modo (quasi) stazionario, quindi si trasforma in un sistema con caratteristiche diverse.
Il prototipo di questa situazione € un processo di decadimento: un atomo, un nucleo, o in
generale una particella, decade, formando delle particelle figlie che prendono il nome di
prodotti di decadimentoCosi un atomo in uno stato eccitato pudé decadere in un atomo in
uno stato di energia minore con emissione di uno o piu fotoni, un nucleo si puo disintegrare
producendo particelle di vario tipo, ad esempio particellguclei di elio) o particelle

B, 3T (elettroni e positroni), raggj etc.

Una teoria completa di questo tipo di processi richiede un formalismo in cui il numero
di particelle non & conservato, e questa situazione & meglio descritta in ambito relativi-
stico. In questo capitolo ci occuperemo di un problema piu limitato: un sistema quan-
tistico descritto, approssimativamente, da uno stato legato non reativistico che nel corso
dell’'evoluzione temporale si disgrega.

Il parametro rilevante per descrivere questo tipo di situazitamvéa mediadel sistema.
ConsideriamaV sistemi, indipendenti fra di loro, che possono decadere. Se indichiamo
con~ la probabilita di decadimento per unita di tempo per il singolo sistema avremo

%[ =—yN = N(@{#)=N(0)e " (11.88)
La quantitar = 1/~ si chiamavita media Spesso si usa la notaziohe= iy = i/7, T’
prende il nome diarghezzadel livello ed ha le dimensioni di un’energia.

Benché la (11.88) possa apparire naturale nello scriverla abbiamo implicitamente as-
sunto diverse cose, in particolare si € assunto che il sistema non abbia memoria, cioé che
il numero di decadimenti al tempodipendasolo da N (¢) e non dalla storia passata del
sistem&. In meccanica quantistica la situazione & anche pitl delicata: si pretende di dare

4Non ¢ difficile immaginare sistemi in cui la (11.88) non vale: si pensi ad una popolazione, asessuata per
semplicita, la velocita di riproduziondN/dt, dipende non solo dal numero di individui preseffi, ma anche
dal loro stato di salute, cioe dalla storia passata.
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una descrizione dei fenomenti quindi non & lecito “ipotizzare” una legge del tipo (11.88):
la dinamica evolutiva & data dall’equazione di Schrodinger quindi la (11.88) deve essere
unaconseguenzdi tale equazione.

Abbiamo gia incontrato questo tipo di problema nella discussione dei processi di de-
cadimento qui vogliamo impostare il problema da un punto di vista relativamente piu
semplice, usando I'equazione di Schrédinger indipendente dal tempo, ed in particolare
nell’approssimazione semiclassica.

Per essere concreti consideriamo il caso del decadimenttna particellao: € un
nucleo di elio, cioé € composta da due protoni e due neutroni. Questo composto € estrema-
mente stabile, cioé ha una forte energia di legame, si ha infatti

m(a)c® — 2 (my +m,) c® ~ —26.06 MeV (11.89)
in unita di massa atomica,~ 931.494 MeV/c?:
my = 1.007276470u  m,, = 1.008664904 u m(a) ~ 4.00390 u

ed in prima approssimazione si pud pensare ad un modello di nucleo in cui una particella
alpha si muove in un campo medio creato daglialtri nucleoni. Possiamo pensare ad una
buca di potenziale sferica, diprofonditd/, e raggiory, dell’ordine del raggio nucleare.

Oltre alle forze nucleari &€ presente un campo coulobiano repulsivo fra la partcedia
carica 2, d il resto del nucleo, di cariga— 2. La situazione € quella schematizzata in figura
11.8. Se la prticellar fosse confinata nel nucleo. lo stato stazionario del sistema sarebbe
descritto da autovalori dell’Hamiltoniana corrispondenti agli stati legati di una particella in
una buca sferica di potenziale. Uno sguardo alla figura 11.8 suggerisce immediatamente
la possibilita di un decadimento per effetto tunnel: la particellpud “attraversare” la
barriera coulombiana e provocare la disintegrazione del nucleo.

2(Z-2)/r

Figura 11.8: Potenziale per una particellachematizzato come una buca di potenziale ed
una repulsione coulombiana all’'esterno del nucleo.

E estremamente semplice stimare la probabilita di decadimento in approssimazione
semiclassica. SP ¢ la probabilita di atraversamento della barriera, data dal coefficiente di
trasmissione, la probabilita di decadimento per unita di tempo sara:

~ = Numero di urti con la barriera al sex. P

Uno stato stazionario & associato classicamente ad un periodo delTh@d,evidente-
mente la particella raggiunge il raggig con frequenza /T quindi

T=hy=¢ % P (11.90)
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Abbiamo indicato corg ~ 1 un possibile fattore correttivo all'approssimazione semiclas-
sica.

Una dimostrazione piti formale, ma equivalente, della (11.90) € la seguente. Consideriamo uno stato legaf. ihafdeione
d’onda radiale ridotta ha la forma = A sin(kr). Utilizzando la normalizzazione nell'approssimazione semiclassica

7o A? 2
1= / Asin®(kr) ~ — 1y = A==
Jo 2 T0

La soluzione completa, tenendo conto dell'armonica sfe¥igae

1A 1A o, o
_ A in(kr) — ikr _—ikr 11.91
V= Ty sl = o [e ¢ ] (11.91)

La soluzione (11.91) descrive un’onda sferica divergente ed una convergente. La densita di flusso (corrente) &

= v c.c
J—%[d) ¥ —c.c)

Usando la parte di onda divergente della soluzione (11.91) si hs pera componente puramente radiale ed un corrispondente
flusso attraverso la superficie di raggig:

) hk1A2 ©— drr?
= —k —— =4nr” j,. =
J m 4w 4r2 J

h

m

=

A hk 1
4

hk/m = p/m & lavelocita della particellae/2r( & I'inverso del periodo, per cui il flusso di particelle al secondo che urtano
la superficie del nucleo e proprig/2rq = 1/T, e si riottiene il risultato (11.90).

Z(A) Z(A) T, 2 E(MeV)
Po(212) | Pb(208)| 3.0 x 10~7s | 8.95

Po(214) | Pb(210)| 1.5 x 10~%s | 7.83
Po(215) | Pb(211)| 1.8 x 1073s | 7.50

Po(216) | Pb(212)| 0.158s 6.89
At(215) | Bi(211) | 10~*s 8.15
Em(219) | Po(215)| 4.7s 6.94
Th(227) | Ra(223)| 93d 6.16
Th(228) | Ra(224)| 2.64y 5.52

Th(230) | Ra(226)| 1. x 10%y 4.76
Th(232) | Ra(228)| 1.39 x 10y | 4.05

Tabella 11.1: esempi di decadimentoE elencato il nucleo padre, il nucleo figlio, il tempo
di dimezzamento (s=secondi, d = giorni, y = anni), e I'energia della partiaeilaMeV.

Il fattore di penetraziond” nella (11.90) ¢ il coefficiente di trasmissione dela barriera
coulombiana. i punti di inversione che delimitano la zona classicamente inaccessibile sono
ro edry con

2(Z —2)e? p? 2(Z — 2)e?

:Ezi = r = E

(11.92)
T1 2m

ed il coefficienteP & dato da

P = exp[~20(ro, )] = exp l_ % / \/Qm(?(z—r?)e2 _B)dr
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Per generalita scriviamo l'interazione coulombiana nella fo@ia. Cambiando variabili
r = ryx € notando che/2mC r; = 2C/v, I'integrale diventa

1
I=rivV2mC \/l—ldng {arccos(\/ro/rl)— Q(l—@)
TO/Tl X v

1 1

Nella maggioranza delle applicazianj/r; < 1, quindi sviluppando in serie

I:QC(W—2 m)ZWC_Z 2Cmry
v

v 2 71

Siricava quindi

2 V2
P = exp [— ;;}C +4 C;imro] (11.93)

La dipendenzd /v é caratteristica dell'interazione coulombiana. indicando ¢gm- le
cariche in unita dé e introducendo la costante di struttura fine- €2 /fc, la dipendenza &
del tipo:
P x exp [ 727”% qqu]
v/c

La forte dipendenza (esponenziale) dalla velocita, quindi dall’energia, & una caratteristica
di questo tipo di decadimento, significa che a piccole variazioni di energia possono corri-
spondere rilevanti variazioni di vita media. Questa osservazione &€ ampiamente giusificata
dagli esempi riportati in tabella 11.1.

Nella figura 11.9 riportiamo a titolo di esempio le quanti(T") in funzione di2n C'/ hw
per le due famiglie del Polonio (Po) e del Torio (Th), 'accordo & abbastanza buono.

~

L
10/ ~_Po
S 27t C/hv
120 \1§0 140 150 160 170
-10/ N
>~_ Th
_207 N
\\
N
-30, \\
log[T] RN
40/ ~

Figura 11.91og(T") in funzione di2xC/hv per il Po ed il Th.

Elaborando un modello nucleare si hanno dei paramgte U, che permettono di
effettuare un confronto quantitativo con la (11.93). Un’applicazione forse anche piu inte-
ressante € di usare i dati sperimentali per ricavare il paramgtrih lettore interessato al
problema puo approfondire I'argomento consultando ad esempio il libro di Fermi[Fermi].

Nel prossimo paragrafo daremo un’esposizione dettagliata della (11.90) usando il me-
todo WKB.

11.9 Teoria di Gamow - Siegert

La (11.88) sarebbe soddisfatta se potessimo trovare degliystatiostati dell’Hamilto-
niana con autovalori complesBi — iI'/2. In questo caso si avrebbe per la probabilita di
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sopravvivenza dello stato:

P(®) = [ = |(leE/T20 g " = o=rein (11.94)

che riproduce esattamente la (11.88).

H é un operatore autoaggiunto e quindi non pud avere autovalori immaginari, ma d’al-
tronde gli stati metastabili che stiamo studiando non sono certo stati stazionari. Matemati-
camented e autoagiunto sullo spazio delle funzioni che si mantengono limitate pero
se si lascia cadere questa richiesta, ragionevole per gli stati “normafiyo avere auto-
valori complessi. Vedremo nei complementi qual’e il significato fisico che detta la scelta
di questi stati, per ora seguiamo una via piu intuitiva che & quella proposta inizialmente da
Gamow, e poi rielaborata da Siegert. Nei complementi verra discusso ancora un altro me-
todo, piu rigoroso per certi aspetti e pit aderente alla fisica degli stati metastabili, elaborato
da vari autori fra cui Fermi[Fermi].

Intuitivamente uno stato metastabile dovrebbe essere descritto da un’'onda sferica uscen-
te del tipoexp(ikr)/r, si cercano allora le soluzioni dell’equazione di Schrédinger

He=E1 (11.95)

con le condizioni al contorno di regolarita nell'origine e di comportamefitt/r all'infi-
nito. Per semplicita limitiamoci al caso di un potenziale a simmetria sferica in orider
la funzione d’'onda ridotte = 1) bisogna allora considerare I'equazione:

2 2

—% %Lﬂ +V(r)p=FEyp e(0)=0 ; o p— exp(ikr) (11.96)

k = +v2m E. La (11.96) non ammette in generale soluzioni pereale. Infatti essendo

V(r) reale la (11.96) ha due soluzioni indipendenti reali, una combinazione di queste so-
luzioni, chamiamola,, soddisfa alla prima condizione al contorno 0). In generale la
combinazione linearmente indipendentg, non soddisfa a questa condizione. Possiamo
sempre scegliere, reale con una scelta di fase. Supponia¥v@) a raggio limitato, in

questo caso la soluzione per grandiella (11.96) € del tipeos(kr + ¢) e non pud dar

luogo ad un’onda sferica. Questa potrebbe essere ottenuta da una combinazione lineare a
coefficienti complessi dp,,, ¢, ma allora non si avrebbg(0) = 0.

Se ammettiamo la possibilita d complesso, del tip& = E; — ¢I'/2, non si hanno
limitazioni e la (11.96) puo ammettere soluzioni. Per capire il meccanismmo che determina
l'autovalore (complessay siimmagini di risolvere I'equazione (11.96) a partire dal punto
0 con una normalizzaione arbitraria, ad esempi0) = 0,¢'(0) = 1. Per ogniFE si ha
un problema di Cauchy ed un’unica soluzigpg. Si esegua ora lo stesso procedimento a
partire dar — +o0, di nuovo con una scelta arbitraria della normalizzazione, ad esempio

o — Aet*r -0 ¢ —ikAe™*" — 0

Si ottiene una soluziongg. La compatibilita delle due soluzioni ad urintermedio € data
da

/

YL _ ¥R

L YR

Questa e I'equazione (complessa), indipendente dalla normalizzazione, che deférmina

L'equazione (11.96) puo essere risolta numericamente secondo la procedura delineata
ottenendo I'autovalore cercato.

Un esempio di tale procedura si puo trovare nel progranteap.nb  per il poten-
zialeV(r) = 7.5r% e~". Sitrova una risonanza pét = 3.42339, T = 0.0255.

In questo paragrafo troveremo la soluzione dei problemi di Gamow - Siegert nell’ap-
prossimazione WKB.
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Innanzitutto osserviamo che moltiplicando la (11.96) pee sottraendo I'espressione
complessa coniugata su ha

, , R, & 2, od [ ,d d .
2imm(B)lel = =50 (¢ g e g ) = o o P g e g

Integrando fra 0 ed ed usando la condizione al contora¢)) = 0:

ZIm(E)/T| |2czr—_’i S (11.97)
0 i T o\ T P ar? '
Se per grandi scriviamoy = |¢| exp(if) otteniamo
" R _d
2 [ — JE—
2Im(E)/O lo|” dr = 5 2dT9(r)

Quindi per fasicrescentisi haIm(E) < 0, consistentemente con la prescrizione della
condizione al contorno dell’equazione (11.96).
Scrivendop = @1 +ipe, E = E1 +iFE5, 'equazione differenziale (11.96) ha la forma

hQ

—5 -+ V(e = Ero— B2 (11.984a)
h2

—5 - P8+ V() g2 = Ex o1 + Er s (11.98b)

Se non ci fosse effetto tunnel si avrebBe = 0 e ¢ = 0. La funzioney; sarebbe
concentrata in una zona attorno all’origine e avrebbe un andamento decrescente nella zona
classicamente proibita. Lidea per approssimare le (11.98) € ch&pex FE; questa
situazione cambi di poco. Possiamo allora scegliere le fasi in modo che la parte reale
della funzione d’onda sia decrescente nella zona classicamente proibita mentre la parte
immaginaria sia crescente. La situazione per un potenziale generico € quella rappresentata
in figura 11.10. La funzione, comincia a diventare dello stesso ordinesdinella zona

attorno al secondo punto di inversiomes b.

Figura 11.10: Potenziale unidimensionateb sono i punti di inversione.

In assenza di effetto tunnel la soluzione WKB della (11.96) nella zoaar, b avrebbe
la forma?

C C
——exp(—o(a,r)) = exp(—o(a,b) + o(r,b 11.99
W p(—o(a,r)) > /Ip] p(—o(a,b) +o(r,b)) ( )

Nella normalizzazione usualé ~ O(1) é determinato dalla normalizzazione dello stato
legato. In presenza di una (piccola) parte immaginaria, crescenfsiiavra:

0= S exp(—o(a,b) + o(r,b)) +1i

D
2/Ip| VIpl

5Usiamo la notazione per definire I'azione semiclassica nella regione classicamente proibita.

exp(—o(r,b)) (11.100)
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La continuazione analitica per> b si ottiene dalle formule generali (11.18):

1
r>b: — {—Ce_“(a’b) sin(w(b, r) — %) + 42D cos(w(b,r) — W)} =

Vil L 2 4
™

z'2DL [cos(w(b7 r)——)+i

VIpl 4

Richiedendo una soluzione semiclassiga(-+iw(b,r)) corrispondente ad urfase cre-
scentesi ha la condizione

C ™
—a(ab) _
D¢ sin(w(b, 1) 4)} (11.101)

4D = Cexp(—o(a,b) (11.102)
e perr > b la soluzione (11.101) si scrive
C

p=i—
2+/Ipl

Usando la (11.97) per > b ed ricordando che’ = p/h si ha

e—o(ab) pi(w(br)—F (11.103)

" n? C? h
2 Im(E)/ |2 dr = ——— ——e 2@ty = ——(C%e720(ab)  (11.104)
0 2mi 4p dm
A meno di termini esponenzialmente depressi la funzipgeconcentrata nella zona clas-
sicamente accessibile, per< b, quindi I'integrale a primo membro della (11.104) pud
estendersi fino & = oo pur di sostituirep con la soluzione semiclassica senza effetto
tunnel, quindi in pratica si ha la normalizzazione dello stato. L'unico problema é la deter-
minazione della costant€, questo puo essere fatto connettendo la funzione semiclassica
con la soluzione nella zona < a. Perr ~ a la parte immaginaria dp € trascurabi-
le e la funzione si riduce alla forma (11.99). Se trattiamo anche la zonas in modo
semiclassico la soluzione € ovvia, la prosecuzione analitica della (11.99) e

r<a: @= 5}5 cos(w(r,a) — %) (11.105)

Gia sappiamo che una tale forma della soluzione porta alla determinazione semiclassica
dei livelli energetici

1 1 3
%J%j{p(r)drh<n+4> n=0,1... (11.106)

Normalizzandgp nella zona classicamente accessibile si ha, come nel paragrafo 11.4:

“cr C? [vdx  C? ., 4m

doveT e il periodo classico del moto. Dalla (11.104) segue allora:

2Im(E)=-T'= —% exp(—20(a,b)) (11.108)

Questa formula &lenticaa quella ricavata precedentemente con considerazioni qualitative.

Puo essere utile ricavare la (11.108) in modo diverso, illustrando nel contempo il senso della posizione (11.100). Consideriamo
la zona classicamente permessa, e supponiamo tanto per fissare le notazioni che i punti di inversione siacan®ecid figura

11.10. Assumiamo in generale un’energia complessa, nella féfmail’ /2. Sappiamo ch& = 0 perh = 0, quindi in ogni

caso la presenza i da una correzione al limite classico. Questo significa che la funzione d’onda semiclassica in questa regione
e scrivibile nella forma

p = % sin [@(0, r)] (11.109)
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1] prefattore;o’l/2 € gia una correzione al limite — 0, quindi nell'approssimazione considerata va calcolato per valori reali
dell'energia. w indica la fase calcolata per valori complessifi Per estendere la soluzione (11.109) dobbiamo riscriverla in
termini degli sfasamenti rispetto al punto= a:

sin(@(0, 7)) = sin [@(0, a) — @(r, a)] = sin [m(o, a) — % + % — a(r, a)} =
= sin {%‘7 - ﬂ cos E — @(r, a)} + cos % - ﬂ sin E — @(r, a)] (11.110)

Abbiamo introdotto I'integrale di azione

J= %}{p(z)dm: %/Oap(z)dx

Consideriamo per fissare le idee lo stato fondamental&: f8ese nullo
. 3 3
J=J=h - - h
(n + 4) — 1

e si avrebbe
sin [@(0, r)] = sin [w(0, r)] = cos [w(r7 a) — %] (11.111)

che da luogo per continuazione analitica ad una funzione esponenzialmente decrescente. In presenza di una piccola parte
immaginariag E scriviamo

- 3
J = Zh+5] w(r,a) = w(r,a) + dw

Inserendo queste espressioni nella (11.110):

5J 8J
sin [w(0, r)] = cos |w(r,a) — g + Sw} cos [WT} + sin [w(n a) — % + Ew] sin [%} (11.112)

Il coefficiente del secondo termine & gia di ordinE, quindi possiamo trascurare la variazione di fase Nel primo termine
questa variazione di fase darebbe luogo, espandendo il coseno, ad un altro tershir(evin- 7/4). Ora, tenendo conto che
p(a) = 0:
1 o a 1 ad
w=—-0FE — p(m)dmzfﬁE/ @
h OF /., h sV

_6E‘r
T h

(11.113)

7 € il tempo di volo (classico) dal punto al puntoa. Se il punto di inversione & uno zero semplice pég), = — 0 per

r — a. Siccome siamo interessati alla funzione d’'onda nell'intorne @ a, questo termine, oltre ad essere depresso per il
fattore§ E, & ulteriormente depresso per questo tempquindi possiamo senz’altro trascurare. Questo raginamento viene

meno per punti di inversione di ordine superiore, in tal caso la teoria € piu complicata; si tratta di stati classici con periodo
infinito, e i corrispondenti stati quantistici hanno un’energia vicino alla soglia, cioé al massimo del potenziale: trascureremo
guesta eventualita. L'unico termine correttivo & allora

6J 6J oJ T T T
sin(To )y o B0 T s - T = L 6E= i T (11.114)
h h h OF h 2w 2h 4h
Quindi per la funzione d'onda si ha
C T
o= \7 |:COS [w(r, a) — %} —1 T T'sin [w(r, a) — %H (11.115)
D
E questala funzione che vene continuata analiticamenterper a, dando luogo a
C 1, -o@n 4 T petan] 2 € L —o@btotnb 4 T L otab)—a(rb) (11.116)
VP L2 4h VD L2 4h

Confrontando con la (11.100) si ha
p= CTT iogn
4h

e usando la (11.1020D = Ce~ (") si ottiene

r— Ege—a(a,b) _ Ee—QU(a,b)
T C T

cioé la formula (11.108).
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NOTA 1. |l punto in cui possono inserirsi delle correzioni di tipo non esponenziale alla
formula (11.108) é nella determinazione della cost@nteSe nella zona < a si ha una
determinazione piu precisa della funzione d’onda il coefficiente diverso da (11.107):
guesta € la causa del prefatt@reui si accennava nel paragrafo precedente.

A titolo di esempio consideriamo il caso del decadimemntin cui si ipotizza che I'interazione forte sia una buca di potenziale
V(r) = =V, perr < R. In questo caso la soluziomsattanella zonar < a &

1
¢ = Asin(qr) q= ?\/Qm(E + Vo) (11.117)
0

R, il raggio nucleare, € il punto di raccordo con la soluzione semiclassica. Nello scrivere la (11.117) abbiamo trascurato il
potenziale coulombiano all’interno del nucleo. La normalizzazione della soluzione nella buca di potenziale fissa il v&lore di

R A? sin(gR
1=A? / sin’(qgr)dr = — (R _ sinlg )> =1
0 2 2q

Come riverificheremo fra poco la condizione di quantizzazione e approssimabile con quella di buca infinitasipgrd®) ~ 0
e quindiA2 = 2/R. Posto per brevita

1 2(Z —2)e? _p(r)]
r(r) = E\/2m(T _E)= pT (11.118)

il raccordo fra la funzione d'onda (11.117) e quella semiclassica per R si scrive

2 . c?
Z sin?(qR) ~

. _ C
Asin(¢R) = 7\/fm(R) = R Fr(R)

(11.119)

Il raccordo della derivata logaritmice,’ /», impone

cos(qR) K 1 & _ 1w
qsin(qR) =V VE  2R3/2| _ "t e r—R
Effettuando la derivata si ha
K22 -2)
ko k2r2ap |,—p

verificheremo che per lo stato risonamt& ~ O(1) quindi questo termine & completamente trascurabile rispetto Resta
dunque la condizione

cos(qR)

1 sin(qR)

= —k(R) (11.120)

che determina il valore dell’energia dello stato metastabile. Come si evince dalla figura 118($tha- ¢ e per buche molto
profondex (R) < g, nel qual caso la condizione (11.120) fornisce il risultato elementarer / R (per lo stato fondamentale),
che é di solito una buona approssimazione. In gene¢ralégR) = g/x(R) e per buche profondean(gR) ~ sin(qR) per
cui la condizione (11.119) diventa
c? = 2 ﬁ hk dm _4q
R k2 T rk(R)

sostituendo nella (11.104) si ottiene, in questo caso,

h
=L 120 (11.121)
k(R) T

che determina il fattore correttivo pre-esponenziale alla (11.108).

NOTA 2. Il ragionamento che abbiamo seguito puo essere effettuato direttamente sul
sistema (11.98), distinguendo nella varie zone il contributo dominante, ma I'analisi & piut-
tosto macchinosa ed abbiamo preferito presentare direttamente la soluzione (11.100). Per
completezza notiamo che questa & una soluzione del sistema (11.98) nella Zomha
trascurando il termind’s 5 nella prima equazione ed il secondo membro nella seconda.
Questo e giustificato “a posteriori” dalla nostra analisi: in questa zona, come si vede dalla
(11.100),41 € 2 sono dello stesso ordine, quindLy; € trascurabile, e, € soluzio-

ne dell'’equazione omogenea, cioé é della forma (11.100). Un’analisi diretta del sistema
(11.98) in un caso particolare unidimensionale si trova nella refer&@hzal [cui spirito ci

siamo ispirati nella stesura di questo paragrafo.
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NOTA 3. Lanalisi svolta pud essere facilmente estesa al caso di un potenziale definito
sullintera retta reale, caso tipico nei sistemi unidimensionali. Consideriamo per sempli-
cita un potenziale pari, la zona classicamente accessibile € delimitata dalla disuguaglianza
—a < z < +a. A seconda che lo stato sia pari o dispari si ha la condizigi@) — 0
oppurep(0) = 0. In entrambi i casi il termine di bordo nello scrivere la (11.97) si annulla

e si continua ad avere

ZIm(E)/x| |2dx——h—2 SIS I (11.122)
o v T Tomi \? d’ P’ '
A differenza del caso tridimensionale I'integrale a primo membro della (11.122), esteso
a tutta la zona classica, rappresenta onadédadella normalizzazione dello stato, manca
l'integrale nella parte: < 0. Il calcolo della costanté€’ in approssimazione semiclassica
resta invariato:

17/‘1 C? C? [*dx C? 4m

2 2
— dr ~ — —=—T = (‘=——
cos”(w) dx 5 ). " am T

quindi dalla (11.122)

1 h 2
OIm(E) =~ = — b g—20(ab) = h 2 e20(ah) 11.12
n(E)y =—e = he ( 3)

di nuovo in accordo col ragionamento intuitivo del paragrafo precedente.

NOTA 4. Il requisito di fasecrescentaella condizione al contorno degli stati di Gamow
- Siegert é ci0 che determina il segnoldi( ). In questa situazione la funzione d’onda

asintotica e
exp(ikr) ~ itV 2m(E—iT/2) ] ~ etT V2mE %

quindi la soluzione non & normalizzabile. In alcune situazioni ha interesse calcolare gli
autovalori complessi dell’hamiltoniana per estensioni analitiche corrispondenti a stati nor-
malizzabili, € ad esempio il caso del calcolaldi F) per la relazione di dispersione della
serie perturbativa. Nelle formule precedenti occorrera semplicemente rendere la soluzione
complessa coniugata e questo corrisponde al cambiamento di sefinddi Sottolineia-

mo quindi che in questo caso la condizione al contorno corrisponde a soluzioni con fase
decrescentperz — co.



Appendici e Complementi

11.A Normalizzazione della funzione d’'onda.

Mostriamo come la condizione di normalizzazione (11.30) possa essere ricavata senza far
uso dell'ipotesin > 1.

Scegliamo le coordinate in modo chie= 0 sia il minimo del potenzial&’, in questo
modoa < 0 < b € la zona classicamente accessibile, davesono i punti di inversione.

Sia la funzione d’onda semiclassica normalizzatd ad

Consideriamo pet > 0 una funzioneu che soddisfa I'equazione di Schrddinger in

guesto semispazio
2

I
f%u" +U(z)u=Fu

ma conk # E,. Evidentemente par — —oco la soluzione non sara integrabile. Scegliamo
la soluzione in modo che pd&f — Ey, u(E,z) — (x). Date due di queste soluzioni si
ricava immediatamente
h2
7% (Ul’UJIQ/ — u2u'1') = (EQ — El) Uz U
I membro a sinistra di questa equazione € una derivata totale:
h? d
~5- %(ulug — ugu)

quindi integrando dé a oo

h? e
o [uruy —uguy],_o = (B2 — El)/ dx uguy (11.124)
m 0

poniamo oraF; = F4 + dE. Uguagliando i termini al primo ordine ifiF otteniamo
h? { o' Ou ,]
=0

Y9E ~ oE"

La stessa cosa puo essere fatta nell'intervalte, 0 e indicando con le funzioni corri-
spondenti:

= / dz u? (11.125)
0

2m

= [ dxv? (11.126)

— 00

[ o  ov , 0
2m [ } 0
Se ora facciamo il limiteF — Ej la somma dei membri destri delle (11.125), (11.126) e
[ *dx = 1. Valutiamo ora i termini in parentesi quadra. Ricordiamo @il minimo
di V, quindip’(0) < V’(0) = 0 percio tutti i termini proporzionali @' (0) possono essere
trascurati nel fare le derivate.
Postop(0) = py si ha, con la solita notazione

O=Feosh [or-T) w0 = et [peT)
v —pocoshapx 1 v'(0) = hposmhapm 1

c 1 fh m , 1/ s
u(0) \/]Tocos(h/o pdxfz) u'(0)= —/po sm(%/ pdxfz)

39
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il segno dell'ultimo termine deriva dal fatto che I'integrale nel fattore di fase va da.
Effettuando le derivate si noti che I'eventuale derivat&'dF) si cancella. |l risultato &

o' v , . C? Opy . 0 c? [0 0
[“aE B aE}_ = " 3hpy OF Sm[?/a ple)de] - ;7/ o
o' du Cc? opy . b cz ot 9
Quindi dalle (11.125), (11.126), nel limite — E,

2m C? Opy . b c? (o
Tz = 2hpoa—Esm[2/a p(a:)dx} + =) /a a—Epdx (11.127)

Il primo termine nella (11.127) si annulla perche l'integrale & una fase 1/2)r, per la
condizione di quantizzazione, quindi resta, usabd®E = m/p = v

b
2m = C? dx (11.128)

a U

che coincide con la (11.29).

11.B Correzioni all'approssimazione semiclassica.

Lo scopo di questo paragrafo e di fornire degli strumenti per il calcolo delle correzioni alle

espressioni delle funzioni d’onda e dei livelli energetici ottenute nel testo. Allo stesso tem-

po viene fornita una interpretazione pit “geometrica” del tipo di approssimazione usata nel

fare lo sviluppo in%, questo fornisce una visione interessante del metodo. Il contenuto di

guesto paragrafo non € strettamente necessario per I'uso dell’approssimazione semiclassica

che si fara nelle applicazioni elementari del testo e pud essere omesso in prima lettura.
Consideriamo I'equazione di Schrodinger

h? d*y
— oo T V(z)p = Ey (11.129a)
ﬁzi//' +p2(x)w =0 p2 =2m(E - V(z)) (11.129b)

L'approssimazione semiclassica consiste nel cercare una soluzione ditipexp(io /h)
e nello sviluppare in potenze dh. Nel paragrafo 11.2 abbiamo gia ottenuto i primi ordini
dell'approssimazione:

o0 h k
alz) =) <> o (11.130a)
k=0 v
/ 1 i 1
oy = _RUO = o=-3 log(p) (11.130Db)
17,0 1p"  3p” 1L & )
r_ = / A T R i
7= "5, [01 +01} 17 858 2pl/ 7azP (11.130c)
1 n—1
o, = %07 (; 00— + a::_1> (11.130d)

A parte la difficolta di fare gli integrali non ci sono ostacoli a portare avanti lo schema.

Un po meno ovvio & come si debba procedere per la determinazione delle correzioni
agli autovalori.

Una possibilita sarebbe quella di rifare il calcolo delle condizioni di connessione te-
nendo conto dei termini correttivi ih, ma le condizioni di raccordo per la fase non sono



11.B. CORREZIONI ALL’APPROSSIMAZIONE SEMICLASSICA. 41

facilmente implementabili per termini corag, se, come succede sempséy) ha uno zero

nel punto di inversione classice:, diverge, indicando apputo che I'approssimazione se-
miclassica cessa di valere in prossimita del punto di inversione. Sarebbe quindi complicato
o impossibile implementare una ricetta tig) — o (a) = n fra i due punti di inversione

a,b.

Un’idea per risolvere elegantemente il problema é la seguente. Se estendiamo al campo
complesso I'equazione di Schrédinger la condizione di quantizzazione non €& altro che la
condizione di monodromia della funzione L'equazione di Schrédinger non fornisee
cioe la fase della funzione d'onda, ma piuttosto la sua derivata, da suiottiene per
integrazione, cioe

.
o= / o'dr (11.131)

o’ & una espressione ottenuta algebricamene a partife eldal potenziald’. Se inter-
pretiamoz come una variabile complessa la (11.131) definisceme un integrale lungo
un cammino nel piano complessoSes’ non avesse sigolarita I'integrale sarebbe sempre
indipendente dal cammino, per ogni valoreki Ma in presenza di punti di inversione
sicuramente ci sono delle singolarita come si vede dall’espressione, ad esempio, di

Supponiamo di avere due punti di inversioneb e che questi siano zeri semplici di
E — V(z). In questo caso la funziongz) ha un comportamento del tipo

p(x) =V (z — a)(b— z)R(x)

dove R e regolare, siamo in presenza di un taglio nel piano complesso che wa éa
Questo taglio e il motivo per cui la funzione di fase cambia fl@ a— [ |p| passando dalla

zona classicamente permessa a quella proibita, ma al di fuori di questo taglio la funzione
deve essere ben definita, e in particolare al di fuori del taglio deve essere monfdroma
Quindi se si percorre un percorso chiuso che circonda il taglieweritornare alla stessa
determinazione dp. In termini espliciti deve valere la regola di quantizzazione

1
- % o' (2)dz = 7% (p(a:) + E,O’; — hloh + .. ) =2nm (11.132)
hJ, hJ, 7

dove~ € un cammino nel piano complesso che racchiude il taglio, e quindi i due punti di
inversione. La (11.132), intesa come sviluppo in serik €iun’equazione peF, é questa
la condizione di quantizzazione. Il lettore riconosce sicuamente nella procedura lo stesso
ragionamento che, ad esempio, porta alla quantizzaziohe. di

Vediamo ora come funziona in pratica la cosa. Se ci si limita all’ordine piu basso in
si ha, usande(, = p

%pdz = 2nnh (11.133)
-

Possiamo pensarecome fatto dal percorse — b sotto il taglio eb — a sopra. Passando
da sotto a sopra il taglio la funziong/(z — a)(b — z) cambia segno: immaginiamo di
prendere un puntefraa eb e seguiamo la fase di— a, b — z quando si aggira ad esempio
il puntod in senso antiorario. La fase di— a resta sempre attorno a zero, quelladi b
passa da-7 a4+, quindi estraendo la radice quadrata si ha un fattére= —1 in altre
parole

p")”r = - p|'~/,
Il cammino a questo punto si pud “schiacciare” sul segmente resta

b a b
fpdz:/ p,y_der/ Dy :2/ pdx
i a b a

Sper evitare malintesi: la funzione d'onda deve essere ben definita dappertutto ed in particolare deve essere
monodroma. L'apparente non monodromia nasce dall'introduzzione della funziohePer gli stati fisici questa
apparente non monodromia deve sparire, &€ questo il significato della (11.132).
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Quindi a quest'ordine la condizione (11.132) diventa

b
2/ p(z)dx = 2nwh (11.134)

Che é la condizione di quantizzazione di Bohr-Sommerfeld, senza il fattore aggiuntivo 1/2.
Consideriamo ora il contributo di;. Poichép = \/(z — a)(b — z) R(x) si ha

'——lilo()——l ! + ! +£/
9= 2dz 8P) = 4|z—a z—-b R

R’'/R € una funzione olomorfa attorno al taglio, perdiéon ha zeri, e quindi il suo
integrale & nullo per il teorema di Cauchy, gli altri due termini danno il residuo di due poli
e quindi:

1
oy — _ZQM c2 = —im

mettendo assieme i due contributi:

b
h
2/ p(z)dx + —(—im) = 2mnh

a (3

cioé
b 1
2/ p(z)dz = 27h (n + 2) (11.135)
a
che e esattamente la condizione di quantizzazione semiclassica. In questo contesto il fattore
1/2 aggiuntivo si chiama indice di Maslov.
Consideriamo ora la prima correzione a questo risult@og dato dalla (11.130). |

calcoli seguenti si semplificano se usiamo come variaBite p?, in modo da esplicitare
le radici quadrate. Si ha

/) Q/ " __ 1 " le
*W D 726271/2( *7)

2Q
e la (11.130) si puo riscrivere nella forma

/_]- Q/I 5 Q/2

02

p

T 8@ 32Q5/2

Questa relazione si puo ulteriormente semplificare usando

d Q/ QII 3 Q/Q
dz Q372 = Q32 2052

eliminandoQ’? si arriva a

U/ _ i Q// ii Ql2
2748 Q3/2 T 48 dx Q3/2

(11.136)

Il secondo termine € una derivata totale di una funzione monodroma nel piano complesso
con taglioa, b, quindi non contribuisce all’integrale lungo il cammino chiuso che dobbiamo
calcolare. Notiamo che questo ragionamento non si poteva farejper d/dx log(p)
perche il logaritmo non &€ monodromo sulla superficie di Riemann che stiamo considerando.
Usando
1 0

-1/2
2m 8EQ

Q2= 2mE-V)) %2 =2

possiamo scrivere

% rd _%iﬂd _ii dV—”
2= PR3 T 2408 | 2m(E - V)12
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e quindi a quest’ordine la condizione di quantizzazione (11.132) diventa, tenendo conto dei
contributi diog, o1:

2/b()d —h2ii dV—N—Qh +1 (11.137)
L P otor F Com@E —vyr ~ T e '

Ovvero, in termini di integrale d’azione

1
J+6J = (n+ 2) h (11.138)

1 1 "
J=— ¢ pdx §J = —h? 0 v

X P — 11.139
o 187 0F | (2m(E - V)12 ( )

Il primo risultato non banale si ha proprio per I'oscillatore armonicol/$e) = kx>
ponendar = v/E¢ l'integrale pero, diventa

0 k
o5 4 @m(1— Tk

Cioé la correzione i, si annulla.

Una dimostrazione a tutti gli ordini pud essere la seguente. Consideriamo un generico potelNzislieverifica facilmente che
la relazione di ricorrenza (11.130) é verificata da

ol =2 "P,(a™)Q ¥/ T2 Q= p? (11.140)

dove P,, & un polinomio di grade. Innanzitutto si vede che per > 1 dispari non si hanno contributi&: la funzione (11.140)
non ha tagli e non ha poli semplici nei punti di inversione, quindi I'inegrale lungo il cammino chiuso & nullo. Questo & corretto
perche i termini dispari darebbero un contributo immaginaridzad| contributo dio; era non nullo perche la funzione aveva
poli semplici ed il teorema di Cauchy aveva fornito il fatténeecessario.
Pern pari, cambiando variabili @’y = z, per le funzioni (11.140) si hanno integrali del tipo

DA% + s)D(2 (1 —n))
PAR™ + s+ 3(1—n)

o, 1 s 3 (n_1)—
/ S Tn/NU/N=1 SN (=3 (nm1-1
0

Pern pari il numeratore non ha mai poli. P&F = 2 I'argomento della funzion& a denominatore diventa
2—-2n+s<2-—n perches < n
quindi pern > 2 la funzione ha un polo ed il corrispondente integrale & nullo. Quindi tutte le correziBrper un oscillatore

armonico si annullano: questo & il motivo per cui la quantizzazione delle energie per I'oscillatore armonico € esatta, anche se le

correzioni alla funzione d’onda, le funzioai;, sono non nulle.
Applichiamo ora le formule ottenute al caso dell'oscillatore quartico
"+ (B =)y =0

Nelle notazioni di questo paragrafe, = 1/2,h = 1,Q = E — 2*.
Si ha per la condizione di quantizzazione, facendo il cambiamento di variab#i
El/4;

1 1 0 dx 1222
omnt ) = f VB - LD f 2

240E | (E—a%)1/?

10 dzz?
_ 3/4 _o.A\1/2 - - Y e1/4 eted—

— 3/ /1 dz(1 — 292 — 1E3/44/1 dzz?
: S
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| due integrali,J, J; si possono esprimere in termini di funzioBidi Eulero, comunque
ora ci interessa il loro valore numerico

J = 0.87401918476404 J1 =0.599070117

quindi
Tone Yy gy _ Ly s
5 (n + 2) =FE*J 8J1E

La soluzioneF & espressa come seriefinE = Ey + F; + ... e usando

3 E;
B~ B2
1/4
4EO/
si ricava i
T 1 1J1 172

o : B =-2F 11.141
o= |50+ 3) =1 (11.141)

Inserendo i valori numerici si ottiene un netto miglioramento rispetto all’ordine 0.

E, WKB(0) WEKB(0+1)
1.060362090484547  0.86715  0.98982
3.799673029801470  3.75192  3.81090
7.455697937987020  7.41399  7.45594
11.644745511378039  11.61153  11.64505
16.261826018850243 16.23361  16.26197
21.238372918236099 21.21365  21.23846

U W~ O S

Proseguendo su questa strada ci si accorgerebbe che lo sviluppé @omunque uno
sviluppo asintotico, non convergente, quindi, come nel caso della serie perturbativa, occorre
far uso di metodi di risommazione della serie per estrapolare il risultato.

11.C Im(F) per un potenziale quartico.

La procedura sviluppata nel paragrafo 11.9 permette di calcolare in modo abbastanza sem-
plice la parte immaginaria dell’autovalofe(g) del’lHamiltoniana usato nello studio della
serie perturbativa nel capitoRs.
Richiamiamo brevemente il problema. Consideriamo un sistema unidimensionale con

Hamiltoniand

HoP L 0 (11.142)

2 2 2" '
I'energia dello stato fondamentalE{g) € una funzione analitica @i con un taglio lungo
I'asse reale negativg; < 0. Un punto delicato é la definizione di continuazione anali-
tica. La continuazione analitica € definita dalla continuazione analiticay pemplesso,
dell’autostato normalizzabile. La funzione d’onda, semiclassicagper0, si comporta
come
) ~ exp(—+/gat + 2% — 2E) ~ exp(—g'/*2?)

e perg — ge'™ sitrasforma in
W ~ exp(—ilg|'/?2?)

quindi una funzione d’onda con faslescrescenteesattamente il contrario del caso riso-
nante nella teoria di Gamow-Siegert, avremo quindi una parte immagipeagitiva per
I'energia.

7In tutto qusto paragrafo useremo le unita di misera= 1, 5 = 1.
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Vogliamo quindi calcolar@n(E) per il sistema

2
p 1o g4

H="—1 _z-_Z 11.14
5 +233 233 ( 3)

La formula generale (11.104) ha la forma
v h
21n(E) / lp|? dz = 4+-—(C2e~20(a) (11.144)
0 4m
Dove C e definito dall’'espansione WKB nella zona classicamente proibita:

~

C
o~ 2\/mexp(—0(a»x))

Approssimando la funzione d’onda con il metodo WKB nella zona permessa si ha il risul-
tato generale (11.123):

(11.145)

r 1
In(E) = 5 = Te*%(afb) (11.146)

vediamo ora come si modifica questo risultato accordando in modo piu preciso le funzioni
d’'onda. Studiamo il caso di piccaji i punti di inversione sono

. 1—\/;9——8’39 ~VIE( + Eg+ 0(g%) (11.147a)

_ [1+VI=8Eg _ 1
b= % %7 (1—-Eg+ 0(g%) (11.147b)

Dalla Hamiltoniana (11.143) discende subito:

z/a b2

olea) = V5 [ V=BT e = gt [ -0 - )

1 a?

Quindi nella regione a destra del punto di inversiangerb > = > a si ha, usando
0 /a® ~1/(2Eg)

z/V2E 1 z/a
o(a,x):2E/ \/,22—1dz:2E§ [zx/zQ—1—log(z—i—\/22—1)}1
0

~E [22 - % - log(2z)} -y [:” L 1og(2)] (11.148)

z=xz/a

Per I'impulso si ha:

p(x) ~ g/ (2% —a?) (B> —a?) ~ @ (11.149)
Per la funzione d’onda quindi

1/2 E
oo C <1) YT (295)
2 \z V2E

ed usand® = (n + 3):

—2%/2 o 1/4 (11.150)

C 1 2,(6 " 2 1, n C
n~ —((2E)"1 e T 2e1t3 ~ —e
A ) "=
Per un oscillatore armonico can= 1:

1
ql}n(w) = 7_1/4\/ﬁ6_$2/2 Hn(f) o = 7T_1/46_T“2/2 (11151)
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raccordando lo sviluppo (11.150) con la (11.151) si ha, per lo stato fondamentale:

el/tC 1 2
- —glA 2 - 11.152
7 T = C = ( )
Dalla (11.144) si ha quindi
C? 1 w1
Im(E) = —e 7 = 0= 111
m(E) 4 € 2\/67‘(’6 e 27re ( 53)

in questo sistema il periodo’E = 2, quindi il risultato (11.153) differisce da quello
“naive” per un prefattorqf(w/eo ~ 1.07.

Per quanto riguarda il fattore di penetrazione la cosa piu semplice & scrivere la sua
espressione esatta ((v. Gradshteyn - Ryzhik 3.155.9)

b b
20 (a,b) = 2/ Ip(z)| dz = 2\/@/ V(e —a?)(0? — 22)dx =

b% — a? b% —a?
= )—2a2K( = )

=2 |g|§ [(aQ +b?) E( (11.154)

E,K sono integrali ellittici diprima e seconda specie rispettivamente. Per lo stato fonda-
mentale, sviluppando in serie

2 1 1
20(a,b) ~ 35 5(1 +4log(2)) + 3 log(g) (11.155)

e sostituendo nella (11.153):

In(E) = 2 67561/2229_1/2: L

NG V7V

che coincide con il risultato utilizzato nel capitolo sulla teoria delle perturbazioni.
Per grandi valori di, pari, si ha, dalla (11.150)

e~2/39 (11.156)

C 1 2 1 —% 22 1.n
On ~ — (2n)"T2"2"2 ( Z 4 n e zeit? ~
NG 2

n 2n
C 2\ 2 1\ ¢ 22 1, n C 1 2e 22
~(2n) i—a" (2 1+ — e Teit = —(2n)7ig" (=) ez
V2 n 2n V2 n

Dalla definizione di polinomi di Hermite, segue:

w3

ar _,
H,(z) = (—1)"e”2d—ne—$2 — 2"y
X
Usando I'approssimazione di Stirling
n! ~n"e "V2mn

I'espressione asintotica della funzione d’onda esdttadiventa

2% .2 2¢ 2
Yy 7T71/4% e T = 7r7%(2n)7i <e) xe” T
n2e” 2 (2mn)1 n
Confrontando le due espressioni si ha
c? 2 = Im(E,) ! exp(—20)
= — n) — —— exp(—20
"o or P

Abbiamo cosi mostrato esplicitamente come si recupera, per graliespressione semi-
classica.
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11.D Potenziale anarmonico e WKB.

Consideriamo un oscillatore quartico con Hamiltoniana

p2 1 2 1 4
H=—+ -)Dox" 4+ -\ (11.157)
2m 2 2

e la corrispondente equazione agli autovalori

n? d?

1 1

Supporremo nel seguitd, # 0. Gli autovalori sono genericamente funzioni dei vari
parametri:E = E(m, A2, \4). Effettuando il cambiamento di variabili

T = (\)\2|m)_1/4z

L'equazione agli autovalori si scrive

1/2 2
1 (W> (hzdg e +gz4> V= By  g=—21 (11.159)

2\ m dz V|AePm

Il segno= é quello di),. Col che si vede che vale la relazione

1/2
Bnww) = (B2) 7 Bsign(a).0) (11.160)
e quindi ci si puo limitare a studiare i sistemi del tipo

1 1 1
H:§p2+u§x2+§gaz4 p =+l (11.161)

| casi interessanti sono i seguenti:

1) n=1, g > 0. Il potenziale classico ha un solo minimo,an= 0. Il sistema ha solo
stati legati.

2) p =1, g < 0. Il potenziale classico € mostrato in figura 11.11. Presenta un minimo

V(X)

| |
Figura 11.11: Potenziale pgr= 1,9 < 0.

. _ 1
in 2 = 0 e due massimi per? = 1/2|g, Vinaz = 5
g
Il sistema ha uno spettro continuo, ma possono essere presenti stati metastabili,
confinati nella buca di potenziale, che decadono in stati del continuo.
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V(X)

| B

Figura 11.12: Potenziale ppr= —1,g9 > 0.

3) u=—1, g > 0. ll potenziale classico & mostrato in figura 11.12. Presenta un massi-
. L 1 . .
mo inz = 0 e due minimi per:? = 1/2|g|, Vinin = ~ 30" Classicamente si hanno

due punti di equilibrio stabile che si trasformano uno nell’altro con I'operazione di
inversione spaziale — —z. Quantisticamente ci si aspetta un unico stato fon-
damentale, invariante per parita. Questo sistema € normalmente chiamato “doppia
buca”.

Daremo nel seguito una trattazione elementare dei primi ordini dell’approssimazione semi-
classica per questi sistemi.

11.D.1 Caso stabiley =1, g > 0.

All'ordine piu basso in: la regola di quantizzazione semiclassica si scrive

(n + ;) - % }{ p(@)dz = J(E) (11.162)

Lintegrale & effettuato su un periodo classicd @ la variabile di azione classica. Per il
sistema (11.161), dettal’energia,

p(x) =+/2E — 2% — ga? (11.163)

Posto
a2 = ﬂ p2 = H\/ﬂ (11.164)
29 2g
p(x) = g/ (a? — 2?)(2? + b?) (11.165)

| punti di inversione del moto sone = =+a quindi la condizione (11.162) si scrive
(ricordiamo che un periodo corrisponde, ad esempio, al tragiite- a — —a):

<n + ;) h— iz/a pa)da = 2 /Oap(a:) do (11.166)

2t J_,

E possibile risolvere numericamente il vincolo (11.166) e trovare i livelli. In questo caso
comunque & anche possibile effettuare esplicitamente l'integrale dsando

va? + b2 a

/Oa V(@ =a?)(a? + 1) do = T {bQ K(oggg) — (7 — a”)E(

a
a® + b2

)

8vedi ad esempio le tavole di Gradshteyn e Ryzhik, formula 3.155.4. Notiamo, anche per il seguito, che
la notazione usata in questo testo per gli integrali ellitici comek differisce da quella delle tavole per la
sostituzioneg(k) — E(k?2), usata in altri testi e nel programma Mathematica.
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E, K sono gli integrali ellittici completi, definiti anche attraverso la funzione ipergeometrica:

/2 11
E(m) = / mdw = gF(—§, 5ilim) (11.167a)
0

w/2
K(m) = b _ TR, 1;1;m) (11.167b)
2 2 2
0o V1-msin?e

Notiamo che sono funzioni reali pet < 1.

Si ha allora
B 1\, 2 _Va@+8?[, a? 2 o a?
J(E) = <n+2>h_ VI {b K(a ) — (0" = a)E( 5 5)

(11.168)
E possibile effettuare lo sviluppo in serieglio di1/g della (11.168) ottenendo

J(E) — &— §952 J(E) — 4 (2 v K(1)53/4 (11.169)
g—0 4 g—oo 3T \ g 2 '
Quindi perg — 0 si hanno correttamente i livelli dell’oscillatore armonico, mentre per
grandig, £ ~ n*/3¢1/3,
Per referenza scriviami@nche I'espressione per il periodo, classico, del moto:

dz 4 [ dz 4 1 a’
T :f{;ffx) N \/Z;/o V@ =)@ ) Vivare i)

(11.170)
[ limiti in g sono:
1 3 1 1 /2\"* 1
=T 1—2= =T == K(z)E~V4 11.171
T = 1- 508 o1 = 2 (2) xipe (11.172)
A livello semiclassico vale la relazionprincipio di corrispondenzpa
dn T
— = — 11.172
d¢ 27 ( )

che si puo verificare nelle espressioni asintotiche (11.169),(11.171).

Possiamo controllare I'accuratezza delle previsioni semiclassiche con il calcolo nume-
rico degli autovalori del’Hamiltoniana (11.161). L'approssimazione semiclassica funziona
pern > 1 quindi il caso peggiore € lo stato fondamentale. In figura 11.13 sono riportati i
confronti per lo stato fondamentale e per lo state 10. Come si vede I'accordo é ottimo
nel secondo caso, abbastanza buono per il primo, con differenze dell’ordine del 10-20%
per alti valori dig. L'accordo migliora significativamente se si tiene conto della prima
correzione al WKB.

Correzione h2. Abbiamo visto nel testo che la prima correzione alla condizione di quantizzazione
WKB ha la forma

! B 9 v 1
J+46J = o fp(x)d:r ~ 18708 | 2@ de = (n+ 5) h (11.173)

Ponendad: = 1, nel caso in esame il termine correttivo ha la forma
sj—__ 1o [ 1+ 6g%a” B
127 /g OFE Jo \/(a% — 22)(22 + b?)
1 1 0 1 9 a? a®
= | —(1- K(——— 2 1L R2E(—— )| =
127T\/§8E {m( 6gb") (a2+b2)+69 a’+b (a2+b2)
2 (142498 E(§ — gpe) + (12498 + VIT8YE) K(3 — gyrresz)

a A8TE(1+8gE)d

9Vedi G.R. 3.152.3
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Elg] Elg]

0.675 L % T

0.65 e 24 -
0.625 S 22 /

0.6 L - 20 L
0.575 A 18

0.55 o // 16
0.525, .~ 14

s
0.2 04 o086 08 19 " 0.2 04 o6 o8 19

Figura 11.13: Energia dello stato fondamentale calcolata (punti) ed in approssimazione
WKB (linea continua). La linea tratteggiata € il calcolo WKB all'ordih& La seconda
figura riporta le stesse quantita per lo state: 10.

Questo fattore puo essere inserito nella (11.173) per calcolare il valore dell’energia: € quanto é stato
fatto nel fare il grafico della fig.11.13.

E interessante notare I'ottimo accordo della legge di corrispondenza semiclassica, eq.(11.172),
con i dati: il confronto & riportato in figura 11.14.

dE/dn

n

. 10 20 30 40 50

Figura 11.14: Confronto fra i valori calcolati di'/dn (punti) ed il valore27/T (linea
continua). | dati sono stati calcolati pgr= 1.

11.D.2 Caso metastabilex =1, g < 0.

Scriviamo per chiarezza I'Hamiltoniana nella forma
H:%+£,|g“i (11.174)

Il potenziale € quello mostrato in figura 11.11. L'Hamiltoniana non € limitata inferiormente
ed il suo spettro & continuo. Classicamente una particella confinata all'interno della buca
di potenziale, con energia totafe < V,,,.. = 1/8|g| rimane indefinitamente in questa
zona. Quantisticamente la situazione é diversa: se all'istaat® una particella & confi-
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nata® nella zonax ~ 0, all'interno della buca di potenziale, dopo un certo lasso di tempo
I'attraversamento della barriera di potenziale provochera un allontanamento dalla zona in
guestione, possiamo dire che il sistema “decade”. Ci si aspetta tuttavia, come indicato nel
testo, che in corrispondenza di alcuni particolari valori dell’energia il tempo di permanenza
sia molto lungo e si possa parlare distaetastabilidel sistema, descritti da un valofe
dell’energia e da unkrghezza di decadimentd, che definisce la vita media dello stato

T=r (11.175)
I valori £ corrispondono, semiclassicamente, a stati legati in cui & possibile trascurare gli ef-
fetti di attraversamento della bariera. Questo é tipico di una situazione semiclassica, I'effet-
to tunnel e tipicamente dell’ordine dkp — [ p/h, e quindi &€ esponenzialmente soppresso
peri — 0.
E facile scrivere un’espressione esplicita, semiclassicd, per

p-2 _12/aR|()|d = 2 ep(—D) (11.176)
=P | r 5 p(z)|de| = 7 exp .

T e il periodo classico del mot@,/T & la frequenza di collisione con le pareti (il fattore 2
e dovuto al fatto che la particella pud uscire sia a destra che a sinistra)g indicano i
punti di attraversamento della barriera, in p(i:) = 0. Nel caso in esame

1—+/1-8&|g| 14++/1-8&|g| (11.177)

2
a =
k 2|9 2|g|

Per la quantizzazione del sistema seguiamo esattamente lo schema visto nel paragrafo
precedente. Nella zona classicamente permessa:

) = Vigly/ (a2 — 2?)(a}, — 22) (11.178)

La condizione di quantizzazione si scrive

L f o) de = 2 \/E/QL\/ — 22 xz)(n+;)h (11.179)

27r

ay =

Come nel paragrafo precedente questi integrali possono essere trattati numericamente, ma
anche in questo caso & semplice dare I'espressione analitica (v. G.R. 3.155.7):

2 2
1) = (n+3 ) = 2V |+ )ECE) - (h—ah)n(iE)|  a1.180)

Allo stesso modo si puo calcolare il periodo classico del moto (ponfamd, m = 1) (v.
G.R.3.152.7)

dz 4 aL dz 4 1 a?
T = 7{ = / = — K(-L (11.181)
e R IV R e B ETR
Per piccolig
T =2n (1 + 295) (11.182)
Per piccolig € possibile calcolare facilmente la correzioné.a
n? 0 v 1 h? V”
= "tsmoE f ) ™7 ( 2)h__48 ap L ‘|8E%

10Questo si pud realizzare immaginando di considerare un pacchetto d’onda con supporto compreso fra le
posizionizx = £xmaq-
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Il primo termine si ricava dalla (11.182) e da un contributd:|g|. Nel secondo integrale
possiamo ignorare la dipendenza glaessendo gia fattorizzato un termipg esplitico.
Lintegrale diventa elementare e da un contribiitg|. In totale percio:

Per referenza comunque diamo anche 'espressione esatta:

1 1 0 1 a? ai

= | — - K(—- E(—

7= 3z 13 | (g — Olobam) XCEE) + lalane ()
_ V2g (-1424g€&) (1-49gE+/T=8g¢) E 1—-1I=28&g
37 (—1+89&) (—1+/T—8g€) (1+/I—8g&)? 1+v1-8&
N V2g (1+V1T=8gE+4g& (—5+24g5—4\/1—895))K(1—W)
37 (—1+8¢8) (-1+vI—8g¢) (1+1-8gg)?  1+VI-8&

)+

Passiamo ora alla larghezFal punti di inversione sono ora;, ar € si ha, usando la
notazione (11.176) ((v. G.R. 3.155.9)

D= 2/aaR |p(z)| dx = 2\/|?/:12 \/(3;2 —a3)(a% —2?)dx =

a a% — a2 a% — a2
=2Vl ot + e Dy -2 ) aaaey

R ar

Vogliamo ora capire quanto questa descrizione semiclassica corrisponda alla fisica del
sistema.

Il primo problema é capire a cosa ci si deve confrontare, cioé come sono definiti, esat-
tamente£ e I'?. Come discusso nel testo una risposta a questa domanda é data dall’'uso
dellatrasformazione complessa di scala.

Riassumiamo brevemente la procedura. Effettuando una trasfomazione di scala

x— e p—e (11.184)
si ottiene una Hamiltoniana non hermitiadéf):

o h? d? 0 T2
e 210 "% 4 210~

H(6) = - 2 da? 2

4
— ¢4t |g| % (11.185)
Gli autovalori di questa Hamiltoniana, se esistono, sono compla&g): Sottolineiamo,
come abbiamo fatto nel testo, la somiglianza fra questa trasformazione ed il parametro di
scalax che si introduce nella trattazione variazionale della teoria. Quello che si dimostra
che esite un intervallo finito di valori di per cui gli autovaloriz(6) non dipendonaad e
la loro parte immaginaria, eventuale, & legata proprio alla qudntaCioé

AO) =€ — zg (11.186)
In linea di principio I'intervallo in questione pud essere dedotto dalle proprieta spettrali di
H, ma un modo piu semplice dal punto di vista numerico € il seguente: si provano diversi
valori di 6 e si trova numericamente la zona di stabilita.
Diagonalizzando la Hamiltoniana (11.185) su una base finita si trova al variéra di
situazione riportata in figura 11.15. E evidente la stabilita nella regione

I g (11.187)

<h<
- 16

e

T
8
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Re()) .
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-1000

-1500

-2000

Figura 11.15: Parte reale del primo autovaloréldin funzione di4r /6. il comportamento
della parte immaginaria € simile. La seconda figura ¢ il grafico delle funzis(®z %) e
cos(4zg).

Dalla seconda parte della figura 11.15 si possono capire i limiti ottenuti: nell'intervallo
(11.187) si ha contemporaneameate(26) > 0 e cos(46) < 0. In questo modo la parte
cinetica e la parte in* del’HamiltonianaH (6) sono entrambe positive, dando luogo ad
un problema stabile. Il lettore pud verificare che nello stesso intervallo i teghiei
z* acquistano una parte immaginaria negativa, e questo corrisponde ad avere autovalori
E —iT'/2 conT > 0. Il valore centraléd & quello scelto nei calcoli seguenti.

Fissato il valore d 'HamiltonianaH (6) puo essere diagonalizzata per vari valori della
costante di accoppiamento ed i valori ottenuti possono essere confrontate con le predizioni
semiclassiche. Nella figura 11.16 sono riportati i confronti, usando I'approssimazione al
secondo ordine per il WKB. Come si vede I'accordo & buono.

E r/2

0. 48 0.04 NUM
0. 46 0.03 e
0.44 0.02
0.42

0.01

029 L g

0.38 0.05 0.1 0.15 0.2

Figura 11.16: Energia dello stato fondamentale calcolata (punti) ed in approssimazione
WKB (linea continua). La seconda figura riporta le stesse quantita per la semi larghezza
r/2.

11.D0.3 Caso bi-stabiley = —1, g > 0.

Il potenziale & quello mostrato in figura 11.12. Chiamiaing,, +ar i punti di inversione
nel caso di energie al di sotto del massimo locale:

o _1-VIT8Ey 1418y

Lintegrale di azione,J(£) € una funzione crescente dell’energia. La massima energia
(classica) compatibile con uno stato legato all'interno di una delle due buche di potenziale
e £ = 0 quindi per avere uno stato legato quantistico corrispondente a questa situazione
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classica deve essere

2 [oR 1 1 1 1

J(O) = — dr = = - = > - = <0.2
©) 27r/aL ployde =g =n+3 3r\/g ~ 2 9=

Studieremo questo intervallo di valori pgrNel paragrafo 11.7 abbiamo visto che in questa

situazione si hanno due livelli quasi degeneri e abbiamo calcolato la separazione in energia

11.E Effetto Tunnel: calcolo esatto

11.E.1 Caso lineare.

In questo e nel prossimo paragrafo presenteremo due esempi espliciti di calcolo esatto
del coefficiente di trasmissione attraverso una barriera. Non ci sara niente di particolar-
mente nuovo rispetto alla fisica gia studiata, presentiamo i calcoli allo scopo di illustrare
esplicitamente dove e come intervengono alcune approssimazioni usate nel testo.

Il primo caso che studiamo & quello di una barriera a cuneo linare. Normalizziamo lo
zero dell'energia in modo che

U(z) = —F|z| (11.188)
EnergieE < 0 corrispondono a urti contro la barriera, energie> 0 a diffusioni sopra
la barriera. Per ora consideriamo il caBo< 0 e poniamoE = —e. L'equazione di
Schrédinger si scrive
d? 2m
@w + ﬁ(FM —e)y=0 (11.189)
| punti di inversione sono
x=+a= i% (11.190)

Posto) = (2mF/h?)!/3 'equazione (11.189) si puo riscrivere

1 d?
" wqp — M-z +a)y=0 x>0 (11.1914a)
1 d?
e Nz —a)yp =0 x>0 (11.191b)
In termini della notazione usuale:
p|?
—'hz = Az —a

Quindi nelle zone classicamente permesse il comportamento asintotico aspettato

2 3/2 3/2
wexp{il?))\/ |.T/'—Cl| /

La direzione dell’'ondaleterminata dalla direzione di crescita della fase, qusir’rfii‘i‘”“s/2
rappresenta un’onda divergente, cioé progressivacper0, regressiva verso sinistra per
z < 0, al contrarice—?l71"* & un’onda convergente.

Il problema fisico € il seguente: un’onda incidente-dso urta contro la barriera, in
regime stazionario avremo un’onda progressiva dopo la barriera, metre prima della barriera
la soluzione sara una sovrapposizione fra I'onda incidente e I'onda riflessa. Quindi per
x — —oo la soluzione cercata € della forma

S — ! ‘1/46*1‘%*3/2‘““‘3“ + B — ! |1/4e+i%*3/2‘w*a\3“ z— —oo (11.192a)
r—a xr—a

1 6+i§)\3/2\x7a\3/2
|z — a|t/4

C z — +oo (11.192b)
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La normalizzazione assoluta delladipende dall'intensita dell'onda incidente, i coeffi-
cienti di trasmissionee riflessione sono

O |BI?
T=1—= = 11.1
ap T ap (11:199)
La soluzione generale della (11.191) &
b1 Ai(—(z — a)A) + b2Bi(—(x — a)N) x>0 (11.194a)
c1Ai((z 4+ a)\) + c2Bi((x + a) ) <0 (11.194b)

Ricordiamo ilcomportamento asintotico delle funzioni di Airy (vedi cap. sulle funzioni di
Airy):

1 3/2
Ai(|z]) ~ —=]|a| /423l (11.195a)
2/1
1 2 1 2
Ai(lal) ~ o] sin(G el + ) = —lal ™ cos(Glaf? — )
1 a(.,.13/2
Bi(|z|) ~ —= ||/ 4e?/3l2l (11.195b)
J
1 2 1 2
Bi(—fal) ~ —=ol /" cos(glaf*/? + 1= — el sin(Glef/? - D

Visto il comportamento asintotico cercato conviene introdurre le due combinazioni
E4(z) = Bi(z) £ Ai(x) (11.196)

Dalle (11.195) si ha immediatamente

L

3

Confrontando con la (11.194b) abbiamo che la soluzione generale del tipo (11.194), soddi-
sfacente alla condizione di avere solo un’onda progressiva perc €

™

Eu(—fal) = o

2 .
|x‘—1/4exp ii(§|2|3/2+ |z| — o0 (11.197)

Ei(=X(z —a)) x>0 (11.198a)
AE_(Az +a)) + BEL(A(z + a)) <0 (11.198b)

Abbiamo, arbitrariamente, scelto la normalizzazione globale ponendo a 1 il coefficiente
della (11.198a).
| coefficienti A, B si determinano imponendo la continuitagliy)’ perz = 0

AE_(Xa) + BE;(\a) = E4(A\a) (11.199a)
AE' (Xa) + BE' (ha) = —F'_(Xa) (11.199b)
il sistema si risolve con la regola di Cramer. Notiamo che il determinante dei coefficienti

e proprio il Wronskiano, il cui valore si ricava dalla espressione delle funzioni di Airy per
x — 0, vedi cap. sulle funzioni di Airy:

W(E_,E;) = —2iW /(AL Bi) = —% (11.200)

Siha
A=iZ (2BLEL),,, (11.201a)
B=—iZ (BB, +E.E.),_,, (11.201b)
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Usando il fatto chéZy = E* siha

(11.202a)

T=Xa

|A|2—12[4E E\E_E']
= 4B B BB
2

IBJ? = % [2E_E,E\E' + E*(E,)*+EX(E")?],_,. (11.202b)

e ricordando la (11.200)

2 2
IB|2 — |A]? = % (E*(E,)? + E2(E.)* —2E_E,E,E) = %WQ =1
cioé
1 IBE (11.203)
AR A2 '

che é I'attesa relazione fra i coefficienti di trasmissione e riflessione.
In approssimazione WKB il coefficiente di trasmissione & dato da

T =exp {;/ dm|p(¢)|} = exp [4)\3/2/ |x — al/z} = ¢~ 30)*? (11.204)
—a 0
Dalla (11.202a) segue
2
AP = T 2B, B 2 = 7 [(BE® + A)(BY)? + (A1')?]

r=MAa

Se i punti diinversione sono abbastanza distanti, cioé se il parametro adimensionalé
possiamo usare lo sviluppo asintotico delle funzioni di Airy, ottenendo

1 1 - 3/2 1 3/2
A2 ~ L o—4/30) A2 ~ —Vhge—4/3()
e~ = me (Al 471_\/ ae
Bi2 ~ l 1 64/3()\0,)3/2 (Bi')2 -~ l )\ae4/3()‘“)3/2
T\ \a T

da cui, tenendo conto delle approssimazioni dello sviluppo asintotico

|A]2 ~ |€8/30)°” 4 23 + 1166—8/3<M>3”] (1+0O((\a)"3/2)) (11.205)

E chiaro che solo I'ordine principale & significativo, viste le correzioni.
Vediamo per confronto cosa avremmo ottenuto applicando “ciecamente” le formule di
connessione. Usiamo la solita notazione

wla,) = 3 [ )l

e ricaviamo la funzione d’'onda da destra a sinistra, sottintendiamo il fattore cdmsne|p|
che compare sempre:

cos(w(a,x) + %) + isin(w(a, ) + 2) — ev@a) 4 %e*w(i’“) =

ew(—a,a)—w(—a@) + ze—w(a,a)—&-w(—a,m) _

eV (=12 gin(w(x, —a) + Z) + %67“’(7“’“) cos(w(x, —a) + %)

PostoK = e—2w(~.a) per il fattore di penetrazione in approssimazione WKB ed indicando
con¢g = w(z, —a) + 7§ lafase, 'espressione precedente si scrive

A R

JE 4

— | — e

+
VK 4
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e'® & 'onda divergente. Identifichiamo allora
2
1 VK 1 K 1
=(—+—=+=
(K 16 2)

VE 4

Dal confronto con la (11.205) & chiaro che applicare tutta la formula di connessione, com-
presi i termini esponenzialmente depressi, significa seguire la continuazione analitica se-
paratamente delle funzioii, Bi. In questo caso le correzioni al risultato sono correzioni
a potenza per i singoli termini proprio perché la soluzione esatta del problema € ottenuta
tramite funzioni di Airy, che sono le stesse usate per ricavare le formule di conessione. Nel
caso generale anche i coefficienti dei fattori esponenziali sono sbagliati, un esempio sara
fornito nel prossimo paragrafo.

Notiamo che nella derivazione tramite le formule di connessione non abbiamo mai fatto
uso della forma esplicita del potenziale, quindi se applicassimo la formula di connessione
completa il coefficiente di trasmissione sarebbe sempre dato da

1 1 K

=1 K |1 K | K2
xtigts 1+5+95

AP? =

T=— = 11.206
L'espressione (11.205) & valida solo per>> 1. Pera — 0, cioé per energie — 0 si
ha, usando le espressiofaf
4 3
A 2 = 2 4 2 . 4 2 = — T —
|A| T (4ey - 4e3) 3 - 4
Per ricavare l'ultima espressione si possono usare delle identita sulla furiziopgure
notare che il Wronskiano calcolato nell’'origine valg c,v/3.
Una situazione interessante si ha per: 0 che nelle nostre notazioni corrisponde a
E > 0, cioe a diffusione al di sopra della barriera. nel caso quantistico sappiamo che ci
deve essere una riflessione anche in questo caso/Idigé 1.
Lasciamo al lettore lo studio del cagb > 0, come anche una analisi degli stati legati
presenti nel casti = +F|z|.

11.E.2 Barriera parabolica.

Consideriamo ora il caso di una barriera del tipo

U(z) = —%ka (11.207)
Ponendo, come nel caso precedefite: —e, I'equazione di Schrodinger si scrive
h? d*y 1. 4

| punti di inversione, reali per > 0 sono

z= i,/% (11.209)

E abbastanza semplice ricavare I'approssimazione WKB per il coefficiente di trasmissione
con la barriera (11.207). Facciamo un cambiamento di variabili per semplificare il termine

in 22 »
mk\ me. ., € |m
e o=() e Reeify

L'equazione diventa
—— 4+ (2 =2a)h =0 (11.210)
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Il fattore di fase che determina I'approssimazione semiclassica si calcola facilmente per

grandix
2

/ds\/@ "0~ /dﬁ(é— a%) =& ologet

2
quindi

1 i 1, 1 i 1 €2
—exp(— dr) ~ —=e' 2 £ —exp(+ dr) ~ ————e "7

el [nin) ~ Zee T el [~ g

Il termine con I'esponenziale positivo come nel paragrafo precedente éun’onda divergente,
I'altro un’onda convergente. La soluzione che corrisponde ad un’onda incidente da sinistra
che supera la barriera & percio, asintoticamente

1 &2
v~ B ey z— 400 (11.211a)
1 & 1 &2

Vogliamo determinare la relazione flaed A. Posto¢ = pe’# abbiamo
exp(i€?) = exp(ip® cos 2p — p* sin 2¢)

se effettuiamo una continuazione analitica nel semipiano superiore, per angoti — §
otteniamo

| exp(i€?)| ~ exp(4-p? sin §)

mentre se effettuiamo una continuazione analitica nel semipiano inferiore, per angoli
—T+0
|exp(i€?)| ~ exp(—p? sin 9)

i ruoli dei comportamenti limite si scambiano paeTZfQ. Questo significa che se effettuasi-

mo la continuazione analitica nel semipiano inferiore il temrine proporzionalt atie &

guello che ci interessa sarebbe esponenzialmente piccolo rispetto all’'onda incidente, quindi
non possiamo determinarlo dalla formula asintotica. Viceversa, effettuando la continuazio-

ne analitica nel semipiano superiore perdiamo il termine di onda incidente, che tanto non

ci interessa, ma determiniamt Nella continuazione analitica nel semipiano superiore

£ — [¢le™
e quindi dalla (11.211) segue

A= Bexp(—iw(% +ia)) = —iBe™ (11.212)

Avendo “perso per strada” I'onda incidente non abbiamo abbastanza relazioni per determi-
nareA e B separatamente, in effetti la stessa relazione (11.212) si sarebbe ottenuta con un
qualunque coefficiente davanti al termime’s”/2.

Possiamo far rientrare la scelta assoluta della normalizzazione imponendo la condizione
di unitarieta:

|A> + B> =1 (11.213)

guesto equivale ad imporre che il modulo del coefficiente dell’onda incidente € 1. In questo
modo, dalle (11.212), (11.213) si ottiene

1 e—27ra

AP = & T=IB?=1—-147?= — 11.214
R | | 1_’_672#& ‘ | | | 1+€727ra ( )

Notiamo due cose
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1) la derivazione non sfrutta in nessunpunto la condiziene 0, quindi vale anche
pera < 0, cioé fornisce il coefficiente di traslissione e riflessione anche per energie
superiori al massimo della barriera.

2) Per grandi barriereR — 1 e T ~ exp(—2ma) che come vedremo subito & I'atteso
comportamento esponenziale del fattore di penetrazione

Lintegrale che compare nel calcolofiie

2 a
T ~ eXp(—ﬁ/ |p(z)|dx) (11.215)
—a
Si ha
¢ 1 Vmk ! Vmk /
w(—a,a) = [a ﬁ|p|dx = %2@2/0 V1—22dz = %cﬂg = %% =T
Quindi
T ~ 6727roz

come deve essere.
Se ricordiamo la (11.206), ponendd = e~2™ per il fattore di penetrazione

K

- K |, K2
I+ 5+ 9%

e la confrontiamo con la (11.214) vediamo che questa formula & sbagliata, anche la prima
correzioneD(K?) é sottostimata: come anticipato nel paragrafo precedente I'uso non ocu-
lato della formula di connessione completa porta a degli errori nei termini subdominanti.
Come nel paragrafo precedente vediamo ora brevemente come si scrive la soluzione
esatta del problema di Schrodinger e controlliamo I'esattezza della (11.214).
Per uniformarci alle notazioni della referenza[AbSt] effettuiamo il cambiamento di

variabili: 1/
mk\ 1 € Im

in queste variabili I'equazione di Schrédinger prende la forma

2

% + (%z2 —a)p =0 (11.216)
Le soluzioni di questa equazione si chiamdnmzioni del Cilindro Parabolicp perché
intervengono nella separazione di variabili di equazioni tipo Schrédinger in coordinate pa-
raboliche, e sono un caso particolare delle funzioni ipergeometriche confluenti. L'equa-
zione (11.216) & pari per — —z, quindise abbiamo una soluzione non a parit'a definita,
W (a, z), ancheW (o, —z) & una soluzione. Perreale la funziondV (a, 2) & reale. E ab-
bastanza semplice costruire delle soluzioni per serieglimostrare la loro convergenza,
per i dettagli il lettore consulti la ref.[AbSt]. La cosa che interessa per il problema in esame
e che a partire dall&/(a, x) € possibile formare delle combinazioni complesse che hanno
un “semplice” comportamento asintotico

E(a,z) = —=W(a, z) + iVEW (o, —) (11.217a)

,_.S,_.
=

E*(a,z) = ﬁW(a,x) — iVEW (a, —2) (11.217b)

dove

k=+1+e2mx — ™ l:\/1—5—62”0‘—1—6”‘1

k
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Il comportamento asintotico della (11.217) &

E(a,z) = \/zexp |:’L(Z42 —alogz + %gb—i— Z)} (1+0(1/2%) z — 400
(11.218)

dove$ = argl'( + ia). Poiché il comportamento asintotico della eq.(11.216) & fissato

dalla fase
[ 22 ' z o« 22

lo sviluppo (11.218) dice che la soluzio##«, z) € proprio la soluzione cercata, descrive
un’onda divergente per — oo corrispondente all’onda trasmessa.

Per trovare il coefficiente di trasmissione e quello di riflessione dobbiamo scrivere il
comportamento asintotico dellg(«, z) perz — —oo.

Questo € un caso in cui si vede con estrema chiarezza come il comportamento asintotico
della prolungamento analitico della soluziaran € datoin modo banale dal prolungamen-
to analitico del comportamento asintotico.

Per essere espliciti: la soluziofi# «, z) € una soluzione analitica in tuto il piano com-
plesso, non c'e bisogno di fare nessun raccordo come nel caso del paragrafo precedente,
a sinistra della barrierei deve esserein termine che descrive I'onda convergente, quindi
con un comportamenlzer“z/‘*, ma questo € il comportamento tipicofi, da dove viene
fuori? Se facessimo il prolungamento dell’espressione (11.218}, —z non ci sarebbe
modo di cambiare il segno del terminezf.

Quello che dobbiamo fare é ricavare lo sviluppo asintotic& @ik, —|z|) a partire da
quella diE(«, +|z|). Torniamo alla definizion& («, z). Dalle (11.217) possiamo ricavare
W(a, +2):

W(a,z) = g (E(a, z) + E*(a, 2))

1

W(a,—2) = m

(B, z) — E*(a, 2))
Da cui

L
vk
bt (k- 1) 4 b (1 1) -

= —ie™F(a, 2) +iV1 + 2" E* (o, 2) (11.219)

La (11.219) ci permette ora di scrivere il limite per valori grandi e negativi del'argomen-
to z in termini del comportamento per valori grandi e positivi. L'espressione (11.219) é
esattamente della forma voluta

E(o, —|2]) = AE*(a, |2]) + BE(av, |2])

Elo,—2) = —=W(a, —2) + iVEW (a, z) =

a cui possiamo applicare lo sviluppo asintotico noto, (11.218), che ora fornisce un'onda
convergenteE* ed un’onda divergentdy. Quindi

A=1iy1+e?re B = —ie™ (11.220)

per i coefficienti di trasmissione e riflessione si ha allora

1 1

Te = == 11.221
AR~ 1+ 2w ( 3
B 2 2T

ro1BE _ e (11.221b)

TJAR T 14 e
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che soddisfano alla relazione di unitariéta- 7' = 1 e coincidono col risultato precedente
(11.214).
Notiamo che esprimendwin funzione dell’energia

__E m
“TTEV

I'espressione di’, (11.221) presenta dei poli in

1.. . k 1
a—(n+§)z E——zﬁwg(n—ki)

Con la continuazione analitida — e‘"k che corrisponde a passare da una barriera ad un
potenziale attrattivo, i poli di” vanno a finire nelle energie degli stati legati, in caso di un
potenziale parabolico negli stati dell'oscillatore armonico.

11.F Sviluppi asintotici.

In questa appendice presenteremo alcuni aspetti elementari relativi allo studio del compor-
tamento asintotico delle soluzioni di un’equazione differenziale del tipo:

B2 " (x) + p*(x) (x) = 0 (11.222)

ed in particolare analizzeremo il problema delle formule di connessione. |l lettore puo tro-
vare una trattazione piu approfondita ed un’ampia bibliografia nelle referenze [BerMou72,
FrFr65]. Nella (11.222)* = /2m(E — V(z)). Perh — 0, come discusso nel te-

sto, aspettiamo che la soluzione sia rappresentata, asintoticamente, da una combinazione
lineare delle due funzioni:

(i R
Ei—\/ﬁep<h/wop(§)d§>\/ﬁe (11.223)

xo € un punto di riferimento, che supponiamo assegnato.
Le funzioniE+ non soddisfandequazione di Schrodinger (11.222) a meno ph®on
sia costante. Si ha invece

d2
(h2@ +p2(x)>Ei = 2 (7—2 - 77) Ey = e(2)Ex (11.224)
La funzionee(x) esprime di quanto le funzioni si scostano dalla soluzione della (11.222).
Rappresentiamo la soluzione nella forma

(x) = by (2)Ey + b_(2)E_ (11.225)

Il comportamento asintotico, e le formule di connessione, saranno determinati dal compor-
tamento delle funzioriy (x). Ci sono infiniti modi di rappresentare una funziongy),
in termini di due funzionip4. Un vincolo é fornito dall’equazione (11.222), I'altro puo
essere scelto cercando di semplificare le equazioni differenziali a cui devono soddisfare le
ba.

Diamo direttamente una delle soluzioni possibili:

bela) = 5 exo(F 2 / p(E)de) be(w) = £ T he(e)| (11.226)

Il lettore puo facilmente verificare che con questa scelta la corrente associata all’equazione
di Schrddinger ha la stessa forma del case cost.:

h

j =5 (07 0 = w0 = (s~ - ) (11.227)
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permettendo quindi una semplice identificazione fra i valori asintotici delled i coef-
ficienti di trasmissione e riflessione. Naturalmente occorre verificare che la (11.226) sia
equivalente all'equazione (11.222), e quello che in effetti accade.

Dalle (11.226) segue

12 ’ 12
b’ _ 2w p—b, P b p b p b
+(@) ( h 9p2 ' T g, ) oz Ot
’ ’2 " ’2
iw(.P j4 P p
b (x) = ™ (i by — ——by + —b b
“(x)=e (z 5 o+ 257 + + % +) + 12

Da queste equazioni e dalla (11.224) si ricava:
(rzﬁ + 2(-))(b E. +b_E )—rE L (8' Y. 4 3hp® by + ARp> b — 2hp(26/p’ + b ”))
Qe G +E4 ———l+4p2 ip~bl wp” by wp” b 1p(20, p +Pp
1
+ hE_ ﬁ(—&‘p?‘b’, T+ 3hp% b + 4hp> b — 2hp(2b’ p’ +b,p"))
p

Usando nuovamente le (11.226) si ha che la funztopB + b_E_ soddisfa I'equazione di partenza (11.222).

La (11.226) da quindi un significato preciso ai coefficienti dei termini esponenziali ed in
linea di principio permette di determinare, in quest'ambito, sia i termini dominanti che
guelli subdominanti nello sviluppo asintotico.

Naturalmente le (11.226) in generale non sono esattamente risolubili. Supponiamo di
conoscere la forma asintotica in una certa regione, ad esempio a destra di un punto di in-
versione. La possibilita piu semplice sarebbe quella di utilizzare i valori noti come valori
d’ingresso per una soluzione iterativa delle (11.226) ma questo approccio non funziona
perché le equazioni sviluppano una instabilita in vicinanza del punto di inversione. Que-
sta instabilita € all’origine di un effetto scoperto da Stokes@gmeno di Stockgsche si
comprende meglio generalizzando I'equazione (11.226) al piano complesso. Supporre-
mo quindi d’ora in avanti ch& (x) sia una funzione analitica. La teoria delle equazioni
differenziali ci assicura allora chg(x) € una funzione analitica.

Figura 11.17: Schema per un singolo punto di inversiome< a € la zona permessa
classicamente; > a quella proibita.C; € un cammino nel piano complesso distante dai
punti di inversione.

Consideriamo una situazione come quella rappresentata in figura 1 ihdica I'e-
nergia. Siax = a la coordinata del punto di inversione. Per— a| > 1, nel piano
complesso, deve valere una espressione come la (11.226).coostanti. Se continuia-
mo analiticamente la soluzione lungo un cammino che &€ sempre molto distante dal punto
x = a, come quello indicato cof’;, dovremmo poter connettere i coefficienti asintotici
da entrambi i lati del punta = «, rimanendo sempre in regime asintotico. Essendo la
continuazione analitica di una costante la stessa costante, i coefficienti dovrebbero essere
uguali da entrambi i lati. Questo non succddeviluppo asintotico della continuazione
analitica non é la continuazione analitica dello sviluppdn altro modo di dire la stessa
cosa e affermare che i valori asintotici, costanti, delle funzignhanno delle disconti-
nuita nel piano complesso: i luoghi dei punti in cui le funzibpicambiano bruscamente,
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e che corrispondono asintoticamente a discontinuita dei coefficienti, si chidmeaadli
(anti)Stokeg? Il motivo per cui le funzionib.. non sono analitiche risiede nel fatto che le
stesse funziorZ.. non sono analitiche, solo la combinazione (11.225) é analitica. La non
analiticita delleEL. e dovuta alla presenza di un taglio nella funzigiie) in presenza di
punti di inversione. Per punti di inversione semplici, che & I'unico caso che analizzeremo,
la funzioneE — V() ha uno zero semplice e quingliz) si comporta comeg/z — a.

Occorre fissare quale ramo della funzione radice quadrata si intende(.cpn Noi
adotteremo sistematicamente questa scelta:

1) p(x) é sceltorealenelle zone classicamente permesse.

2) Il taglio della funzione radice quadrata e considerato nella zona classicamente per-
messa.

3) In caso di piu punti di inversione sceglieremo la determinazjpostivadella ra-
dice sulla parte superiore del taglio nella zona piu a destra fra quelle classicamente
permesse. Quest'ultima scelta é fatta solo per fissare le convenzioni.

Le specifiche appena elencate indicano semplicemente come scegliere le coordinate
locali attorno ai punti di diramazione della funziop:). Ad esempio nel caso di un punto
di inversione come in figura 11.17, posto:

r—a=pe? (11.228)

porremo

p(x) = Bpz G5 = p(a) = —i Bz —a)? (11.229)

£ €& una costante positiva. In questo modo nella zona classicamente perthessa,
p(x) € reale e positivo sulla parte superiore del taglio. Ovviamente & negativo nella parte
inferiore,f = —.
Scegliamo ora il punto di diramazione= a come riferimentar, per la definizione
della fasew. Si ha

¥ 2 - 2 -
w(a,z) = / p(x)de = fig B(x—a)¥? = fig Bp? e'3? (11.230)
Notiamo in particolare che per < a, cioed = = si ha
2 s
w(a,x) = ~3 Bp2 = —|w| (11.231)

come deve essere, ricordiamo infatti ghe- 0 e z < a, quindi I'integrale nella (11.230)
e negativo. E semplice seguire il cambiamento di fasg() e w. Poichédw/dx = p
le proprieta di trasformazione di sono uguali a quelle diz — a) p(z). Se si passa da
sinitra a destra di un punto di diramazione, in senso orario, nel semipiano supgfiore,
proporzionale gz — a)'/? perde una fase di/2 mentrew una fase dBr/2. Succede
il contrario pe ril passaggio da destra a sinistra in senso antiorario. Indicando, ébn
punti a sinistra e destra del punto di diramazione lo schema ¢ il seguente:

pL—pr=¢ "Fpy wy, — wp = e Fwy, (11.232a)

pr—pL =€ pg wr — wy, =€ Fwg (11.232b)

Torniamo ora allequazione (11.226). E evidente che la variazione delle grandezze
b4+ cambia drasticamente a seconda che la parte reale diia positiva 0 negativa. |l

11 a terminologia non & universale: talvolta la denominazione di linee di Stokes e anti-Stokes, specificata pit
avanti, & invertita. Noi seguiremo la terminologia usata, ad esempio, in [BerMou72].
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comportamento cambia pae(iw) = 0, ovvero perIm(w) = 0. Le lineeIm(w) = 0
vengono dettdinee di anti-Stokede linee in cuiRe(w) = 0 linee di Stokes. Le linee di
Stokes individuano i luoghi dei punti in cui uno dei due esponenkiale dominante, le
linee di anti-Stokes le linee in cui il ruolo cambia. In corrispondenza cambia il modo in
cui variano i coefficientb,.. Notiamo che in questa homenclatura le zone classicamente
permesse sono linee di anti-Stokes.

Nel caso della figura 11.17 si ha

Re(w) = sin §9
2
le linee di Stokes sono allora
. . 4
Linee di Stokes 0=0 0=—m 0= 3™ (11.233)

Le linee di anti-Stokes, cotvs(36/2) = 0:

Linee di anti-Stokes 0= éw 0=m 0= gw (11.234)
In pratica le linee di Stokes e di anti-Stokes dividono, alternativamente, il piano complesso,
o meglio la superficie di Riemann, in radianti, di ampiezza 60 gtadia disposizione &
guella mostrata in figura 11.18. Bisogha pensare alla stessa figura replicata nel secondo
foglio di Riemann, questo d’'a l'alternanza corretta fra le linee di Stokes e di anti-Stokes.
Naturalemente le espressioni (11.233) e seguenti sono esatte solo in prossimita dl punto
di inversione, generalemente le linee non sono rette. La cosa non ha molta importanza
in quanto saremo interessati solo alla disposizione delle linee, non alla loro espressione
analitica.

Figura 11.18: Linee di Stokes, continue, e linee di anti-Stokes, tratteggiate, nel caso di un
singolo punto di inversione.

Consideriamo le varie linee di Stokes. Sulla lined 4; 0, e dalle (11.229), (11.230)
discende
Linea4d:  p(z) = —i|p(z)] iw = |w| (11.235)

12)| lettore che ha consultato I'appendice dedicata alle funzioni di Airy riconoscera la stessa partizione del piano
complesso. Il motivo non é casuale: il fenomeno di Stokes che stiamo analizzando é stato scoperto studiando il
comportamento asintotico delle funzioni di Airy.
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Nella zona attorno a questa linea dunque la funzibné esponenzialmente grande, mentre
E_ € esponenzialemente piccola. Diremo &heé dominante

Le equazioni (11.235) sono in accordo con la (11.232a)pR¢ha:pr, = |p| — pr = e '% |p|.

Perw sihaiwy, = —|w| — wr = e_i%”wL = jwr, = —i|lw| e quindisiwr = |w|.
Lungo la linea 2§ = 2x/3, si haiw = —|w|, quindi & dominante la funzior_. Lungo
lalinea 6,0 = —2x/3, si haiw = —|w|, cioé & dominante anco.. Notiamo che nel-

l'ultima determinazione abbiamo consideréte- —27/3 e nond = 47 /3: in presenza del
taglio questo punto sta nel secondo foglio di Riemann e darebbe luogo ad una dominanza
di E,, in accordo con I'alternanza dei ruoli fra le due funzioni.

Veniamo ora alla variazione delle funzidni:

/ /
W, =L 2wy (z) o =L 2wy (g (11.236)
2p 2p
Nella zona in cui € dominant,, cioéRe(iw) > 0, lavariazionedi b, & esponenzialmen-
te depressa, mentre la variazionebdi e esponenzialmente grande, viceversa nel caso di
dominanza diE_. E questa l'instabilita a cui si era fatto cenno: se, ad esempio, il coeffi-
cienteb_ & piccolo nella zona > a, nella continuazione analitica lungo il cammiag
della figura 11.17 puo diventare grande, quindi mentre e trascurabile nella: zemganon
lo & piu nella zona: < a. La conclusione che si trae quindi dalla forma delle (11.236)
la seguente: in prima approssimazione i coefficienti dei terghimhinantisono costanti,
mentre i coefficienti dei termirdubdominantiariano, questa variazione, come segue dalla
(11.236), € proporzionale al valore del termine dominante.

Noi non siamo interessati alla espressione analitica delle funzioma solo al loro
valore asintotico. Possiamo associare un valore asintotico ad ognuna della linee, il pro-
blema e la connessione fra questi valori. definendo un vettore colonna a due componenti,
B = (bs,b_), il passaggio da una linea all’altra & un’applicazione lineare del tipo

B'=F-B (11.237)

F é una matric& x 2. La trasformazione € lineare perché le equazioni (11.236) sono
lineari. La matricel’ non puo essere arbitraria. In queste notazioni la corrente (11.227) si
scrive

j=B'JB J= (é _01) (11.238)

L'invarianza in forma della corrente si esprime allora nella forma
B'JB=B'JB =B'FlJFB = J=FJF

deve quindi essere
|det(F)] =1 (11.239)

Ladiscussione precedente sulla variabilita delle funzigrdetta immediatamente farma
della matrice. Al passaggio da una linea di anti-Stokes all'altra i coefficienti dominanti
restano invariati, quelbubdominantcambiano, quindi le due forme possibili sono

E, dominante F' = (; (1)> E_ dominante F' = ((1) ?) (11.240)

La variazione totale dei coefficienti si ottiene naturalemente effettuando il prodotto delle
matrici F', questo corrisponde a prendere come dato iniziale per ogni variazione il risul-
tato finale della variazione precedente. |l risultato finale sara quindi ancora della forma
(11.237):

B' =QB (11.241)
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con(2 prodotto di matrici del tipd?, eq.(11.240).

La matrice(2 ha ancora un vincolo. Stiamo assumendo €lie) sa una funzione reale
perz € R, quindi & possibile scegliere funzioni reali come soluzioni dell’equazione di
Schrédinger. Questo significa chege reale su una parte dell'asse reale lo deve essere
anche nelle zone raggiunte per continuazione analitica, questo, come vedremo imporra dei
vincoli alle costantix che compaiono nella (11.240). Un modo equivalente di affermare la
stessa cosa € dire che la funziahdeve essermonodromainfatti sey € analitica e reale
su un segmento dk I'estensione analitica dalpiano superiore a quello inferiore si compie
col principio di riflessione di Schwartz che importec R su tutto I'asse reale. Alla fase
della funzione) contribuisce non solo la matrié@ma anche la fase della funzioRép(z)
che compare nella definizione B, & pit semplice quindi analizzare caso per caso il vin-
colo piuttosto che scrivere una formula generale. Nel seguito del paragrafo applicheremo le
idee esposte al trattamento dei casi analizzati nel testo: un punto di inversione e due punti
di inversione.

Formule di connessione per un punto di inversione.

Usiamo le notazioni di figura 11.17. Il cammir® € un cammino “buono” in quanto
si mantiene sempre lontano dal punto di inversione. Con riferimento alla numerazione di
figura 11.18 questo cammino comprende due zone diverse

4 — 3 dominantek . 3 — 1 dominanteE_

Le due matriciF” sono allora

1 0 1
Fy 3= (a 1) F3_, = (O f) (11.242)
Si ha dunque
Q=F3 .4 Fy 3= (1 +ao‘5 f) B(1) = QB(4) (11.243)

B(n) indica il valore dei coefficienti sulla linea, una analoga notazione sara usata per le
componentb.. del vettore. Sulla linee 1 e 4 si ha, vedi eq.(11.235)

L Lip(x) = p(@)| w(e) =|w(z)] L 4p) = —ilp(@)| iw=|uw| (11.244)
Si ha quindi

;T
e's

[b+(4) el +b_(4) e*'“ﬂ H\lﬂ ([(1 +aB)by(4) + Bbo(4)] eIl

VIpl p

+ [oby (4) + b_(4)] e““|> (11.245)

Nello scrivere questa relazione abbiamo tenuto conto del fatto che sulla linea: vale
—|w], vedi eq.(11.231). Moltiplicando la relazione precedenteepéfi e considerando
b1 (4) reali, la condizioné (1) € R impone:

(14 af)e™'T = (ae™F)" BT = (e7'%)" (11.246)

Dalla seconda equazione segtie= i, la prima diventa allord + ia = ia*. Ponendo
a = |ale’ siha
1 ) cos 7y

| =

- 2sinvy 2 2sinvy
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Dalla (11.245) si ha allora per i singoli termini:

e vl 1

o |:Z~e—i|w\7i% + eilwlfi%} — 9 cos (|w\ _ ﬁ) (11.247)
bl VI !
elwl 1

L L 1
[(1 +ia)e—z\w|—lz +aez\w|—lz} — T [( Z) i(lw]—%) + ae i(Jw|—T)
Y4

1 cos 7y s s

N Vpl Linv s(Jl 4) sin(fe] = 4)} \/78111’}/
Le (11.247) sono le formule di connessione cercate. |l metodo adottato non é sufficiente a
determinare completamente il problema, la fagesta arbitraria. 1l calcolo con le funzioni
di Airy, eq.(11.18), portava@ = m/2, ed il risultato coincide allora con quello ottenuto nel
testo. Nella applicazione reversibile delle (11.247) vanno applicate tutte le cautele esposte
nel paragrafo 11.2.

7r+)
47

os([w| —

E istruttivo verificare la monodromia della funziogie Se avessimo effettuato la continuazione analitica nel semipiano inferiore,
col percorsat — 5 — 1 avremmo la seguente matri€e

wmraria=(3 (2 O -(10" %)

Identica in forma alla precedente, eq.(11.243) (naturalment@ sono in generale diversi da quelli precedenti). In questa conti-
nuazione analitica si arriva alla paitéeriore del taglio della funziong(x), cioé siha® = —= nella notazione delle (11.229) e
seguenti. Sulla linea 1 si ha in questo caso

p@)=e""lp|  w=+|uw| (11.248)

ela (11.245) hala forma

i ig . .
[ @e oo @] - -z ([(1 +aB)by (4) + Bb-(4)] el + +[aby(4) + b (4)] ef”‘“‘)
VIl Vpl
La condizione di realta impone ora

i 1
B=—-i a=lale” Ja|=—5=
2siny
Se consideriamo allora, ad esempio, il termine |w| si ha
1 eid ) ) 2 -
el —getlvl 4 =il = — cos(|w| — =)
VIl \/\p\ [ ] Vp]

Il risultato coincide con la (11.247) verificando cosi la monodromia.

Formule di connessione per due punti di inversione.

Possiamo distinguere due casi fondamentali che presentano due punti di inversione sul-
l'asse reale: un problema di tunneling ed uno di stato legato, illustrati in figura 11.19.
Consideriamo il primo. La struttura delle linee di Stokes ¢ illustrata in figura 12 2.5
sono i due punti di inversione, soluzioni dell’equazigiie) = 0.

La superficie di Riemann ha due tagh:(co,ar] € [ar, +00). Scegliamo la determi-
nazione delle radici in modo ch&x) sia positivo per: > ag, sulla parte superiore del
secondo taglio. Sulla linea 1, al di sopra del taglio, si ha

w1:/ p(z)dz >0 wy € R

ar

Per determinare le formule di connessione un cammino “buono” & quello indicatd icon
figura 11.20, che comprende quindi i percarsi- 3, 3 — 6. Notiamo che le linee 3,4 si
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Figura 11.19: Schemi possibili per due punti di inversione. Nel primo caso si ha un
processo d’urto, nel secondo uno stato legato.

congiungono atoco quindi dal punto di vista dei cambiamenti di fase all'infinito possono
essere identificate.

Sulla linea 1w; € R, percorrendo il cammin@’ in senso antiorario la fase di;
cresce, quindim(w) > 0, Cio0 significa che la soluziori, € depressa esponenzialmente
mentre la soluzion&_ é quella dominante, comeindicato in figura. Atraversando le linee
di anti-Stokes3, 4 la soluzione dominante divenka . Analogamente al caso precedente si

ha:
(10 (1 I6] . , (1 I]
Fs_ 6 = (a 1) Fi_.3= <O 1) Q=F_¢Fi3= (a 14 ozﬁ)

(11.249)
Dalla (11.249) segue la formula di connessione:
1 . .
b+emu(aR,x) +b76—2w(aR=$) - Q/}(g;) N (11250)
/|p| r>aR z<lar,

¥

| coefficienti b si riferiscono alla linea 1. Nello scrivere la (11.250) abbiamo tenuto
conto del fatto che sulla linea @(z) = ¢™|p(x)| in quanto si contornano due punti di
diramazione, vedi eq.(11.232a).

Nella espressione (11.250) comparg: g, x) perz < ar,, prima di applicare il criterio
di realta ai coefficienti, separiamo in questa quantita la parte reale dalla parte immagina-
ria, allo stesso tempo esprimeremo i coefficienti tramite le funzioni semiclassiche relative
al punto di diramazioney, piu comode per descrivere la funzione d’onda pet. ay.
Possiamo scrivere

<(b+ + Bb_) e mT) 4 (aby + (1 + aﬁ)b)e‘i“’(“’:"x)>

w(ag,z) = —w(ar,ar) + wlar, ) = wlar,z) + w(ar,ar,)

La funzionew(ag, ) acquista una fase @8j/27 contornando il punta: = ag, quindi per
ar, <z < ag:

w(ar,z) = e 2" w(ag, )| = —ilw(ag, )|

segue

1 [er
w(ag,ar) = —itlw(ag,ar)| = —io o= ﬁ/ V2m|E =V (z)|dz
ar,
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Figura 11.20: Disposizione delle linee di Stokes (tratteggiate) e di anti-Stokes (continue)
nel caso dell’effetto tunnel.

La (11.250) si riscrive nella forma:

1 : ,
<b+e““<aw) +be_“”(“R’””)> — P(z) — (11.251)

/|p| r>aR z<ar,
—1

Vel

Prima di applicare il criterio di realta vediamo il significato fisico dei vari coefficienti. Per
b_ = 0 si ha un’onda progressiva nella zona> ar: € il caso dell’effetto tunnel. Nelle
notazioni che stiamo usando la funzione d’ondazper a;, deve avere la forma

<(b+ +Ab) ene @) 4 (aby + (14 aﬁ)b)e"em(w>

1 . .
r<ap:(z) = ——=| e wa?) L Reiwlar,) (11.252a)
VIpl <
1 )
x> ap: () = —= T evero) (11.252b)

Vel

R, T sono i coefficienti di riflessione e trasmissione. Notiamo che nella zona;, si ha
p(z) < 0, quindi la direzione di avanzamento dell’'onda & determinatéugalz = p(x)
quindi I'onda incidente € correttamente rappresentata dall'esponerziale-iw) nella
(11.252). Dal rapporto dei coefficienti nella (11.251), per= 0, si ha

T=i—¢ — = —je? (11.253)

Passiamo ora ai vincoli. La funzione d’'onda e reale nella zonaa i perby = exp(Liu).
Imponenda) € R anche per: < ay, Si ottiene

—i(e™ 4 Be )e” = (fi(ei“oz + (14 aﬁ)eﬂ-”)e*”)*

e quindi i vincoli:
_ﬁ:a*e—&r _1:(1+a*ﬁ*)e—20
Posto 4
o = i|ale®
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si ha: 1
B=—a‘e? la] = €27 (1 + e 29)2 (11.254)

Sostituendo nella (11.253) si ha I'espressione generale per i coeffi€ient:

—id ,—0o —id
r=-°“° _ R=—i < (11.255)
(1+e29)2 (1+e-20)3
Anche in questo caso il metodo non fornisce una risposta completa, la fasedeter-
minata. | coefficientil’, R soddisfano al vincoldT|> + |R|> = 1, e la probabilita di
attraversamento della barriet@|?, non dipende dalla fase.

Per punti di inversione distanti, o per piccole energie rispetto all’altezza della barrie-
ra, possiamo applicare due volte le formule di connessione lineari, come fatto nel testo,
trovando

T~e? R~ —i

quindi la fasej(E) va a zero peE — 0. & possibile ottener® E) utilizzando il metodd®
delle funzioni di confronto:

1
(E) = % log ‘%‘ + arg [F (2 - zw)] (11.256)

Per la deduzione del risultato (11.256) il lettore pud consultare I'articolo di Berry e Mount
e la letteratura ivi citata.
Nel caso generale, cdn. = exp(+iu), possiamo scrivere:

—q ((eiu + ﬂe—iu) eaeiw(aL,a:)> = e ei(w(abw)-i-u—%) + ‘a| e~ ei(w(aL7m)—u—6)

Prendendo la parte reale della (11.251):
1

Vvl
1

— (e" cos(w(arp, ) + u— g) + |ale™? cos(w(ar,x) — p — 6))

Vol

Dalla (11.257) discende nuovamente ¢he—~ 0 pero — oo. Infatti se la barriera é
impenetrabile la fasg deve tendere an /4, come discende dalla formule di connessione
per un singolo punto di inversione. Ponentle= 0 i termini a secondo membro della
(11.257) in questo caso si elidono a vicenda.

cos(w(ag, )+ p) — 1 — (11.257)

Usando la (11.257) é possibile rianalizzare il problema della “doppia buca”, vedi paragrafo 11.7. | punti di inversione sono
ar, = —a,ar = +a, edipuntitb, vedi fig.11.7. Se consideriamo il potenziale abbastanza ampio possiamo trattare i punti di
inversione+b tramite le formule di connessione lineari. Quindi pgs < = < b deve essere

C T
= —— cos(w(z,b) — —
T coslw@ ) = )

la fase € fissata dalla richiesta di una decrescita esponenziale pergr&uti la notazione precedente d’altronde

()

¥

= % cos(w(ar,x) + p)

La consistenza impone la condizione

™ ™
nw:w(aR,z)+u+w(z,b)71:w(aR,b)71+,u

13per chiarezza sottolineiamo che le funzipiF) e §( F) dipendono dal tipo di problema in esame, ciog dalle
condizioni al contorno. L'espressione (11.256) si riferisce al problema del tunneling.
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Postoy, = — % + 6 ed usando l'integrale di azione

1/ h
J=— ¢ p(z)de = —w(ar,b)
27 g
siha
™ 1
I 4ou=(n+J)m (11.258)

Perdu = 0 si ha l'usuale condizione di quantizzazione di Bohr-Sommerfeld. In generale la (11.258) provoca una variazione dei
livelli semiclassici. Se chiamiamB il livello calcolato condp = 0 e poniamoE = E — 0 + AEy, siha

WL
h OF "=
Ricordando la relazione
oJ T .
—_— = — T = periodo
oOF 2
otteniamo
2h
AEy = - Sp (11.259)

Nel caso di un potenziale pari, come la doppia buca, e ricordando che nella convenziong u$ata0 perz < ar,, si ha

1 [—l=l 1 rl=l
w(ar,,z) = _E/ |p(z)| dz = E/ |p(z)| dz = w = w(agr, |z|)
Poniamop = — % + dp nella (11.257). Per stati pari deve valere
3
cos(w — g +0p) = e cos(w — i +6u) + |ale”™7 cos(w + % —op — 9) (11.260)

Sviluppando i e 6 e trascurando i termini superiori i1 “ nella (11.260) si ottiene, per lo stato pari:

1
cos(w — g) — dpsin(w — g) = 26pue’ cos(w — g) - 5670 sin(w — %) +6e? cos(w — %)

che ha come soluzione 1
Sp = 5e*” 5=0 (11.261)

In questo problema quindi = o(e™ 7). Il risultato (11.261) sostituito nella (11.259) riproduce il risultato noto (11.86), =
—he ™7 /T. Allo stesso modo si pud procedere per lo stato dispari.

11.G Teorema del confronto.

In Meccanica Quantistica, ed in altri campi, &€ spesso utile avere una stima del comporta-
mento delle soluzioni di un’equazione differenziale del tipo

y' + NF(z)y =0 (11.262)

per grandi valori del parametrd. E ad esempio il caso del limite semiclassico in cui
A=1/h.

Come visto nel caso dell’equazioni di Schrédinger & opportuno avere un’approssi-
mazione della soluzioneniformein x, cioé seY & un’approssimazione si vorrebbe che
Y ~ y+ O(1/)) in tutto un intervallo, comprendente possibilmente eventuali punti di
inversione, in cuF'(z) = 0.

L'idea semplice € la seguente: sostituire all’equazione (11.262) un’equazione piu sem-
plice, di cui 'approssimazion¥ é soluzione, e trattare il resto come perturbazione.

| risultati fondamentali al riguardo risalgono ai lavori di Liouville e Steckloff, appun-
to sulla stima asintotica delle autofunzioni e degli autovalori di un’equazione lineare del
secondo ordine. Il metodo é stato perfezionato da R.E. Langer negli anni attorno al 1930
ed importanti contributi sono dovuti alla scuola italiana, in particolare a G. Fubini e F. Tri-
comi. Nel libro di Tricomi citato in bibliografia si trova un’ampia discussione del metodo
generale. Noi esporremo solo un risultato, che € quello che serve per lo studio dell’equazio-
ne di Schrédinger. Il metodo seguito & quello sviluppato da A. Erdelyi. Lo stesso metodo é
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succintamente riportato nelle tavole di M. Abramowitz, I.A. Stegun. Una chiara e profonda
discussione di tutta la materia si puo trovare nell’articolo di M.V. Berry e K.E.Mount.

Il teorema fondamentale che serve per analizzare lo sviluppo asintotico € il seguente, v.
Erdelyi, cap.4.

Consideriamo un’equazione differenziale della forma

Y + (NP(z) +Q(x,\)y =0 (11.263)

supponiamo ch& abbia uno zero in un punto = a e che( sia analitica in un intervallo
b1 < a < bs. Supponiamo di saper risolvere il problema &n= 0, cioe di conoscere le
due soluzioni linearmente indipendehii e Y5 dell’equazione

Y+ NP(z)y =0 (11.264)

allora la soluzione asintotica della (11.263) é data dalla soluzione dell’equazione “sem-
plificata” (11.264) e I'approssimazione €& uniformeain cioé per ogniz nell'intervallo
considerato
y:Y-I-O(]./)\) Y =C1Y7 + CyY,
le costantiC, Cs dipendono logicamente dalle condizioni al contorno o dalle condizioni
iniziali del problema (11.263).
Diamo un idea della dimostrazione, che & molto simile alla usuale procedura perturbativa. Costruiamo una soluzione
K (z, t) della (11.264) che soddisfi alle condizioni iniziali:
)
K(z,z) =0 —K(z,t) =-1 (11.265)
ox 2t

e quello che in fisica (e in matematica) si chiama una funzione di Green. ricordiamo che date due soluzioni linearmente
indipendenti di un’equazione del secondo ordine del tipo (11.264) il loro wronskiano € costante:

W(z) = Y] (2)Y2(z) — Y1(2)Y; (2)

come si verifica immediatamente effettuando le derivate. Scegliamo allora la normalizzazione delle funzioni in nidde=che
—1. La funzione di Green € semplicemente

K(z,t) = Y1(2)Ya(t) — Yi(t)Ya(z) 2K +A*P(2)K =0 (11.266)

Tramite la funzione di GreeK (z, t) si puo trasformare I'equazione differenziale (11.263) in un’equazione integrale:

y(z) =Y + / dz K (z,t)Q(t)y(t) (11.267)

Usando la (11.265) ed effettuando le derivate si verifica che in effettiddisfa formalmente all'equazione (11.263).

L'equazione integrale di Volterra (11.267) pu0 essere risolta per iterazione e, sotto le proprieta di analiticita suddette, si puo
vedere che il kernel di questa equazioA&(z, t)Q(t) € limitato e I'iterazione fornisce una correzione uniformemente limitata a
Y, e tendente a zero, par— oco.

Si tratta ora di trovare una “funzione di confronto” per I'equazione differenziale
"'+ F(z)y =0 (11.268)

abbiamo incluso il parametrd nella definizione dif". Se F' ha uno zero, come stiamo
supponendo, € naturale provare a ridurci ad una equazione del tipo

d2
) (2) —2¢(2) =0
cioe all’equazione che definisce le funzioni di Airy. Questa fra I'altro & la forma limite
della (11.268) se si sviluppa attorno allo zerddi
In generale supponiamo di volerci ridurre a

2

& 6() +T(2) 6(2) =0 (11.269)
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La (11.269) sarebbe equivalente alla (11.268) se si potesse ottenere da quest’ultima per un
puro cambiamento di variabili:

P(z) = f(2)p(2(2)) (11.270)

proviamo quindi a vedere se effettivamente € possibile, cambiando variabili, connettere le
due equazioni. Sostituendo la (11.270) nella (11.268) e usando la (11.269) si ottiene

a2 f dz\? do ( df dz ,d?z\
T2t Efe—1f <dx> Lo+ — (2dxdx+ dm2> =0 (11.271)
Possiamo fissarg(x) ponendo
—1/2
flz) = (3;) (11.272)

In questo modo I'ultimo termine nella (11.272) si annulla. col che la trasformazione di
variabili cercata:(x) deve soddisfare a

dz\? dz\"? @ [(dz\"V?
Flx)=(—) T'—(— — | = 11.273
() <dx> (dx) dx? (dm) ( )
Se risolvessimo esattamente questa equazione le due equazioni (11.268) e (11.269) sa-
rebbero equivalenti. Se in questa equazione trascuriamo il secondo termine avremo una
approssimazione dell’equazione di partenza ed il termine trascurato induce una correzio-

ne alla (11.268) che é equivalente al termin&)imel teorema del confronto. Il grado di
approssimazione & misurato percio dalla disuguaglianza

dz\"? @ [(dz\"'?
€= (dx) Pl (da:) <1 (11.274)
Tenendo solo il primo termine della (11.273) si ha, per la (11.272)
dz\* F
(dx) =T (11.275)
(TG
¢(fv)< Fir) P(z(z)) (11.276)

Tutto cio che abbiamo fatto finora € indipendente dalla scelta della funzione di corifronto

a seconda della sua scelta I'approssimazione sara buona o meno e in particolare in caso di
violazione della disuguaglianza (11.274) possono presentarsi delle singolarita per il termine
Q(z) nella (11.263) che rendono poco efficace il teorema del confronto. Facciamo un paio
di casi.

I'=1
Consideriamo I'equazione di Schrédinger
p2
V=0 (11.277)

siaa uno zero dip? e consideriamo la zona in cy? > 0, ad esempio supponiamo questa
corrisponda & > a. Dalle equazioni precedenti si ricava

B(z) = e [ dalla (11.269)] (11.278)
2 = pla) [ dalla (11.275)] (11.279)
b~ i pe)de [ dalla (11.276)] (11.280)

=
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guesto & esattamente il modo in cui sono approssimate asintoticamente le soluzioni col
metodo WKB, quindi abbiamo riottenuto il risultato noto. Supponiamo ora¢he) abbia
uno zero semplice, e per semplificare le formule supponiamo sia in 0, cioé:

p*(r) = ax + Br* + ...
Sihaz' ~ z'/2 da cui, per la (11.274),

€~z 2

vediamo quindi la presenza di una non analiticita attorno al punto di inversione, questo éil
motivo per cui il teorema del confronto vale lontano dal punto di transizione ma viene a
cadere attorno allo zero giz). La zona in cuip? < 0 pud essere trattata con la funzione

I' = —1, ma si hanno, appunto, due approssimazioni distinte dalle due parti dello zero,
I'approssimazione non e uniforme ine da questo fatto derivano i problemi sul raccordo
degli sviluppi asintotici dalle due parti dello zero.

T lineare.
In presenza di uno zero semplice, come gia detto, & naturale riferirsi ad un’equazione tipo
d2
dz?

Si trova, sempre usando le equazioni precedenti:

d(z) —zp(z) =0 I'(z)=—z2 (11.281)

#(z) = C1Ai(z) + CBi(2) dalla (11.269) e dalla def. di Ai,Bi  (11.282a)
2 x
(2/)? = f% = §z3/2 = /a %\/—pQ =W dalla (11.275) (11.282b)
21 .
Y(x) =~ {pQ (w)] (aAi(z) + BBi(z)) (11.282c)

Il punto cruciale ora & che g¢ ha uno zero semplice, si ha, dalle (11.282)~ (z —
a) = O((z — a)?) , e, sostituendo nella (11.274)— const., quindi 'approssimazioné
uniforme.

L'errore ¢ dato dalla (11.274) chiaramente diverge in presenza di un secondo zero
b. Quindi la zona in cui I'approssimazione (11.282) e valida é limitata daglidieeirsi
daxz = a e dagli eventuali punti singolari gi(z). Se ad esempio abbiamo due zeri),
e sono abbastanza distanti fra loro € chiaro che bastera usare due approssimazione lineari
distinte, una attorno & = « e l'altra attorno ax = b e connettere le due espressioni,
quindi non ci sono particolari problemi. Se i due zeri sono vicini 'approssimazione sara
cattiva, in effetti nel caso di zeri coincidenti, ad esempi¢r) ~ 22 sihaz ~ 2%/3 e
ritroviamoe ~ z~2. In queto caso, o per zeri molto vicini, converra prendere logicamente
come funzione di confronto una funzione quadratica, delFipe k& — 22. Rimandiamo
alla letteratura per la trattazione di questo caso.

Per riportare le formule nella notazione usuale ricordiamo che nella zona classicamente
proibita, supposta a destra del punto di inversione— e—i%”|w|, vedi eq.(11.232a),
quindi la relazione (11.282) si legge

9 ‘ ‘ 2/3
22312 = ¢ismy, z=e7 §w
3 2

In pratica si puo scrivere

3 2/3 3 2/3
zonaperm: z = — <2w|) zona proib: z = (2|w> (11.283)
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Ricordando ora I'espressione asintotica delle funzioni di Airy &€ immediato confrontare
lo sviluppo asintotico a sinistra e a destra di uno zero. Dalle (11.282) é facile ricavare

cos(|w| — G + ) 1 cos pe~ 1l sin petvl
p(x)[1/? 2 [p(@)'2 " |p(x)]'/?
che é la formula fondamentale per la connessione degli sviluppi asintotici. Pef si
riottiene quanto gia noto, cioe che una fase-di/4 nella zona oscillante corrisponde ad
un esponenziale decrescente nella zona classicamente proibita.

E utile mostrare la differenza fra 'approssimazione uniforme illustrata in questo para-
grafo e I'approssimazione WKB in un caso concreto. Consideriamo I'oscillatore armoni-
co. Per gli stati legati manca la pai# nella funzione d’'onda (11.282). Per calcolare la
variabilez ricordiamo che, vedi paragrafo 11.4.4

(11.284)

— cos pAi(z) + sin puBi(z) —

E . X x x T
w(a,z) = " <arc&1n(a) + - 1— 2 2)

E 2
w(a,x) = — (Z“Zz —1- argcosh(i))

Inserendo queste queste espressioni nelle (11.283) possiamo calcolare la funzione d’'onda
approssimata. La normalizzazione € effettuata numericamente. Il confronto fra la funzione
d’'onda esatta, quella data dalla (11.282) e I'aprossimazione WKB & riportato in figura
11.21 pe rlo stato fondamentale e per il livelo= 10. Come si vede I'approssimazione
uniforme e praticamente indistinguibile dalla soluzione esatta, anche nel caso dello stato
fondamentale. Naturalmente le patologie nella zona dei punti di inversione sono sparite.

\ M m
15

Figura 11.21: Sovrapposizione della funzione d’onda (11.282) alla funzione d’onda esatta
(linea tratteggiata) e approssimazione WKB (linea continua).
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