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SOLUZIONI

Problema S.1

1) Le relazioni che devono essere soddisfatte sono semplicemente:

N = n+ + n0 + n−, E = ε(n+ − n−), n = n0.

Risulta pertanto, posto per comodità E
ε ≡ ν:

n+ =
1

2
(N − n+ ν), n0 = n, n− =

1

2
(N − n− ν).

2) Dalla formula generale per il peso statistico

Γ(n+, n0, n−) =
N !

n+!n0!n−!

si ricava facilmente per E = 0

Γ =
N !

n!
(
N−n

2 !
)2 .

3) Usando la formula di Stirling, per grande N si ottiene

ln Γ ≈ (N − n) ln 2− n ln
( n
N

)
− (N − n) ln

(
1− n

N

)
.

Dividendo per N e passando alla variabile x si ottiene quindi

s(x) = k[(1− x) ln 2− x lnx− (1− x) ln(1− x)].

4) È immediato ricavare

s(0) = k ln 2, s(1) = 0.

5) Calcolando la derivata prima di s(x) si ottiene

ds

dx
= k ln

1− x
2x

,

da cui segue che la derivata si annulla per x = 1/3, e in tale caso risulta s = k ln 3.
Per mostrare che si tratta di un massimo occorre calcolare la derivata seconda, che

vale
d2s

dx2
= − k

x(1− x)
,

ed è quindi sempre negativa.
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Problema S.2

1) La funzione di partizione canonica è data da

QN (T, V ) =
1

N !h3N

∫ N∏
i=1

d3pid
3qi e

−H/kT ,

dove

H =
N∑
i=1

c|pi|.

L’integrale multiplo risulta uguale al prodotto degli integrali da effettuare nelle vari-
abili di singola particella: ∫

d3pd3q e−c|p|/kT = 8πV
(kT
c

)3
.

L’energia libera vale quindi

F (N,T, V ) = −NkT
(

ln
[
8π
(V
N

)(kT
hc

)3]
+ 1
)
.

2) L’energia interna si ottiene ad esempio dalla relazione

U(N,T, V ) = F − T ∂F
∂T

= 3NkT.

3) Per ricavare l’equazione di stato si può usare la relazione

p = −∂F
∂V

=
NkT

V
,

e si riconosce che si tratta ancora dell’equazione di stato dei gas perfetti.
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